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Rozpatrujemy ruch uktadu n punktéw z dodatkowymi ograniczeniami ruchu
w postaci wiezéw holonomicznych dwustronnych

Wiezy holonomiczne - jezeli dane sg przy pomocy rownan lub nierownosci
zaleznych w og6lnosci od sktadowych wektorow wodzacych punktéw materialnych
1 czasu (wprowadzajacych ograniczenia na potozenia punktow materialnych)

wiezy dwustronne  f (’71 Fyseeslys t) =0, k=12,..,p p-liczba wiezow
W przestrzeni 3-Dim liczba wiezo6w p<3n, liczba stopni swobody=23n-p
wiezy jednostronne fk(l_’i,f'z,...,l_’;,t)ﬁ 0, k=12,....p .
Przyktad wigzoéw holonomicznych dwustronnych: C)

a) Punkt materialny poruszajacy si¢ po powierzchni walca
o promieniu R 1 osi symetrii pokrywajacej si¢ z osig Oz

o

(7, 0)=f,(F)=x>+y"-R*=0 y
L

b) Punkt materialny poruszajacy si¢ w przestrzeni trojwymiarowej po prostej lezacej
na przecigciu plaszczyzn o rOwnaniach x+y+z=0 1 x+2y+5z=0

L) =f(F)=x+y+z=0
L7 =f,(F)=x+2y+5z=0




c) Dwa punkty materialne potaczone sztywnym pretem o dlugosci /
NGB0 = [GE) =0 —x ) + (=0 ) +(z,-2) -1 =0

Przyktad wigzoéw holonomicznych jednostronnych
Dwa punkty materialne polgczone nierozciggliwg nicig o dtugosci /

- - - - 2 2 2
5L (#.n,0=f(7,h) = (xz _xl) +(y2 _yl) +(Zz _Zl) ~1"<0
Wiezy holonomiczne naktadajg ograniczenia nie tylko na potozenia ale i na predkosci
punktow materialnych, ktore mozna otrzymac r6zniczkujac r()wrcll’ania Wi1¢ZOW po czasie
np. zréwnania f,(7,1) = f,(¥) = x*+y°—R* =0 wynika iz ah _ 2xi+2yp =0
Naktadajg tez ograniczenia na przyspieszenia , ktore mozna otrzymac rozniczkujgc rGwnania

wiezow dwukrotnie po czasie
Wigzy nicholonomiczne naktadajg warunki na predkosci ale nie mozna ich

otrzymac r6zniczkujac po czasie rownan zaleznych tylko od potozenia punktow
materialnych 1 czasu. Wiezy te nie ograniczajg potozen zajmowanych przez punkty
materialne, gdy rozpatrujemy ruch w skonczonym przedziale czasu (wystepuja np.
w trakcie toczenia kuli po podtozu bez poslizgu).

Wiezy skleronomiczne - jesli w rownaniach wiezow czas nie wystepuje
jawnie np. omawiane dotad przyktady

Wiezy reonomiczne - jesli w rownaniach wiezow wystepuje jawnie czas
Np. ruch punktu materialnego po drgajacej ptaszczyznie

f.(F,t) = x— Asin(awt)= 0



W przypadku ruchu punktu materialnego po gtadkiej powierzchni o rownaniu
f=f(F1=0 pojawia sie sita reakcji wiezow, prostopadta do powierzchni.

- =
F,=A-grad f W uktadzie kartezjanskim | Fr =4 C f]+l S i

ox oy 82

A - skalarny wspdtczynnik bedacy funkcja wektora wodzacego, predkos$cei i czasu
nazywany nieoznaczonym mnoznikiem Lagrange’a

Sity tarcia nie mozna traktowac jako sity reakcji bo nie jest prostopadta do powierzchni

Rownanie ruchu Newtona: ;7 = F +F,,

—

F=F xl? +F yj + F.k _sita wypadkowa dziatajaca na ciato nie zwiazana z wiczami
Po rozpisaniu na sktadowe w ukladzie kartezjanskim otrzymujemy
rOwnania Lagrange’a [ rodzaju

mx =F +ﬂ,g my =F +ﬂ,@ mz =F +ﬂ,g
T Ox Y Oy Oz
Powyzszy ukltad rownan wraz z rownaniem wiezéow Jf =f(7,0)=0 przy
znajomosci warunkow poczatkowych ruchu pozwala na okreslenie
x(1),y(),z(t)1 A  czyli wyznaczenie ruchu punktu i sity reakcji



Rownania Lagrange’a I rodzaju zapisane dla punktu materialnego
poruszajgcego sie po krzywej lezacej na przecigciu powierzchni o
rownaniach  fi(7,0)=0 1 £ (7,/)=0

—>mi=F +F, A, A,-nieoznaczone
mnozniki Lagrange’a

= my=F +F

=>mz=F +F,

Sa one rownowazne rOwnaniom wyrazajagcym drugg zasade dynamiki
Newtona z uwzglgdnieniem sity reakcji WigzOW £ = 1 gradf, + A, gradf,
Zakladamy iz sifa ta jest prostopadia do krzywej po ktorej porusza si¢
punkt materialny.

Rownania te mozna zapisa¢ w postaci wektorowej wzorem

m?.:ﬁ+13R :1’3+ﬂ1 -gradf, + 4, - gradf,
£F)=0, f(7.t)=



Z réwnania wyrazajacego Il zasade dynamiki Newtona dla swobodnego punktu materialnego
(na ktory nie natozono wiezow) wynika ponizsza relacja wyrazajaca zasade d’ Alemberta

i = F = F—mi =0={(F—m#) & =0

or = oxi + 0)j + ok -wektor zwany wektorem przesunigcia wirtualnego okreslajacy
mozliwe a priori kierunki infinitezymalne matego przemieszczenia punktu materialnego w

trakcie ruchu gdy wiezy nie zaleza od czasu bedacy dla swobodnego punktu materialnego
wektorem dowolnym

—

7 dowolnosci OF wynika 1z (ﬁ'—m;?’)é}? 0= m? =
A zatem zasada d’ Alemberta w rozwazanym przypadku jest rOownowazna
rownaniom Newtona. W uktadzie karteZJ anskim

F = Fz+F]+Fk a= xz+y]+zk or = 5xl+éj/]+5zk
(F—mr)-5i7=0<:>(Fx—mx)5x+(Fy—my)5y+ (F. —mz)% =0

Z dowolnosci s wynika iz mozna przyja¢ w powyzszym rownaniu iz
S=&=0
Wowczas rownanie redukuje si¢ do postaci (Fx — mXx )5)6 =0
Poniewaz ma by¢ ono spetnione dla dowolnego ¢x  to musi zachodzi¢
F =mx . .
Podobnie mozna pokazaé iz F y = my,F.=mz > F = mr



Z rownania ruchu Newtona mr = F +F z uwzglednieniem sity reakcji

wiezéw F =A-grad f
wynika

f=7/F1)=0

(F—m?)-ﬁ?zOz (Fx—m)'é)5x+(F —my)5y+ F.—mZ)d%z =0,
f(#,t)=0
5F = &xi + 8y + Ozk jest dowolnym wektorem stycznym do powierzchni

spetniajgcym warunek gradf -or = 0 = aiéx + iéy + = 2 oz =0

0x oy Oz

Dowod

gmdf.é‘;?:()jﬁR.é‘,::O a zatem m?=ﬁ+ﬁR:>F’+F’R—m?:O:>

\ Praca sily reakcji na przesunigciach

= (F+ Fy—mi) &7 =0= (F-mi).or=0  winualnychznika

or -przesunigcie wirtualne zgodne z wigzami. Okresla mozliwe kierunki infinitezymalnie
matego przemieszczenia punktu mat. przy zatozeniu i1z powierzchnia si¢ nie porusza



Mozna pokazac€ iz z zasady d’Alemberta dla rozwazanego przypadku
wynikaja rownania wyrazajace Il zasade dynamiki Newtona.

Z réwnania 0
grad f-or = O:>f5x+f@/+f
0
mozna gdy i #0 wyznaczy¢ dx w funkcji oy, oz otrzymujgc ox =— Y 5 faZ
Wowczas otrzymujemy (F, —mX)ox+(F,—my)oy+ (F, —mz)oz =0 =
af af
(F, —my— f (F —mx))oy +(F, —mz — == f < (F.-mX))%& =0
ox ox
Poniewaz powyzsza réwnos$¢ musi zachodzic¢ przy dowolnych oy, 6z to wynikajg z niej rownania
8f of
(F, —my— f(F —mx))=0 (F,—mz— f(F -mx))=0=
ox Ox
F —mi F,—my F —mzon J A- skalarny wspolczynnik ktory po
of o o wyznaczeniu ruchu punktu mozna

ox oy 0z przedstawic¢ jako funkcje czasu



F -mi F,-my F —mz
of o o
Ox 5 Oz Rownania te nazywamy

rOwnaniami Lagrange’a |
rodzaju zapisanymi dla
punktu materialnego
~poruszajacego sie po
powierzchni o rOwnaniu

f=1/F1)=0

A -nieoznaczony mnoznik Lagrange’a

=—A=

Powyzszy uktad rownan stanowi zapis w uktadzie kartezjanskim
wynlkaj gcego z II zasady dynamiki Newtona rOwnania

F—|—F w ktorym =A-grad f
f—f(r,t)—O



Ruch punktu materialnego po gtadkiej krzywej mozemy opisac jako ruch po linii
lezacej na przecieciu dwoch powierzchni o rownaniach  £,(7,¢) =0 oraz f,(7,)=0

F » =Agradf, + A, gradf,  gdzie L, i A, skalarne wspotczynniki do wyznaczenia

( F_ m,—;) 5 =0= Wektor &7 nazywamy go

wektorem przesuniecia
(F x mjé)& + (F y my )é:V + (FZ —mz )52 =0, wirtualnego zgodnego z
fl(,—;’ t) =0, fz(’_;a t) —0 wiezami.

Wektor ten okresla mozliwe

or Je§t dowo-h.lym wektorem stycznym do Kierunki infinitezymalnie
krzywej spetniajacym warunki: malego przemieszczenia
punktu materialnego w
gradf, - & =0 = % Ox + % o+ % % =0, uktadzie inercjalnym gdy
ox oy Oz rOwnania wiezow nie zaleza
P P o jawnie od czasu (wigzy s3
gradf, -or =0= % ox + ;2 oy + 8fz oz=0 skleronomiczne
X 1% Z

Dowod  grad f,-& =0,grad f, & =0= F, 0

0 :>(13—m1.7')-51720

COF =
mi=F+F = F+F—mi=0 = F+F —mi)o



Wyprowadzenie z zasady d’Alemberta dla punktu poruszajgcego sie po krzywej rownan
Lagrange’a | rodzaju majgcych posta¢ rownan Newtona z sitami reakcji wiezow .

(Zasada d’Alemberta dla punktu materialnego poruszajgcego sie po krzywej).
(I5 — mi;) o =0= (F. —mx)ox + (Fy — mj/')éy +(F. —mz)% =0, (*)
fL(F)=0  f(F1)=0
OF =i + 5);] + &k jest wektorem przesuniecia wirtualnego stycznym do krzywej

spetniajgcym warunki

oradf -7 = 0= Liger g Dis — o (**)

0x oy 0z

ke ok
gradf2-5F=O:>%5x+%5y+%52=O (%)

0x oy 0z

Réwnanie (*) przy uwzglednieniu rownan (**) 1 (***) mozna zapisa¢ w postaci

(F—mi) o = (F + Agrad f,+ A,grad f,—mi )& =0 ForaR i
mnozniki Lagrange’a (bgdace na tym etapie rozwazan dowolnymi skatarami)
Réwnanie to mozna zapisa¢ w uktadzie kartezjanskim w postaci

(A Zer, B (5,248 2oms {2 Lo, B

ox 0z



Z réwnan Do g f D=0 i=12
X
% 9
mozna np. gdy ox 0yl WyznaczyC ox oraz oy w funkcji oz.
9% 9,
ox Oy

Wowczas oz jest dowolne, a dx oraz dy - wyznaczone.
Dobierzmy 4, 1 4, tak, aby zachodzito
9 5fz

F. +ﬂ,,8f1 8f2 —miX=0 F + 4= —my =0
? o 6y 29
Wdwczas

(F +11 afl %—mxjé)w(Fy+ﬂ1%+ﬂz%—my]§y+£Fz+A%+ﬂ2%—m'zj§z=0
ox oy oy 0z

0z
(F +ﬂ,] fl %—mzjé'zzo

0z

Z dowolnosci 6z wynika iz musi by¢ spetnione réwnanie

F+/1laf1 i)

* bz

—mz=0



Otrzymalismy uktad 3 réwnan

0 8

FtA fl (,;;2 S>mi=F +F,
af1 o )

Fy+ A4 —— 8y = my=F +F,
5f 19

Forh— —+ 622 —>mz=F_+F,,

Rownania te nazywamy rownaniami Lagrange’a I rodzaju
zapisanymi dla punktu materialnego poruszajacego si¢ po krzywej
lezacej na przecigeciu powierzchni o rOwnaniach f,(7,6)=0 f,(¥,£)=0

Sa one rownowazne rOwnaniom wyrazajagcym drugg zasade dynamiki
z uwzglednieniem sity reakcji wiezow  Fy, = A, gradf, + A, gradf,



Przyktad: Wyznaczenie ruchu ciata (punktu materialnego) 0 masie 7, po gtadkiej
_powierzchni walca-pod wplywem jednoczesnie sity harmonicznej F, = —kr | ciezkosci
F =-mge_ -rozwazania oparte na zasadzie d’Alemberta

z

Wypadkowa sita ( bez uwzglednienia sity reakcji) :
F = F+F——kxz ky]+( kz — mg)k— T
= F. =—kx, F,=-ky F =—kz—mg

Réwnanie wiezow:

flx,y)=x>+y"-R*=0 /
Zasada d’Alemberta : @
(ﬁ—m#)-5F:0:>(Fx—mjé)5x+(Fy—mj})5y+(FZ—m'z')5z=O:>
:>(—kx—m)'c')5x+(—ky—mj})@/+(—kz—mg—mﬁ)&z=O 1)

Warunek na przesuniecie wirtualne oF = (§x, oy, 636) wynikajacy z istnienia wiezOw

gradf 7 =0=>L 5+ L 5+ L &~ 0= 2x5c+ 295 =0 5 =-28  (y=0)
ox oy 0z y

Po uwzglednieniu powyzszego warunku w rownaniu (1) otrzymujemy

(—kx—m)'c')é'x—1(—ky—mj})5x+(—kz—mg—m2)5z =0=
Y

\_/
Y
1
N

(—kx—mjé+kx+@j5x+(—kz—mg—m'z')é'z=O
Y



(—mﬁé+@J5x+(—kz—mg—m'z')5z =0
y
Ze wzgledu na brak wynikajacych z wiezow dalszych ograniczen na mozliwe wartosci OX, Oz

rownanie to musi byé spetnione dla dowolnych O, &z
ox dowolne

x=0=> [ mx+@j5x O:/> —mx +—=— mxy =0=-Xy+xy=0
Y Y

§=0= (—kz—mg —mz)% =0=> —kz—mg —mz =0

oz dowolne
OtrzymaliSmy dwa roOwnania , ktore muszg by¢ spetnione w trakcie ruchu ciata

—kz—mg-mz=0 (2)

—Xy+xp=0 3)
Trzeba je rozwigza¢ uwzgledniajgc dodatkowo rownanie wiezow
f(x,yjzx2 +3y°—R*=0

ktore nie wprowadza jednak ograniczenia na z
W zwigzku z tym na rozwigzanie rOwnania (2) nie wpltywa rOwnanie wigzow.
Uwaga . Mozna pokazac 1 1z roOwnanie (3) mozna otrzymac rowniez w przypadku gdy

y=0 przyjmujac iz o =—= 5y (x#0)



Rozwigzanie rOwnania — kz—mg—mz =0

—kz—mg—m2:0:>2+£2:—g
m

Jest to rownanie rozniczkowe liniowe rzgdu drugiego o statych wspotczynnikach
niejednorodne.

Petne rozwigzanie tego rownania jest suma rozwigzania ogolnego rOwnania

jednorodnego
.k
Z+—z=0
m
oraz rozwigzania szczegolnego rOwnania pelnego
.k
Z+—z=-g
m
Rownanie jednorodne mozna zapisa¢ w postaci
k
. 2 n
sroizo0 gl o'=

Réwnanie to ma takg postac jak réwnanie opisujgce jednowymiarowy
oscylator harmoniczny niettumiony i jego ogdlne rozwigzanie ma postac

Z,e =4 cos(wt)+ Bsin(at)= A4 cos{&t} +B sin(\/%t]



Rozwigzania szczegolnego rownania pelnego poszukujemy w rozwazanym
przypadku w postaci statej Zwe =C
Po wstawieniu zapostulowanej postaci rozwigzania do petnego rownania

.k
Z+—z=-g
m
otrzymujemy warunek
0+Xcegmc="8
m k

A zatem rozwigzanie ogolne rOwnania petnego ma postac

z(t) =2, + 2. = 4 COS(\/E‘J +B Sin(\/gt) _ng
m m k

State A 1 B mozemy okresli¢ z warunkow poczatkowych ruchu
Zaktadajacnp. 1z z(t=0)=0, z'(t = O) =0 1uwzgledniajac to iz
m k
z'(t):—A\/E sin JE +B\/E cos \/Ez mamy B=0, 4="5  z(t) =22 cos \Pt -1
Ruch ciata w kierunku pionowym ma charakter drgan harmonicznych

m
wokot punktu Z = _Tg z czestoscig kotowag @ =



Rozwigzanie rownania — Xy + xp =0

Réwnanie to nalezy rozwigzaé z uwzglednieniem rownania wiezow x> + y2 ~R*=0
W zasadzie mozna by wykorzystujac rownanie wiezdéw uzalezni¢y od x (oraz y
od x, x 1 X) 1 rozwigza¢ otrzymane rownanie rozniczkowe dla zmiennej x.

W praktyce w celu uzyskania analitycznego rozwigzania celowe jest wprowadzi¢
nowa zmienng ptakaiz X =R COS((D) V=R Sin(ga)

przy czym roéwnanie wigzOw nie wprowadza ograniczen na wartosci przyjmowane

przez t3 zmienng
x*+y’—R’ = Rz(cos2 @ +sin” (0)—R2 =0
Chcemy wyrazi¢ rOwnanie  — xXy+xy=0 przy pomocy zmiennej ¢ (bedacej
wspotrzedng w uktadzie cylindrycznym)
e= LG Rsin(p)p p=L D Reos(ply
dt 0 dt g

dx Ox . Ox .

= 59 =L Reoslolgls+ [ Rsinpls = Reoslpl” —Rsin(ol

e A [~ Rsin(p)p)p + [R cos()lp = —Rsin(p)p’ + R cos(p)is

—¥y+xy=0= —[— Rcos(p)p® — R sin((p)(ﬁ]R sin(p)+ R cos(go)[— Rsin(p)@” + R cos(go)¢] =0=

= R” cos(p)sin(p)@” + R sin’(p)é — R* sin(¢@)cos(p)p* + R* cos”(p)p = 0 =
=R’ [sin2(§0)+ cos’ (gp)](p =0=>¢=0



$=0=¢(t)= At+B
x = Rcos(p)= Rcos(At+ B)= i = —RAsin(A4t + B)

y=R sin(go) =R sin(At + B) =)= RAcos(At + B)

State A 1 B mozemy okresli¢ z warunkow poczatkowych ruchu
Zakladajacnp. iz x(t=0)=R,y(t=0)=y,
I uwzgledniajac to iz x(t = 0) =R COS(B) y(t=0)=RA COS(B)
mamy B=0, 4= Yo

R

A zatem



Wyznaczenie ruchu ciata (punktu materialnego) o masie m po
powierzchni walca oraz sily reakcji wiezéw -rozwazania oparte na

rdwnaniach Lagrange’a | rodzaju z
Wypadkowa sita (bez uwzglednienia sity reakcji) : C
F=F +F =—kxi —kyj +(—kz— mg)k— PR B
=>F =k F,=—ky F, =—kz—mg o1

Rownanie wigzow

f(xy):x2+y2—R2=O /Q

Rownama Lagrange’a I rodzaju

mr=F+]- -gradf gdzie F =A-grad [ -silareakcji

Po rozpisaniu na sktadowe w uktadzie karteZJ anskim

mi=F A o mio g 2qx  Fr= el $Fod + Fuk = 2-gradf
P

X of
y=F +1l—=my=—ky+24
my y ay my ky 24 FRy :ﬂq:biy
of o &
mz=F +A—=mzZ=-kz—mg FRZ:}L@—:O
z Z



n = et 2= = TR

2Xx

mi = —ky + 24y = mj = —ky + 2 mx;kx:
X

= mxy = —kxy + y(m)'c'+ kx) = xy—pyx=0

mz = —kz —mg

Eliminacja mnoznika Lagrange’a A pozwolila na uzyskanie rownan otrzymanych
wczesniej przy pomocy zasady d’Alemberta, ktorych rozwigzanie przy uwzglednieniu

warunku wiezoOw prowadzi do znalezienia ruchu ciata.
Sktadowe sity reakcji przy uwzglednieniu znalezionych wczesniej rozwigzan

. . ) . ) .
X=RCOS(&tj y = Rsin Yol #=—20cog 204 j}z—y—osin Yoy
R R R R R R
sgrowne F, =0

. 2

. ) .
. my y . MYy |einl Y
F, =2Ax=m¥+kx :(kR_TOjCOS(EOtj Fo, =24y =my+ky :(kR—TOjsm(Eotj



Uwaga : Site reakcji wiezoOw dziatajaca na analizowane ciato mozna zawsze uzaleznic¢
w ogdlnosci od potozenia, predkosci ciata oraz czasu bez koniecznosci rozwigzywania
roOwnan ruchu wykorzystujac rOwnania Lagrange’a I rodzaju oraz rOwnanie powstale w
wyniku dwukrotnego zrézniczkowania po czasie rOwnania wigzow. W rozwazanym
przyktadzie w ktorym wiezy sa skleronomiczne zaleznos¢ jawna od czasu nie

wystepuje df
fgx,y)=x2—|—yz—R2 =O:>d—=2x5c—|—2y)>=O:>
df

e 2X7 4+ 2xX 4+ 2% + 2y

l

.. .. k

mx=—kx+2Ax=>x=——x+
m

my:—ky+2/1y:>y:—£y+ﬂ

m
F, =2ix="2 kzz—(x2+)'/2) = x
o =2y =22 (2 )| gy 2
m



Wyznaczenie ruchu punktu materialnego o masie m po powierzchni walca oraz sit reakcji
wiezow -rozwazania oparte na rownaniach Lagrange’a | rodzaju w uktadzie cylindrycznym

Wypadkowa sita (bez uwzglednienia sity reakcji) :

z

= —kF —mgé. = —kpe, — kze, —mgé, = .
= F,=—kp,F,=0,F, =—kz—mg
Rownanie wigzoéw

flp)=p-R=0

y
Rownania Lagrange’a I rodzaju / Q
m? — F’ + A gmd f gdzie FR =A- gmdf -sita reakcji

Po rozpisaniu na sktadowe w uktadzie cylindrycznym

ma, :Fp+l§i:m(p—pgb2):—kp+l
0

r=pe, +ze,

T

F,

of gradf = f — fé(p+géz
ma, = F, +/1—a—:>m(p¢+2pgb):() 5,0 ,05(P Oz
g ’ ard a =z
ma2=F2+/lai:>mZ=—kz—mg ‘
Z

= Pp+2pg



Z rownania wiezow wynika iz p=R=p=0= p=0  Warunki te trzeba
uwzgledni¢ w rownaniach ruchu co pozwala na ich uproszczenie

mjp— p@*)=—kp+ A =>—mR¢* = —kR+ A (*)
m(pp+2pp)=0=¢=0 )
mz =—kz—mg (%)

Roéwnania (**) 1 (***) sg identyczne z rOwnaniami wczesniej otrzymanymi, zas
rownanie (*) pozwala na okreslenie mnoznika Lagrange’a A =kR—mR @
Sifareakcji 7 jestrowna [y =A-gradf
ﬁf . ﬁf G/ = - 2\
rad f = ,T——e.f=p—R=0=F,=1e, =kR—mR
g f ap p p a¢ ﬁz f IO R Yo ( ¢ kp

Sita reakcji jest prostopadta do powierzchni bocznej walca
Sktadowe sity reakcji przy uwzglednieniu znalezionego wczesniej rozwigzania przy
zadanych warunkach poczatkowych ruchu )', -
=20y o= Yo
® F  — Q=

s3 rOwne R
.2

FszkR—mR(bzsz—m]);O = const Fy, =0 F, =0




Przestrzen konfiguracyjna 3n-wymiarowa dla uktadu n punktow materialnych

Uktad ztozony z n punktow obrazujemy przez pojedynczy punkt
w przestrzeni konfiguracyjnej, ktorego potozenie dane jest
wektorem 3n-wymiarowym X =X, X,,..., x3n)

V= xl.17+yl.j+zil€ — (...,x3l._2,x3l._1,x3l.,...), i=12,...,n

Podobnie wprowadzamy 3n-wymiarowy wektor sity X = (X, Xy, X5,
F=Fi+Fj+Fk—(.. X\ Xy Xe), =121

Xy, =F Xy, =1, X5 = F,

ix? yd
Roéwnania ruchu dla punktu w przestrzeni konfiguracyjnej przyymujg postac

mr,=F,i=L2,..n—>mx, =X, | j=12,..3n
m, —>m, ,=m,  =m,, [=12,....n
p rownan wiezow fk(xl, ........ ,x3n,t):0, k=12,...,p<3n wprowadza

ograniczenia na wektor 3n wymiarowy okreslajgcy mozliwe potozenia punktu
w przestrzeni konfiguracyjnej , wektor ten musi postawac na hiperpowierzchni
wiezOw o wymiarze f=3n-p rownym liczbie stopni swobody uktadu .
Zaktadamy ponadto iz wiezy wprowadzajg site reakcji wiezow o sktadowych
Xy, , (ktora jest prostopadta do tej hiperpowierzchni)



Rownania ruchu z uwzglednieniem sit reakc;ji
zaplsane dla uktadu n punktow materialnych w przestrzeni 3-DIM

mr, —F+F i=1,2,....,n

S (B Py t) =0 k=12, p

F=Fi+F j+Fk  Fy=Fpi+Fy +F.k

zapisane dla punktu obrazujgcego uktad n punktéw materialnych w
przestrzeni konfiguracyjnej
X=(Xx,X,,...X,)

mx =X, +X,, j=L2,..3n

fk(xl, .......... ,x3n,t):O, k:12... p
Xy =Fo Xy, =F, X, =F.  Xp,=FeuX

R3i- Rix? R3i-

X :(XRlaXRzr--»an)

 =F

Riy»

X

R3i

=F

Riz
Przy czym wektor wodzacy i-tego punktu w przestrzeni 3-DIM 7, mozna
pow1qzac ze wspolrzgdnyml X3;.2X3; X 3; punktu w przestrzem konﬁguracyjne]

V=X, 21 + X5, ] +x31k Analogicznie r Xy 21 + X, 1] + X, k

Uwaga. Wystepujace w ukladzie ewentualne sity tarcia wlaczamy do sil nie

zwigzanych z wigzami  F , a nie wlaczamy do sit reakcji wigzow ﬁ'R,
l 1



Przesuniecie wirtualne zgodne z wiezami w przestrzeni konfiguracyjnej
- dowolny wektor 3n-wymiarowy Sy = (0%, Oy e, ,OX; ) taki iz

gradf, - ox = O@Zafk(s =0 k=12,....p

J=1 x
Wektor przesuniecia wirtualnego punktu w przestrzeni konfiguracyjne;

O = (OX), 0y v ,0xy)  jest wektorem stycznym do hiperpowierzchni
wiezow na ktorym pozostaje punkt w przestrzeni konfiguracyjne;.

Wektor przesunigcia wirtualnego i-tego punktu materialnego w przestrzeni 3-DIM

O =& +,] + ek =(0x,,0,,%,) = (., sy, 5y,)

 %

3 sktadowe 3n- wymiarowego wektora przesunigcia wirtualnego w przestrzeni
konfiguracyjne;j

Wektory przesuniecia wirtualnego punktow materialnych zgodne z
Wi@zami w przestrzeni 3 DIM spelniajg warunki



Zwiazek przesunigcia wirtualnego z przesunigciem rzeczywistym

Wektor rzeczywistego przesuni¢cia punktu w przestrzeni konfiguracyjne;j
zachodzacego w czasie di—0 dx = (dx,,dx,,.......... ,dx;,) o sktadowych dx; =x;dt

jest jednym z przesuni¢¢ wirtualnych gdy wiezy sg skleronomiczne

Rozniczkujgc bowiem zupetnie po czasie rownanie wigzow  f, (x,7) =0
otrzymujemy

2ix0) Z % %oy

3n 3n
5fk szaka :o:Z%x.dt:O:Z%x:O
ox. ox, '
j=1 UA; J=L R

czyli wektor przesuni¢cia rzeczywistego zachodzacego w czasie dr—0 speinia te

same rOwnanie co wektor przesuni¢cia wirtualnego Sy = (O, Xy e ox,,,)
3n a
S Th g =0 k=12, p
Ox

J=L =R



Zaktadamy iz suma prac sit reakcyjnych na dowolnych przesunieciach
wirtualnych zgodnych z wiezami znika, gdy nie wystepujg sity tarcia lub
sity tarcia wigczamy do sit zewnetrznych

3 e (o) e ,OX;,)
n n

2 Fu 0 =0=2 Xy 8, =0= X0 =

i=l1 J=1 XR:(XRpXRza---aan)

Poniewaz wektor przesunig¢cia wirtualnego w przestrzeni
konfiguracyjnej jest styczny do hiperpowierzchni wigzow to wynika z
tego 1z sita reakcji wiezdw musi by¢ prostopadta do hiperpowierzchni
wiezOw

Dygresja : Praca sit reakcyjnych na przesunigciach rzeczywistych znika wtedy

gdy wigzy nie zalezg od czasu gdyz wowczas infinitezymalnie mate przesuniecie
rzeczywiste jest jednym z przesuni¢¢ wirtualnych. Oznacza to iz w tym przypadku
sily reakcji nie wykonujg pracy nad uktadem 1 nie moga prowadzi¢ do zmiany jego
energii.

Gdy wiezy zalezg od czasu to sity reakcji mogg wykonywac prace 1 prowadzi¢ do
zmiany energii uktadu.



Zatozenie Z F ri 0 =0
i=1

mozemy sprawdzi¢ na przyktadzie
dwoch punktow materialnych
zmuszonych do pozostania w stalej
odlegtosci / od siebie

Rownanie wiezow:

f= (’71 _’72)2 ~I"=0= (xl —x2)2 +(yl _J’2)2 +(Zl _22)2 ~1*=0
Warunek na przesuni¢cia wirtualne zgodne z wigzami

0=grad,f o +grad, f - or, zgié‘xl +%@/1 +z5z1 +i5x2 +%@/2 +ié‘z2 =
1 2

X, 0z, ox, 0z,

:2(x1 _x2)5x1 +2(y1 _J’2)@’1 +2(Zl _22)521 _2(x1 _x2)5x2 _2()’1 _yz)éj’z _2(21 _22)522 =
=27 -7, 07 =27 - 1,)- &% =2(7 -5 )- (67 - &)

Sity reakcji  Fy i =—~Fp,

Praca sit reakcji na przesunigciach wirtualnyc

2
S Ey -6 = Py &+ Fpy -, = ‘QFRQ (7 - 7,)- (& - &, )= 0
=1

7”1_’"2‘



Zaktadamy iz suma prac sit reakcyjnych na dowolnych przesunieciach
wirtualnych zgodnych z wiezami znika, gdy nie wystepujg sity tarcia lub
sity tarcia wigczamy do sit zewnetrznych

3n noo_
S X, 8¢, =Y Fy o =0 *)
j=l1 i=1

Zalozenie (*) zapewnia iZ
3n

Z( X + Xy — )§x— (Xj—mj)'éj)%cj

j=I1
r 7 — J& X .:1, ...,3I’l
a zatem z rownan ruchu j T A gy J

wynikaiz ~M;X; =X+ Xz = (Xj + Xy —mjjéj):()

3n 3n
— Z(Xj + Xy _mj’.éj)&j =0= Z(X,- —mX; px; =0
=1 =1

Suma prac sit straconych na dowolnych przesunigciach wirtualnych
zgodnych z wiezami znika



Zasada d’Alemberta dla uktadu n punktéw materialnych
nieswobodnych o wiezach holonomicznych dwustronnych (b
wazne) 3n

sformutowana w przestrzeni JZ‘ (Xf — A ) a; =0
konfiguracyjne; \ filet)=0, k=12,...p
gdzie
sformulowana w przestrzeni - af
3-DIM w ukladzie k _ _
kartezjaﬁskim 2187 ] - O) k - 1,2) ce ey p
\ J=L R

i(ﬁ—mF)é‘f - ((F mx)ﬁx +(F mij}l.)@/i+(F _mi'Z'i)é‘Zi) 0

|74

l

ngdfk L OF, = Z(éfké +afk@/ +afk ij, k=12,....,p

—

F; F E F_k -wypadkowa sifa dziatajaca na i-ty punkt materialny bez uwzglednienia sit reakcji
innych niz sita tarcia czyli takich ktérych praca na przesunieciach wirtualnych znika



Wyznaczenie przyspieszenia klockéw pokazanych na rysunku potgczonych nierozciggliwg

nicig przy pomocy zasady d’Alemberta

Rownanie wiezow
f(zl,z2,z3): zZ +2(z2 —d)+z3 +37R-1=0

[-dtugos¢ nici, R-promienie niewazkich bloczkow
Ruch wszystkich klockow zachodzi wzdtuz osi Oz
czyli efektywnie w przestrzeni jednowymiarowej

Z zasady d’Alemberta

n=3

i=1

z

T

\

R

Z

¥

,mlu v 4
m2 v

Z(ﬁ; _ml’j';)év’:'; =0= (mlg —mZ, )&1 + (ng —m,z, )&2 + (m3g —m,Z, )&3 =0

d

W réwnaniu (1) nie uwzgledniono sit naciggu nici, ktore sg sitami reakcji

wiezOw 1 ktdrych calkowita praca na przesunigciach wirtualnych znika
Przesuniecia wirtualne klockow oF =k =123
ruchu klockow do kierunku pionowego majg niezerowe tylko sktadowe z-owe i

muszg spelniac ponizsze rOwnanie wynikajace z warunku wigzow
ngd,.f 5 =0= af& s &, +§f Gy = 0%, + 20, + %y = 0=> 0, = —&%, — 2%,
Z

Uwzglednienie powyzszego warunku w rownaniu (1) prowadzi do relacji

(mlg — Mz, — Mg +m,Z, )521 T (ng —myZ, —2myg +2m,Z, )522 =0

(1)

zwigzku z ograniczeniem

Przy tym roéwnanie wiezOw nie naktada zadnych dalszych ograniczen na oz, oraz oz,



Gdy oz =0=
(mlg —mZ, = myg +myz, )521 T (ng —myZ, —2m,g +2m,Z, )522 =0=
= (m,g —m,z, —2m,g +2m,%, )%, = 0= m,g —m,%, —2m,g + 2m,%, = 0

!

0z, dowolne
Gdy 0oz, =0=
(mlg — Mz, —myg +m,Z, )521 T (ng —m,Z, —2m,g +2m,Z, )522 =0=
— (mlg — Mz, — Mg +m,Z, )521 =0=mg-mz —mg+mz; =0

f

0z; dowolne
Otrzymali$my uktad dwoch rownan ~ M,8 —Mm,z, —2myg +2myz, =0
mg —mz —myg +myzy; =0
ktore rozwigzujemy przy wynikajacym z rOwnania wiezow
2,42z, +2,+37R-2d -1 =0=z, =1+2d -37R -2z, — z,
warunku powstatym w wyniku zrézniczkowania powyzszego rownania dwukrotnie

poczasiec ¥ _ _Ny _



Otrzymany uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci
myZ, =2myZ; = m,g — 2m,g

Mz, —myzy =mg—ns;g
Uwzglegdnienie warunku  z, =-2Z, —Z,  prowadzi do uktadu dwoch rownaf
z dwoma niewiadomymi  Z,Z,

2m,z, + (m2 +4m, )22 = (m2 —2m, )g

(ml Ty )21 +2m,z, = (ml — M )g
W wyniku jego rozwigzania otrzymujemy

(m2 —2m, )g m, +4m,

7 = (m, —m,)g 2my | —mmy +3mymy — 4mm, . m,m, —3m,m, + 4m,m, g
2m, m, +4m, —m,m, —m,m, —4m,;m, m,m, + m,m, +4m,m,
(m1 + m3) 2m,
2m, (m2 —2m, )g
5 = (ml + m3) (ml — )g _ Tmym, —mym, + 4m,m, _ mm, +m,m, —4mym,
2m, m, +4m, —m,m, —m,m, —4m,m, m,m, +m,m, + 4m,m,

(m1 + m3) 2m,
—3mm, + m,m; +4mm,

Ponadto Z,=—-22Z,—z =
m,m, +m,m, +4m,m,



Rownania Lagrange’a | rodzaju dla uktadu n punktéw materialnych

(dowaod istotny

Z zasady d’'Alemberta

j=1

Niezaleznos¢ funkcj
f, k=1,2,....p,
definiujgcych wiezy,
gwarantuje

istnienie niezerowego

podwyznacznika

rzedu p macierzy p x 3n

CA
Ox, Ox,,
P
Ox, OX,,

Z[X +Zz\—j—m X,

(X mxbx =0

I

x]:O

mnozniki Lagrange’a

Wdwczas p sposrod 3n
sktadowych ox; mozna
wyznaczyC z rownan

3n
Zafk&c =0,
o Ox;

k=12,...,p

—5x—0 k=12,....p

Np. jesli
ao
Ox, ox,
L e
S I
Oox, ox,

to sktadowe

ox.,, j=L2,....,p

J 2
mozna wyrazi¢ przez

ox;,,j=p+1,p+2,....3n



Uwazamy 5xj,j =1,2,...,p zaznaneidobieramy A k=12,....p
tak, aby zachodzito

o, . .
X. +Z/1 mjxj:O, j=12,...,p

X
Wowczas z zasady d’Alemberta wynika

3n 6](‘
k _
Z X +Z/1 ——mx v, =0
Jj=p+l
5xj,j:p+1,p+2,...,3n sg dowolne 5 o
;o gdy  j=i
W szczegolnosci mozna je dobrac jako ox; = 0 gdy j#i kolejno
dla i=p+1,p+2,....,3n co prowadzi do ograniczenia powyzszej suniy do jednego wyrazu

Stad uwzgledniajgc dowolnos¢ §,, wynika iz dla kazdego j zachodzi

¥ = X pﬂafk =12 m#:ﬁ’+i,1 rad f,, i=12 n
mjxj_ j+z kga J=1 9---7377 i'i i - & iJ k> 5 Ligenns

k=1
= j o -
fk(xl’x27"'7x3n7t):07 k:1927-.-9p - fk(rl’rz"“’rn’t):o7 k:1729"'7p

Rownanla Lagrange’a | rodzaju dla ukfadu n punktéw materlalnych w ktérych

e
Xy = kz;/l O okreslajg sktadowe sit reakcji ( FRl Zlkgmdfk site reakcji dziatajaca na
J

i-ty punkt materialny) maja posta¢ rownan ruchu Newtona z uwzglednieniem sit reakcji



Zasada Lagrange’a (zasada prac wirtualnych)

W potozeniu rownowagi ( w ktérym ciala umieszczone bez predkosci
poczatkowej spoczywajg) catkowita praca wykonana przez wszystkie sily na
przesunieciach wirtualnych zgodnych z wiezami wynosi zero

w przestrzeni konfiguracyjnej w przestrzeni 3-DIM
3n
xj:O,xj:O:Z;Xj(x,x:O)éxj:O 2=0:>Zﬁi’5fi=0
J= i=1
filx,t)=0, k=12,...,p o F R FL1) =0, k=12,...,p
3n a n
gdzie ZL&J:O, k=12,...,p Y grad.f, & =0, k=12,...p
= ij i=1

ﬁ - F ; + F ] + F ]; -wypadkowa sila dzialajgca na i-ty punkt materialny

! = v iz ( bez uwzglednienia sit reakcji innych niz sita tarcia)
Spelnienie dla dowolnego 120 warunku % =0, j=12,...,.3n zapewnia to 1z wtedy
gdy ,(t=0)=0 to i,(t>0)=0
Zerowanie si¢ catkowitej pracy sit na przesunig¢ciach wirtualnych jest warunkiem
dostatecznym na to by potozenie uktadu spetniajace ten warunek byto potozeniem
rownowagi wtedy gdy rOwnania wi¢zOw oraz sity dzialajace nie zalezg od czasu.



W potozeniu rownowagi rOwnania Lagrange’a I rodzaju przyjmujg postac

P 5]( .
0=X,+> A= j=12,..3n
k=1

6xj

filxxp0x,,)=0, k=12,...,p

W przypadku sil potencjalnych

OV (X s X;,)

X, = j=1,.....,3n l,.....n

—grad,V i

e
I

fk('xl’x29“‘9x3n)209 k=12,....,p

Warunek na ekstremum lub wartos$¢ siodtowa funkcji opisujace;
potencjat ¥ przy warunkach ubocznych f,(x,x,,...,x,,)=0, k=12,...,p



Dodatki



. . . . ., . 2 2, _
Dodatek do samodzielnej analizy. Rozwiazanie rownania 21T ® Z= 0

Rozwigzan powyzszego roOwnania rozniczkowego liniowego o statych
wspotczynnikach jednorodnego poszukujemy w postaci  z(¢) = C exp(At)

Po wstawieniu tej postaci do rGwnania rozniczkowego otrzymujemy roéwnanie
charakterystyczne : C2* exp(At)+ @’Cexp(it)=0= 1’ +*> =0

Jego pierwiastki sg rowne 4 =iw oraz 4, =-iw

Poniewaz A, # 4, to ogdlne rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci
z(t) = C, exp(At)+ C, exp(A,t) = C, expliat )+ C, exp(—iot) =
=(C, +C, )cos(at)+i(C, - C, )sin(wt)

Wykorzystano relacje (a-liczba rzeczywista)
explia) = cos(a)+isin(a) exp(—ia)=cos(a)-isin(e)

Poniewaz x moze przyjmowac tylko wielkosci rzeczywiste to

z(t) = Acos(wt )+ Bsin(wt)
gdzie 4=C +C, B=ilC,-C,) stale rzeczywiste



Przyktad do samodzielnej analizy: Wyznaczenie ruchu ciata (punktu materialnego) 0 masie

m po prostej lezacej na przecu;cm plaszczyzn o rownaniach x+y+z=0 i x+2y+5z=0
pod wplywem sily ciezkosci F = —mgk -rozwazania oparte na zasadzie d’Alemberta

Roéwnania wigzow:

LH(xy,2)=x+y+z=0  f,(x,y,2)=x+2y+52=0
Zasada d’Alemberta :

(ﬁ—m?)& =0=(F, —m)'c')5x+(Fy —mj})5y+(FZ —mz)%E=0=
— (— mjé)5x+ (— mj})éj/+ (— mg —mé)&z =0 (1)

Warunki na przesuniecie wirtualne oF = (5)6, oy, 5x) wynikajace z istnienia wiezOw

grad ]‘1-5F=0:>%é}c+aﬁ@/+?5Z:O:>§x+@/+5Z:O:>§x=—@/—5Z 2)
X Z

y
grad f2-517=0:>%5x+8f2éj/+8f2§z=0:>5x+2@/+5§z=0 (3)
ox oy 0z
Po uwzglednieniu réwnania (2) w roGwnaniu (3) mamy
S 428 +5%=0= - —E+20+5%=0=+45% =0= 6 =—4& 4)

za$ zrownania (2) wynikaiz ox=-0y—-dz=40z—dz =30

Po uwzglednieniu powyzszych warunkéw w réwnaniu (1) otrzymujemy

(= mi ) + (= mp )y + (- mg — mz)% = 0 = (= 3m¥ + 4mp —mg — mz )% = 0



(— 3mx +4my —mg —m'z')ﬁz =0

Ze wzgledu na brak dalszych wynikajacych z wiezéw ograniczen na mozliwe wartoéci Oz
rownanie to musi by¢ spetnione dla dowolnego

(—3mjé+4mj}—mg—m2)5z:0:>—3m)'é+4mj}—mg—m'z'=0

oz dowolne
Otrzymalismy rownanie ruchu, ktore trzeba rozwigzac¢ uwzgledniajgc rownania wiezéw
x+y+z=0 x+2y+5z=0
Roézniczkujae powyzsze rOwnania dwukrotnie po czasie otrzymujemy rOwnania

¥+ y+2=0=>%=-y—% X+2y+5z2=0=>Xx=-2y-5Z

Wynikaznichiz — p—Z=-2y—-5Z = y=—4Z, X=—-y—Z=3Z
Uwzgledniajac je w rownaniu ruchu otrzymujemy iz —26mz —mg =0= Z = _&

|
A zat z=———ot "+ At+ B
zatem 52g

gdzie A, B —state zalezne od warunkow poczatkowych ruchu



L
z=——gt "+ At+B
52g
Przyjmujac iz 2(t =0) =z, 2(t =0)=2, otrzymujemy iz 4= Z,,B =2

2 .
Z=——2gl " +z,l+z
57 0 0

y=-4z =;i2gt2 —4z, -4z,

3 .
x=3z=—5—2gt2 +3z,t+3z,



Przyklad do samodzielnej analizy: Wyznaczenie ruchu ciala o masie m po prostej
lezacej na przecie¢ciu plaszczyzn o rownaniach x+y+z=0i x+2y+5z2=0 pod
wplywem sily ciezkoSci F. = —mgk -rozwazania oparte na réwnaniach
Lagrange’a I rodzaju

Sktadowe wypadkowej sity (bez uwzglednienia sity reakcji) : 4 x = F y = 0
Réwnania wigzow . =-mg

Sy, z)=x+y+z=0 fL(x,y,z2)=x+2y+5z=0

Roéwnania Lagrange’a I rodzaju

_’:F‘_|_ﬁR :]3+/1]-gradf1 +/12-gmdfz
gdzie Fp=A -gradf, + A, - gradf, _gja reakcji

Po rozpisaniu na sktadowe w uktadzie kartezjanskim

mx = FnLﬂqaf1 af2:>mx A +A,
my = F+212§ Zﬁ:my A +24,

F—I—ﬂqaf1 %:mz——mg—l—ﬂq—l—S/lz



Eliminujgc z otrzymanych rownan nieoznaczone mnozniki Lagrange’a 4.4,

otrzymujemy roOwnanie identyczne z tym otrzymanym przy pomocy zasady
d’Alemberta

mi=A+, = A =mi—A =1, =—mx+my

my=A +24 =>my=-A4 +2mi = A =2mx—my

mz =—mg+ A, +54, =>mz =—-mg —3mx +4my

ktore trzeba rozwigzac przy uwzglednieniu rownan wigzow

(6, y,2)=x+y+z=0 S[o(x,»,2)=x+2y+5z=0

W sposob przedstawiony poprzednio przy wykorzystaniu zasady d’ Alemberta



fl(x,y,Z)=x+y—|—z:O f2(x9yaz):x+2y+5220
Wyznaczenie sily reakcji ~ F, = A - gradf, + A, - grady,

Fo=Fi+F,j+F.k gdzie F, :4%%2%—4%2
X

ox

0 %)
FRy:ﬂ’li—FﬂQ&L;:ﬂ’l—'_zﬁQ FRZ:&%—I_AZ%:&—I_SZZ
z

oy Oz
. y 3 5 . . 3
Wczesniej pokazano iz X=———gt +3Zyt+3z, >X=-—¢
52 26
-4 =4zt -4z, = ot Z——i 1’ +zt+z :Z——i
Y 52g 0 o=V 26g 52g 0 0 26g
A zatem
A =2mi —my 1Omg A X +my !
=2mX—my =—— =—mX+my =—m
26 : Y726 "¢

3 4 2
Fpe =4+ 4 =T5M8 By, = A +24, =2—6mg F, =4 +54, =2—2mg



Przyklad dodatkowy Ciato o masie m moze poruszac si¢ bez tarcia po powierzchni klina
o kacie nachylenia do poziomu &

Z kolei sam klin, ktérego masa jest rowna M,
moze porusza¢ si¢ bez tarcia po powierzchni
poziomej. Znalez¢:

a) rownania Lagrange'a I rodzaju opisujace ruch
uktadu

b) przyspieszenia z jakimi poruszaé¢ si¢ moze
ciato o masie m oraz klin \( X ‘ Xt X
¢) sily reakcji dzialajace na klin i ciato P

v

M

X d
Poniewaz klin o masie M porusza si¢ wytgcznie ruchem postepowym to do
okreslenia jego potozenia mozna wykorzysta¢ potozenie dowolnego jego punktu np.
punktu P lezacego w jego lewym narozu, ktorego wektor wodzacy ma postac
Ty = [xklrykl
Wektor wodzacy ciata o masie m traktowanego jak punkt materialny ma postac
’7:: = [xc b yc]
Rownania wigzoéw
Si=yu=0
fo=Y.—yu—(x,+d —xc)tg(a)z 0

gdyz Ve = Vu = (xkz +d—xc)tg(a)



fi=Yu=0 f2:yc_ykl_(xkl+d_xc)tg(a)zo

Rownania Lagrange’a I rodzaju

—

p=2
+ F, g+ Z A.grad. f, (n=2, i=1,2)
k=1

ﬁm

M;;d = ﬁkl T ﬁsz = Mg+ Agrad, f, + A,grad, f, (=1, klinm=M)

m?c = ﬁc + ﬁ’Rc =mg + A grad f, + A, grad. f, (i=2, ciato m,=m)

Po rozpisaniu na sktadowe

M3y, = Fy + Fry, =0+ 4 % +4, 7, :_lztg(a)
ox,, OXy \
: 0 0 . mx
Afykzszzy"'Fszy:_Mg"‘ﬂq fl +4, f2 =-Mg+ 14, -4, = £

X, = —
Vi 8y ki & M

mx, =F _+F,_ = O—i—ﬂ1 8f1 + 4, gfz Litg(a)
X

C

my,=F, —|rFRcy——mg+ﬂ1 fl 2%=—mg+/12

c c



My, =-Mg+A -4, = /’l’l :Wkl +Mg+/12

my,=-mg+A, = A, =my, +mg

ms, = Aot () %, =y, + g kg(a)
Z roOwnan wi¢zow
Ve =Y —(Xy +d—xc)tg(a):0:> Vo= Vu— Xy _Xc)tg(a): 0
VYVu = 0= j}kz =0 — ¥, = (X, —Xc)tg(a): —)'C.c(%-l—ljtg(a)
mx,

M

Xy =

= eela) = g ()

/m . mg sin(a )cos(a)
: Xg =~ Xe =7 )
M +msin*(a) M M + msin (0()

i Mg sin(a)cos(a)




. L (m+M _ (m+M)gsin*(a) .
Ve = xc( Y, jtg(a)\ M+msin2(a) ykl_o
i :Mgsin(a)cos(a)

‘M +msin*(a)

A, = m(j}c N g) —— (m+M)g sinz(a)f—]llg +mg sinz(a) _ mMg 00.822(05)
M + msin (a) M + msin (a)

mMg cosz(a)

M + msinz(a)

A =My, + Mg+ A, = Mg+

Sity reakcji

— mMg sin(a)cos(a)
M +msin®(a)

Frue =—A,18 (0( ) =

F, = ﬂztg(a): mMg cos(a)sin(a) Fo = = mMg cosz(a)

M +msin’(e)




Przyktad dodatkowy. Znalez¢ przy pomocy zasady Lagrange’a potozenie
rOwnowagi tancucha ztozonego z n pretow o dtugosciach 2a 1 masach m kazdy,
potaczonych przegubowo, ktorego jeden koniec jest zawieszony, a na drugi dziata

poziomo sita F. Lancuch jest umieszczony w polu grawitacyjnym ziemskim.
x

e
-

Sktadowe wektora wodzacego srodka
masy i—tego preta

X; —asm ZZasm( )

a
— zZ.=a cos Z 2a cos( )
My ( ?Sg.__-,.z._a}

Oy, —

_ F Skiadowe wektora wodzacego konca

R tancucha
v Mg L u

Xy = ZZa sin(ai) Zp = ZZa cos(al.)
i=1 i=1

Powyzsze rownania przedstawiaja w postaci uwiktanej rdwnania wiezo6w natozonych na
sktadowe wektorow wodzacych okreslajacych potozenie srodkdéw mas kolejnych pretow
tancucha i jego konca (poprzez uzaleznienie potozenia §rodka masy i-tego preta (1=2,3,....,n) 1
konca n-tego preta z katami jakie prety /,...,i tworzg z osig OZ).



Z zasady Lagrange’a wynika 1z musi by¢ spelnione roOwnanie
ZE-5771+13-5FB=O:>Zml.g52i+F5xB=O (*)

Ostatni wyraz wynika z faktu 1z elementy tancucha nie sg punktami materialnymi 1 sita
pozioma F jest przytozona do konca ostatniego elementu tancucha a nie do srodka

jego masy. Przy zapisie pozostatych wyrazéw przyjeto iz mozna przyjac iz site
ciezko$ci dziatajacg na i-ty pret przyktadamy do $rodka masy i okresla ja wzOrF, = m, gk
Na skutek istnienia wiezOw przesuniecia wirtualneoz;,ox, nie sa dowolne

Wiezy nie wprowadzaja ograniczen na przesunigcia wirtualne 0@;  zwiazane ze
zmianami katéw & jakie poszczegdlne ogniwa tancucha tworza z osia OZ, gdyz

katy te moga by¢ dowolne.

Mozna uzalezni¢ przesuni¢cia wirtualne x,,05 od przesunig¢ wirtualnych o¢,

Z 2asin(a, )= &, Z ar oa, —Z 2acos(a, P,

l

zZ, = acos ZZa cos( j):> oz, =—a sm(ai o, —Z2a sin(aj )5aj

Uwzglednienie powyzszych relacji w rownaniu (*) prow_adzi do rownania

ng —asin(a, )de, i2asin(aj)5aj +Fi2acos(ai)5ai =0
j=1 i=1



Zn: m.g|—a sin(al. )5051. - ZiZ_l: a sin(aj )5aj + an: 2a cos(al. )50@ =0
i=1 j=l1 i=1

Mozna je uwzgledniajgc fakt 1z m=m (i=1, ....,n) przepisa¢ w postaci

Z |- mga(2n—2i+1) sin(ar, )+ F2a cos(a, e, =0
Zl:élowolnoéci przesunieé wirtualnych 9, wynika iz musza by¢
spelnione rownania
—mga(2n—2i +1) sin(al.)+ F2a cos(al.)z 0 (i=1,....n) (*)
skad wynika wzor pozwalajacy okresli¢ katy jakie kazde z ogniw
tancucha tworzy z osig OZ 2F

g (ai ) = :
mg(2n —2i+ 1)

Znalezienie wspotrzednych w ilosci rownej liczbie stopni swobody uktadu, dla ktorych

wigzy nie wprowadzajg ograniczenia na wartosci przyjmowane przez te wspotrzedne
jest krokiem prowadzacym do sformutowania rownan ruchu w postaci rownan
Lagrange’a Il rodzaju, z ktorych wynika m.in. w omawianym szczegdlnym przyktadzie
(gdy szukajac potozenia rownowagi zaktadamy iz prety spoczywaja czyli dla
dowolnego i mamy &; =0,&;, =0 ) uklad réwnan (*)



