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Korzysci wynikajgce ze sformutowania rownan ruchu przy wykorzystaniu
rownan Lagrange’a Il rodzaju

Ly

2)

Réwnania Lagrange’a II rodzaju stwarzaja mozliwos¢ tatwego sformulowania
roOwnan ruchu dla pojedynczego punktu materialnego 1 uktadu punktow
materialnych przy wykorzystaniu do opisu potozenia punktow materialnych tzw.
wspotrzednych uogodlnionych, ktore mozna wybra¢ na wiele sposobow. Umiejetny
ich dobor niekiedy decyduje o mozliwosci tatwego rozwigzania rownan ruchu.
Gdy mozna za te wspotrzedne przyja¢ wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym do
sformulowania rownan ruchu nie jest konieczna znajomo$¢ rozkladu wektora
przyspieszenia  na skladowe w uktadzie krzywoliniowym. Najtatwiej jest
sformutowa¢ rownania ruchu w przypadku gdy wszystkie dzialajace sity sg potencjalne.

W przypadku analizy punktu materialnego lub uktadu takich punktéw na ruch
ktorych natozone s3 wiezy rownania ruchu wynikajace z rownan Lagrange’a 11
rodzaju rozwigzuje si¢ bez koniecznosci uwzglednienia warunkow wynikajacych z
roOwnan wiezoOw. Ponadto nie zawierajg one sit reakcji.



Wstep-wybor wspotrzednych uogéinionych

Rozwazamy ogolny przypadek uktadu ztozonego z n punktéw materialnych, na

ktory natozono p wiezéw holonomicznych dwustronnych. W przypadku ruchu
punktow w przestrzeni trojwymiarowej uktad jest reprezentowany w 3n
przestrzeni konfiguracyjnej przez punkt obraz, ktorego potozenie dane jest
wektorem 3n-wymiarowym X =(X,X,,...,X;, a rOwnania wi¢zOw mozna
zapisa¢ w postaci rOwnan  f, (x,£)=0 gdzie k=1,......p

Wspéirzedne uogodlnione - zmienne niezalezne takie ze kazdemu zespotowi ich
wartosci odpowiada jednoznacznie pewne potozenie uktadu zgodne z wiezami. llosc

wspotrzednych uogdlnionych jest rowna ilosci stopni swobody f (dla ruchu n punktéw
w przestrzeni 3DIM na ktory natozono p wiezéw f=3n-p)

. B . Wspotrzedne kartezjanskie sg
o _xf(q“%"”’qf’t)_xf(q’t)’ J=12,...3n jednoznacznymi funkcjami
q= (%»%»---»qf ), f=3n-p wspotrzednych uogdlnionych
Po wstawieniu relacji wigzgcych
wspotrzedne kartezjanskie z uogolnionymi
do réwnan wiezdéw, rownania te muszg

of, k=12,...,p stac sie tozsamosciami czyli by¢
Ji (x(q, t), f) =0= a—k =0 J=12 f spetnione dla dowolnych wartosci
gl ST wspotrzednych uogoélnionych. Réwnania

wiezOw nie ograniczajg wartosci
przyjmowanych przez te wspotrzedne



Przyktad -czastka o masie m poruszajaca si¢ po powierzchni kuli o srodku w
poczatku uktadu wspotrzednych 1 promieniu R

Rownanie wigzow we wspotrzednych kartezjanskich
f=x’+y"+z"-R> =0

Ruch po powierzchni =liczba stopni swobody /=2 k [

Za wspotrzedne uogdlnione mozna przyjac 2 z 3

wspotrzednych w sferycznym uktadzie

wspotrzednych a mianowicie kat biegunowy 0 1

azymutalny ¢. Zwigzek wspotrzednych w uktadzie
kartezjanskim ze wspotrzednymi uogolnionymi

\ml

X=Rsmélcos@ 0<O<r

0<p<2rx

y =Rsinfsing@

z=Rcos0 . o _
Mozna tatwo pokazac iz rOwnanie wigzOw jest spetnione tozsamosciowo dla

dowolnych wartosci wspotrzednych uogolnionych z zakresu ich zmiennosci 1
wspolrzedne te jednoznacznie okreslajg potozenie punktu na powierzchni kuli

f=x"+y"+z" =R =R’sin’ Ocos @+ R’sin’ Osin” o+ R’ cos’ O—R° =
R’ sin’ 6?((:032 @+sin’ ¢)+R2 cos’ 0—R’ :Rz(sin2 0+cos’ 9)—R2 =R’-R°=0



Przyktad —uktad ztozony z 2 cial (punktow materialnych) poruszajacych sie¢ w
przestrzeni troyjwymiarowej na ruch ktorych nie natozono zadnych wiezow

Liczba stopni swobody f=n*3-p=2*3-0=6
Za wspotrzgdne uogolnione mozna przyjac sktadowe wektoréw wodzacych 7,7,
obu ciat w dowolnym inercjalnym uktadzie wspotrzednych czyli np. wielkosci

—_
—

xlaylazlaxzayzazz gdzie " =Xl +y1] +Zlk9 ry = X,1 +y2] +Z2k

ale takze sktadowe >V Zmo Xy Vs 2y

m1; + myr- - - -
1"1 12 . :
=x,i+y,j+z,k

—3|

R= =x,1 +y,J+z,k, ¥ =r—

wektorow
m, +m,

R -wektor okres$lajacy potozenie Srodka masy

. - _ P m, - -~ _ B m - .
Poniewaz n=~R- ¥ n=R+ " to zachodzi np.
m, +m, m, +m,
_ n, _ m
X, =Xy —————X,, X, =Xy, +———X,
m, +m, m, +m,

Wybor wspotrzednych uogolnionych zaréwno dla uktadu punktéw materialnych jak 1
pojedynczego punktu mozna dokonac na wiele sposobow . Dla pojedynczego punktu materialnego
na ktory nie nalozono wiezow wspotrzednymi uogdlnionymi mogg by¢ wszystkie wspotrzedne w
dowolnym krzywoliniowym lub kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.



Liczba stopni swobody i wybor wspotrzednych uogolnionych dla bryty sztywnej

Brylta sztywna jest ztozona z nieprzeliczalnej liczby punktow materialnych pozostajacych w
statej odlegtosci od siebie.

Liczba wspotrzednych uogolnionych rowna liczbie stopni swobody dla uktadu ztozonego
z n bryt sztywnych: f=6n-p gdzie n-liczba bryt, p-liczba wigzéw holonomicznych
zewngetrznych ograniczajacych ruch bryl sztywnych

Dla pojedynczej bryty swobodnej na ruch ktorej nie narzucono wigzow zewngetrznych =6
(potozenie pojedynczej bryty okresla potozenie 3 jej punktdw pozostajacych w statej
odlegtosci od siebie nie lezacych na linii prostej).

Wspotrzedne uogolnione: 3 wspotrzedne okreslajace potozenie srodka masy oraz 3 katy
Eulera okreslajace orientacje 3 prostopadtych osi sztywno zwigzanych z brylg wzgledem
osi nieruchomego uktadu wspoétrzednych .

Gdy jeden z punktow bryty jest nieruchomy (3 wigzy) to liczba wspotrzednych maleje do 3
1 jako wspotrzedne uogolnione nie wybieramy wspotrzednych okreslajgcych potozenie
srodka masy .

Gdy bryta obraca si¢ wokot nieruchome;j osi ( dodatkowe 2 wigzy) to liczba wspotrzednych
uogolnionych maleje do 1 1 za jedyng wspotrzedng uogdlniong mozna wybra¢ wspotrzedng
wprowadzong do opisu ruchu po okregu punktu bryty nie lezgcego na osi obrotu



Wyprowadzenie uzytecznych relacji

Ox .

X; :xj(ql, ..... ,qf,t) X, (q,l)—>x _27% +6_t]_)
' k
Ox, 52 . 82xj i
bq, Qk—l_ xj:xj qaqat
8% k=1 (36]1(9% ﬁqﬁt o .
5 P G =G q,)
d ij / szj . @2xj X _ X
1A T + — PP
dt (&1, j kz_:‘ 0q,0q, T otog, 4, 04,
i o’x, az
gy + \8)@ 3 d ﬁxj
e 8%& oq, df(@@z]

g, = % -predko$¢ uogdlniona zwiazana ze wspotrzedng uogdlniong ¢,
t



Wyprowadzenie rownan Lagrange’a Il rodzaju z zasady d’Alemberta
(znajomos¢ wymagana)

Po wstawieniu relacji wigzacych wspotrzedne
k=120 atesiafiskic 2 uoadlmionem do rémmat
zjanskie z uogolnionymi do rownan
[=12,..., f wigzOw, rOwnania te stajg tozsamosciami 1
nie zaleza od tych wspotrzednych
p-liczba wigzéw, f-liczba stopni swobody

sc =0  zasady d’Alemberta wynika iz

Uogdlnione przesuniecia wirtualne
_ S 3n of, axj zgodne z wiezami sg dowolne (zwigzek
—5— 1= Z 28—6—6% — po lewej stronie jest spetniony
el =1 =t O tozsamosciowo, tzn. warunek na
zgodnosc¢ przesuniec z wiezami nie
dowolne ogranicza dowolnosci 4q)).




Z innego rownania zasady d’ Alemberta wynika 1z
3n

0= Z(X —m X, ) Z_;(Xj—mjxj);“g&b:
/= ) - Sita dziatajaca na i-te ciato:
X

S .
E EX—— mx—’ F=X, ,i+X, j+X.k

J J77 / i 3i-2 3i-1 3i
11(,1 oq, ‘I aq,

3n 8xj 8)6] _ d axj 6xj _ 8xj
Sity uogélnione | O, E;Xja—c], bq, di\og, ) 94 o4,
3 ox, o d ox . 3n d [ Ox, / om X5 m;X;energia
JZ:; 7 aq, j_l[dt[ J JaquJ JZ:; J Jdt[@qu j:1/ 2 kinetyczna
NS S S S m; o) ol 0%, :'/d (aT]_ﬁT
dit\“Z 7" 70q, ) = T70q dt\“Z 2 0q ) ‘52 oq dt\dq, ) 0q,
XZ(XI, 9xj"”"x3n) q:(QIﬂ """" Jq]‘) T ZT(q,q,t):T(X(q,q,t))
X=(Xp s X s X3) G =(Gpenennns .4 )
L d oT oT d(or
NS T o L AT
=1 toq, %/ di\ag ) og
dowolne

Roéwnania Lagrange’a Il rodzaju-postaé¢ ogdlina

X, —sktadowe 2n wymiarowego wektora sity




Przyktad: Sity uogélnione i rownania Lagrange’a II rodzaju dla uktadu ztozonego z 2 ciat (punktow
materialnych) poruszajacych si¢ w przestrzeni trojwymiarowej na ruch ktorych nie natlozono zadnych
wiezOw przy wyborze jako wspotrzednych uogolnionych sktadowych wektorow g 1 7

Na ciata dziataja sity wypadkowe F=Fi+F,j+Fk, F,=Fi+F, j+Fk
Wektor srodka masy i1 wektor okreslajacy potozenie ciata 2 wzgledem pierwszego

mn +mr, Kl = -

R= =X, +y,J+z,k, 77":77'2—}7'12)6#1?+yﬂ_’+2ﬂk
m, +m, — m - m
przy czym K =Xxi +y,J +z,k, Ky =X, +y, ]+ 2,k =R~ o =R+ o
m, +m, m, +m,
Wybierajac za wspolrzgdne uogolnione wielkosei  x,,v,,,2,,,x,,v,,z, 1uwzgledniajac relacje
m, m,
X, =X, — X, X, =X, + X,
m, +m, m, +m,
n, m
yl - yM - y,u yZ - y + 7,
m, +m, m, +m,
n, m,
Z,=Zy — zZ, Z, =2, + z,
m, +m, m, +m,
widzimy jaka posta¢ majg sity uogdlnione np.
ox 0 0z Ox 0 0z
) Lip Dy By p g Sh g P p 4R
M y z X y z a x x
Xm Xm Xm Xm Xm Xm
J Ox 0 Oz Ox 0 0z, m m
Qx :ZX] lx : +Ey yl +EZ_I+F2x_2+F2y y2+F22 - 2 Ex+ 1 F2x
= 6x ox,, ox,, ox,, ox,, ox,, Gx# m, +m, m, +m,



2

Okres$lenie energii kinetycznej 7 = %Z m, (77; )2 uktadzie inercjalnym O jako funkcji sktadowych *u>VarsZm>X, V002,

— L i=1 e e e e
wektorow R i 7 1ich pochodnych po czasie *u>Vur>Zm>Xyu5Y 52,

srodek masy\ s s B

NI
/

—.> _-> _—.>S —.>

W wyktadzie 1 pokazano iz

1 _‘,2
= — dzi - L s
L 2/17” gdzie A m, +m,

czyli



Zapis rownan Lagrange’a |l rodzaju

(m, +m2)(§c2 + 7, +z'§4)+ﬁ(5ci + +Zi)

Poniewaz [ =

" 2
mm,
to zachodzi np. # = +m, -masazredukowana
d(or) or d((m+m,),) . d|or | or _ d(ﬁ‘*ﬂ): y
|~ = = (my +m, )%, dt | o5 a d A
dt\ ox,, ) ox, dt L\ ox, X, 4

Przyktadowe 2 z 6 rownan Lagrange’a Il rodzaju przyjmujga postac
d| oT oT . . , ..
J_ =0, = (m, +m, )%, = F, +F,. jedno z 3 roéwnan opisujacych

di\ %y ) 0%y ruch srodka masy

d| oT oT . jedno z 3 rownan opisujgcych
— -2 =0, s, = — 2 F T F, J pisujacy

dt\ ox, | ox, g m, + m, m, +m, ruch wzgledny

Pozostale 4 analogiczne rOwnania opisujg zmiany w czasie Vir>Zy-V 52,

Z rownan opisujgcych zmiany w czasie Xy, Yu, ZyWynika iz Srodek masy uktadu porusza si¢ jak
punkt materialny o masie rownej masie uktadu na ktéry dziata sita bedgca suma sit

dziatajgcych na wszystkie ciata

Gdy F_;:_F_:Z:Fix:_FZx:lL[xy:FZx xM:O



Przyktad: Sity uogolnione dla swobodnego punktu materialnego przy

wyborze jako wspotrzednych uogolnionych wspotrzednych w uktadzie
krzywoliniowym

Gdy wspotrzednymi uogolnionymi opisujgcymi swobodny punkt matenalny 0 masie

m sg wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym to wowczas ¢, =

L a%
xS p T (Fg)
JZ; 9 q, 8—61, - € L wspotczynnik Lamé
Np. w uktadzie cylindrycznym L = L =1L = P

0, =F¢=F U = plF- )pF =D, Q.=F-¢=F,

Sity ©,.0. s3 rzutami sily wypadkowej na kierunki wyznaczone przez wersory

uktadu cylindrycznego a sita uogdlniona €, reprezentuje z-owa sktadowa

wypadkowego momentu sity. Mozna to sprawdzi¢ takze nastgpujaco

= .X- L
X pCOS((D) 0, Z 8x+F _6y+F oz =F cosp+F sinp=F-é
— 8,0 “op 7 ) ' ’ g
J:

y = psin(p) op " op
2 Ox ox ay 0z ,
z=2z =X —L=F —+F +F—:—F sinpg+F pcosp=—F y+F x=D
0, ]Z; 129 Tagt g, g, = fpsing+ Fpecosp=-Fy+Fx=D,
3 Ox . ¢, =cos(p)i +sin(p);
0.-Yx Y p X p Y pZ _p ;
= 0z 0z z 0z F=Fi+F,j+Fk



Przyktad: Okreslenie energii kinetyczne) 7'we wspotrzednych
cylindrycznych 1 zapis rownan Lagrange’a Il rodzaju
ox . Ox

= PCOSP =>X=—pP+—@ =COS ) — psin . . . .
x=peosp= = prs g coslp)p- psinlply ¢ <% (@d)
. . Oy . Ry .
y:psmg0:>y=a—yp+g(ﬂ=sm((ﬂ),0+,0005((ﬁ)¢
p  Op

Z=z=>zZ=2
o5y g 2) [ £ 08’ (p)-2cos(p)sin(plppi+ p7sin’ gl +
2\ p* sin’(p)+2sin(p)cos()ppp + p* cos’ (p)o” +2°
= %(pz (0032 (@) +sin® (go))+ p’ (sin2 (p)+ cosz(go))(p2 + 22): %(pz + P’ + z’Z)

Do powyzszego wzoru mozna dojs¢ takze wychodzac ze wzoru na energie
kinetyczng wyrazong od razu przez sktadowe predkosci w uktadzie cylindrycznym
VsV, V.
Poniewaz uktad cylindryczny jest uktadem ortogonalnym
( czyli zachodzi ¢,-¢,=¢,-¢.=¢.-e,= )

. . m
to energia kinetyczna - — (vi +v7 4 vzz)
2



Poniewaz sktadowe predkosci w uktadzie cylindrycznym sg rowne
v, =Lp=p V=L@ =p¢ vy, =L,2=7 toenergiaKkinetyczna
M, 2 2\ _M(.) 2.2 | 2 Lo
T :E(v" +v, +vz):5(p +p0°Q" +zZ ):T(p,p,(p,z)
Obliczenia pomocnicze prowadzgce do rownan Lagrange’a Il rodzaju

d(oT) or _d(mp)
di\op) op

~mpg* =m(p— pg*)=ma,
L_—z-towa skladowa momentu pedu
d(or) or dlmp’p) dL

. Z: o o 2..
dt\ o¢ ) 0¢ dt dt 2mpep +mp”p

d (8Tj oT  d(mz)

_ — =mz =ma
dt\ 6z ) 0z  dt ) I a7

—| = _—:Qp — ma, :Fp

Rdéwnania dt\op) op

Lagrange’a Il rodzaju : d(oT\ oT dL
_ — | = — = A D
di\ 6 ) oo o a
- a_T _a—T:szmaZ:FZ
dt\ 0z oz




Rownania Lagrange’a Il rodzaju przy sitach potencjalnych (znajomosé dowodu wymagana)

Niech sity dziatajgce na ukfad punktow materialnych majg potencjat V(x,t)
oV

E:—gradiV i=1,..... N = X, =——, j=L12,....3n
('3xj
n ovox, oV
0=>)X ]—_ Z , 1=12,...,f
=1 oq, 8x a% a%
gdzie V(g.t )=V( (g.t ) t)
d oT OT d oT 0OT _6V:> d 8T_8(T—V):O, =12, f

dt 04, ) aq, = dt 0q, 5‘]1 aq, dt 0q, aq,

W _g_dor-y) or-v)_,

aq, dt  0q, aq,

( d|( oL oL Funkcja Lagrange’a (Lagrangian)

<dt(6q'l] oq,  1=12...f Lq.4.1)=T(g.4.t)-V(g.7)
L=T-V

Posta¢ rownan Lagrange’a nie zalezy od wyboru wspotrzednych uogolnionych.
Roéwnania te sg niezmiennicze wzgledem zamiany tych wspotrzednych (tzw.
przeksztalcen punktowych). Mozna je stosowac takze do opisu ruchu bryt
sztywnych przy wlasciwym wyborze wspotrzednych uogdlnionych



Funkcja i rownania Lagrange’a Il rodzaju we wspotrzednych kartezjanskich

Dla punktu materialnego o masie m, na ruch ktérego nie natozono wigzow mozna np.
przyjac za wspotrzedne uogolnione sktadowe jego wektora wodzacego w uktadzie

kartezjanskim czyli przyjaciz q, =x,q, = y,q; =z

Przy zalozeniu iz sity dziatajace na punkt sg potencjalne

g Vo
ox g oy oz

Mozna okresli¢ funkcje Lagrange’a jako
L(q,q’,t):L(x,y,z,)'c,j/,z',t):T()'c,j/, ) V(x,y,z,t)=— (x +y +z ) V(x,y,z,t)
Réwnania Lagrange’a 11 rodzaju przyjma postac

i(CIB—LJ—a—L:O:>i(m)°c)+a—V=0:>m)'c°—Fx =0=>mx=F,

dt\ ox ) Ox dt ox
d 51.4 _a_L_O:>—(my)+a—V—O:>my F,=0=>my=F,
dt\ oy ) Oy oy

— ——=0=>—m2)+—=0=>mz-F, =0=>mz=F,

d 8L oL d oV
82 0z dt 0z



x = rsin(@)cos(p) i
y = rsin(@)sin(gp)

z = rcos(0) -

23 o — p e, xe =e é X é — é / \\\\

€, Xe,y = eq) 0 0 r @ r 0 X N

F=ré V=¥ =7 +r6 in Oge

: V=r=re, +rbe,+rsinbpe,

e, € e, e, & e,

L=Fxp=mFxV)=mlr. r, r,l=mr 0 0 =Oér—mrzsin«9gbé’9+mr29§¢
V. YV Y, 7 rf rsinfp

a=F—r@* —rsin’ 0p* . +\2/0+r0 —rsin@cosfp* B, + (2 sin G ¢ + 2r cos B0¢p + r sin O e
r 0 ?

Sktadowe gradientu funkcji skalarnej 4

doh 10h 1 oh
= — S Vhl, =
[Vh], o7 [Vh]g =30 [Vh]y

rsinH%



Przyktad: Funkcja 1 rOwnania Lagrange’a II rodzaju we wspotrzednych sferycznych

Dla punktu materialnego o masie m, na ruch ktorego nie natozono wigz6w mozna np.
przyjac za wspotrzedne uogolnione takze wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym
np. sferycznym czyli przyjaé izq, =r,q, =0,q; =@ przy czym

x=y(r,60,p)=r sin(@)oos((p) 2
y=y(r,0,0)=r sin(@)sin(CD)
z=z(r,0)=r cos(@)

Poniewaz jest to uktad ortogonalny
1 sktadowe predkosci w tym uktadzie sg rowne :

T:%(vr2 +v +V;):%('2 1207 + 7 sin’ 09 )= T(r,0,7.0,¢)



Energie kinetyczng mozna tez okreslic w nastepujqgcy sposob

x=rsinfcosp =

X = Ox 7+ ox 6+ X ¢ = sin(8)cos(p )i + r cos(8)cos(¢ )8 — rsin(8)sin(p )
or 00 Op

y=rsin@sin @ =

Y= %Y r+ Y 0+ » ¢ = sin(8)sin(@ )i +  cos(8)sin(p )@ + rsin(8)cos(p)p

or 90 ¢

z=rcostd = Zz%f+%6)=cos(9)f—rsin(«9)9
r

T:%(ic2 + 57 +z’2):%(f2 +120 + 17 sin® 05°)



Przy zatozeniu iz sity sg potencjalne mozna okresli¢ funkcje Lagrange’a jako
L(q.4.0) = L{r,0,0,7,0,¢.t)=T(r,0,7.60,6) -V (x(r.0,0), y(r.0,0),2(r,0),1) =
_ %(ﬂ + 120 + 17 sin” 07 )~V (r,0,0,1) =

Rownania Lagrange’a I1 rodzaju przyjma postac

d (aL)_a_L:():>i(mf)_mézr—msin2(9)¢2r+%—l/=O:> m f—r(éz +Sin2((9)§b2)]=—a—
’ r

ar\oi ) or

= ma, =—|gradV] ={ma, = F

i(@_LJ_@_L =0=> i(mrzé) —mr” sin @ cos B¢ +8_V =0= mr[2f9+ r —rsin000s9¢2]: —rla—V
dt\o6) o6 dt 00 r 06
= rma, = —r|gradV’], =|rma, = rF,

a4 a—L_ N i(mr2 sin2(9)¢)+a—V =0= i(mr2 sin*(0)¢) = —rsin @ ! i
dt\op ) Op dt op dt rsiné o@

djz =rsindF, =D_| D,-z-owa skladowa momentu sity
t

L. =mxy—myx =mr’sin’(8)p - z-owa sktadowa momentu pedu

a=a.e, +ae,+a,e,= (if'—réz —rsin’ G¢° )Er + (2f9+ré—rsin 0 cos O’ )éa + (2 sin &g+ 2r cos 00 + rsin Hgb)@
ov_. 10V . 1 oV.

gradV =|gradV] é +|gradv],é, + [gde]q)EgD = ger +;£€9 + 5in(0) 9 €

= d;;z = —rsin&gradV| , =




Dodatki: Szkic dowodu wzoru D. =rF, siné

—

D=rxF=re ><<Frer + Fye, +F¢e¢):
= 1F,(¢,%&,)+rF, (e, xé,)+ rF,(é.x¢,)=rF,é, —rF ¢,

—

é, =sin(@)cos(p)i +sin(@)sin(¢p); +c (Q)q é, cos(@)co (@) + cos(@)sin(go) j — sin(@)]g

, =—sin(p)i +cos(p)j Kk =

W
~.
~.}
[l
~.}
!
[l
!
~.
[l
=)
\l

Szkic dowodu wzoru L, = mr” sin’(6)p

L=rxmy=mre, x(ve +V,€e, +V,€ )

r

|

—

r
=mrv (6. x& )+ mrv,(é x&,)+mrv (e X e ) mrvye, —mrv, e,

LZ=L-k=mrv9(é’¢ k) mrv(p(ée k) mrve-O—mrvgp-(—sinﬁ)zmrvwsiné’
v, =rsinfp= L. =mr’sin’(0)p



Pedy uogélnione
o e P AR
oq, dt\ 0q, ) 0q, dt 0q, o

Zwigzek miedzy pedem uogolnionym p, zwigzanym ze wspotrzedng q, © :5_%
a skladowymi w uktadzie kartezjanskim wektorow pedu punktéw materialnych p,; =mx;

: o (&1 ., ol oL _
pm’j:ijjZGT.j(ZEkakj: = T ]:1,2,...,37’1

k=1 8)(:] y{x‘]

L(x, )'c,t)
L(qa qat) = L(X(q,t),)‘C(q, qat)at) = T(x) - V(X, t)

8L L/3n GL ax] 3n a

X
= . . = pm-—J, l=1,2,...,f
P oq, = axj oq, I ; ' oq,

ox. Ox

A A

dq, 0q,
(wektor pedu i-tego punktu w uktadzie kartezjanskim:

Pwi =M1 = [mixi’miyi’mizi] = [pm,Si—27pm,3i—1’pm,3i] ) , i=1,...,n



Przykitad. Pedy uogodlnione gdy wspotrzednymi uogélnionymi sa
wspotrzedne w uktadzie cylindrycznym

oL & Ox ;
D E—.:mej—J, [=12,....f

oq, 3 aq,
Gdy wspotrzednymi uogolnionymi opisujgcymi uktad ztozony wytacznie ze
swobodnego punktu materialnego (i=1) o pedzie X=p cos(¢)
B,, = mi* = [mi,mp,mz]=[p,, pors Pos )= P 2, 2. y = psin(p)
sg wspolrzedne w ukladzie cylindrycznym ¢q,=p,q,=@,q;=z z=2z
to

p —ip %—p 8_x+p 8_y+p g—p cos@+p sing=p, -e
Yo = mj ap x8p yap zap X py pm Yol

p —23‘,19 %—p @w a—y+p g——p psing+p pcose=
AT op T Top "Top Cop T g

= py+px=L z-towa skladowa momentu pedu
—  Fx yv T Mz

-

30 ox, Ox Oy Oz ¢, =cos(p)i +sin(p);
pzzzpmja—]:pxa_+pya_+pza_:pz - _ .
j=1 z Z z z Pn=Pi+p,j+pk



Calki pierwsze rownan Lagrange’a |l rodzaju

Catka pedu uogodlnionego zwigzanego ze wspétrzedng uogolniong

d) L) Ok g 9L _o 9L 4 o, —const
dt\oq, ) og. dt g, oq, dt

Jezeli funkcja Lagrange’a nie zalezy od jednej ze wspotrzednych
uogolnionych (taka wspoétrzedna nazywana jest wspétrzedng
cykliczng), to ped uogodlniony zwigzany z tg wspotrzedng jest catkg
ruchu.

Ped uogdlniony nie musi mie¢ wymiaru pedu mechanicznego



Calki pierwsze rédwnan Lagrange’a Il rodzaju

Catka uogoélnionej energii G

+5 zupelng L po czasie

f . f . . .
dL _ Z( OL i+ oL ..IJ 0L ze wzoru na pochodng G(q.6.1) :sz (q, q,t)q, B L(q, q,t)
/=]

Uogo6lniong energie G traktujemy w

ogodlnosci jako funkcje
d_G + 8_L =0; 8_L — 0= d_G = 0= G =const] wspotrzednych uogolnionych
dt ot ot dt predkosci uogdlnionych 1 czasu.

Jezeli funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu, to uogdlniona energia jest statg ruchu

dG oL
Ogolnie ;5 =~ 4



Jaki jest sens funkcji G-uogolnionej energii? (dowod wymagany)

Ciagle zakladamy ze sily sa potencjalne czyli ~ L=7(4.4.0)-V(q.?)
Dodatkowo dobieramy wspotrzedne uogolnione g, tak by wzory transformacyjne
migdzy wspotrzednymi kartezjanskimi uktadu punktéw materialnych a wspotrzednymi
uogOlnionymi X; =x;(¢) nie zalezaly explicite (jawnie) od czasu. Taki dobor
wspotrzednych jest mozliwy gdy rownania wigzow nie zalezg explicite od czasu
L ox, Ene;gia}( kinetyczdnka 'je.stjed’rlwlrodnarl] f_un_kcja

- c =) —Lg =x ' wadratowg predkosci uogdlnionych i nie

KA @)= K ; q, R (q,q) zalezy jawr%epoed czasu ’ ’

1 PEER! A .o . . n Ox; Ox,
T:_ij'xj :_Zakz(Q)Qk% =T(¢q.9) |gdzie qu(9)=2 m L~
2 2~ oq, 0q,

[,k=1 J=1

, f U
Wowczas Zaa—Tqm _ Zakm (9)4.q, =2T a,(q)=a,(q)
m=1 qm k,m=1
S S S
G=Ypd L= A LN iy Ty =T 4V
14 I I
=1 e e

Wida¢ iz przy powyzszych zatozeniach uogélniona energia | G =T(g,4)+V (g0
ma sens catkowitej energii. Uwzgledniajgc to iz or _ o Jestona stalg ruchu
ot
oV oL

gdy potencjat nie zalezy jawnie od czasu y(4,r) = Vig)= 0= 0= G = const
ot ot




N 3n
Dowad relacji T = lz Zak,(q)qk%

x; =x;(q)
_v/i X U Ox;
=1 k=1 5qk
BN f[ jfLax‘ ] 1 L& ox. Ox
T = — —q _Jq — ] J q q —
2J1J] Z [kz; kklzﬂlall ZkZ[::l]Z:l: ]akal k1l
3 ox. Ox.
a Kl - j—J—J
];1 (@44, a,(q) Zlm "
.. a =d
Dowdd relacj| Za_Tqm 27T mk(Q) km Q)

mlaq

m

or _ / d
Fr [Z a,,(9)q, + Z a,, (q)qkj [Z @ (@i + D (q)q'kj =

m

— ; LoT . - .
;akm(qu Z—.qm = Zakm(Q)Qka = Zakz(Q)Qk% =2T

m=1 @qm ke,m=1 k,i=1



Wskazowki przy wyborze wspoétrzednych uogoélnionych

1) Czesto korzystny jest taki wybor wspotrzednych by jak najwieksza ich 1los¢
byta wspotrzednymi cyklicznymi czyli pedy z nimi zwigzane byty catkami
ruchu.

2) Gdy wiemy iz ruch zachodzi w plaszczyznie to za wspotrzedne uogdlnione
przyjmujemy wspotrzedne stuzace do opisu potozenia ciata na tej ptaszczyznie.

3) Jezeli jest taka mozliwosc¢ to korzystne jest wybra¢ wspotrzedne tak by kazde z
roOwnan Lagrange’a Il rodzaju bylo rownaniem rézniczkowym zawierajagcym
wyrazy zalezne tylko od jednej wspotrzednej uogolnionej oraz jej pierwszych i
drugich pochodnych po czasie. Jest to mozliwe do osiggniecia gdy zachodzi
separacja zmiennych w funkcji Lagrange’a, czyli funkcja ta jest sumg wyrazow,
z ktorych kazdy moze zalezec wqucznigf od jednej wspotrzednej 1/lub predkosci
wOgOIMONel. £ (g, .. .q .4,y st) = D L,(,5G,01)

i=1
Wowczas uktad rownan Lagrange’a II rodzaju , bedacy uktadem sprezonych ze
sobg f rownan rozniczkowych zwyczajnych rzedu 2, staje si¢ uktadem f
niezaleznych od siebie réwnan rdézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego.



Np. gdy wiemy iz ruch jest plaski, czyli zachodzi np. pod wplywem sily centralne;
F=f (r)% to za wspotrzedne uogolnione wybieramy wspotrzedne stuzace do

opisu potozenia ciata w tej ptaszczyznie.

Moga by¢ nimi wspotrzedne 7,¢ w uktadzie biegunowym Wprowadzone w

ptaszczyznie ruchu, przy czym w ruchu pod wptywem sity F-= f(r)— wspotrzedna
@ jest wspoOtrzedng cykliczng gdyz qv

L= L(rrgp)—z(r +rg0) V(r) gdzie f(”)——g

czyli a—=O:>p za—[fzmrng:[, = const
o Y 0¢ ’

Analizujac ruch pod wptywem sity  f(r)=-k  a wigc oscylatora izotropowego

innym dogodnym wyborem jest wybor wspotrzednych x, y w uktadzie

kartezjanskim wprowadzonym w ptaszczyznie ruchu, gdyz w takim przypadku

F=—kxi —kyj czyli potencjat spetniajacy relacje F =—grady ma postac V= %(x2 + yz)

1 zachodzi separacja zmiennych w funkcji Lagrange’a

L=T- V—z(x +y) lzc(x2+y2):(%x2—Exszr(%yz—ﬁyzj

2 2
a rOwnania Lagrange’a przyjmuja postac

d ( OL oL
i(ﬁ_éj_ﬁ_ﬂ_o:mm 0 —[—.j-—_o:my+ky 0
di\ ox ) ox dt\ oy ) oy



Dla uktadu ztozonego ze swobodnych punktow materialnych na ktore nie dziatajg
sity zewnetrzne wsrod wspotrzednych uogoélnionych dobrze jest wybra¢ 3
wspotrzedne jako wspotrzedne kartezjanskie okreslajace potozenie srodka masy

Zmixi Zj:ml.yl. Zj:mizi M=Sm
= = Zyy = i
Y; Yy M M M
.o X ) , M (-2 2.2 ) (s)
Energia kinetyczna takiego uktadu jest rowna 7 = — W + Yy Iy T

Xy

gdzie T —energia kinetyczna w uktadzie $rodka masy,
za$ funkcja Lagrange’a

L=T-V :%(x; F9 42 TO —y
W opisywanym uktadzie zarowno7T*) jak i potencjal ¥ nie zalezy od
wspotrzednych x,,, v, z),(sa one wspotrzednymi cyklicznymi)
A zatem pedy uogdlnione zwigzane ze wspotrzednymi x,, v, 2,
oL oL _ oL

P = —=Mx, P = =My, P = =Mz,
ox,, oy, 0z,
. oL
. .pXM:aL:aT_aV _0 pyM:a—:O pzM:a—L:O
sg statymi ruchu gdyz ox, Ox, Ox, Y 0z,

(srodek masy pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem prostoliniowym
jednostajnym)



