Podstawy mechaniki kwantowe]

a) Rownanie Schrodingera zalezne od czasu

b) Probabilistyczna interpretacja funkcji falowe;j

c) Zasada nieoznaczonosci 1 probabilistyczny charakter
przewidywan mechaniki kwantowe;j

d) Paczka falowa

¢) Rownanie Schrodingera niezalezne od czasu

f) Warunki ktore musi spelniac¢ funkcja falowa

g) Stan stacjonarny




Funkcja falowa dla czgstki swobodnej (na ktora klasycznie nie

dziata sita czyli porusza si¢ ona ze stata predkoscig 1 pedem )

Zwiazek miedzy wlasnosciami korpuskularnymi czastki £ oraz

p a jej wlasnosciami falowymi o, A, £
E=h=hw

-liczba falowa,A-dlugosc fali, (h—stala Plancka)
s

E-energia V- czgstosc fali -czestos¢ kotowa

Dla opisu wtasnosci falowych takiej czastki wprowadzamy funkcje
falowa przyymujacg wartosci zespolone (czyli majaca czesS¢ rzeczywistg
1 zespolong) zalezng od wspotrzednych przestrzennych 1 czasu

Y=¥Y(r,t)=Re¥Y(r,t)+ilm¥Y(r,¢)




Zalozmy iz czastka wykazujaca wlasnosci falowe porusza si¢ w obszarze stalego
potencjalu /=0 (na czastke w ujeciu klasycznym nie dziala wowczas zadna sila, a
jej energia potencjalna jest rowna tozsamosciowo zeru). Gdy czastka ta porusza
si¢ w kierunku ustalonym przez zwrot osi Ox i ma energi¢ £ to odpowiadajaca
jej funkcja falowa wyraza si¢ wzorem

¥ =Y(x,t)= e’ = A-dowolna stala
Acos(kx — art )+ iAsin(kx — ot )

e’ =cosa+isina

Gdy 4 jest liczba rzeczywista to cze$¢ rzeczywista funkcji W rowna R Acos(kx—ar)

opisuje fale plaskg harmoniczng propagujaca wzdluz osi Ox

¢ swobodng poruszajaca
KoY (*)
2m Ox’

Jednym z rozwiazan tego rownania jest funkcja [ = Aei(kx_wt) gdy speinione

. o . h2k2 . oy g
jest rOwnanic [y co mozna sprawdzi¢ liczac pochodne B
2m

N i = iy oY _ kAe' )

Ox

aij 272 i(fx—at) 2 i(kx—at) 2
=ik"Ae" " =—k"Ae"™ " =—k"Y

7 =

ot Ox




) . oY  h’ oY
ROWnanic [l (*)
ot 2m Ox

hik?
- 2m

jest spelnione gdy

Poniewaz g % N4 oraz to relacja
2

E :g—m stusznej dla czastki nierelatywistycznej obdarzonej masa gdy energia

potencjalna V=0 czyli energia calkowita jest rowna energii kinetyczne;.

ho

ml jest rownowazna relacji

Funkcja RElmEE cos(kx — ol ) nie speinia rownania (*) lecz tylko rownanie falowe

Y, 1 dY,
R N (v -predkosc fali) wowczas gdy [l co prowadzi do niepoprawne]
relacji miedzy energig 1 pedem (stusznej tylko dla fotonéw dla ktorych v=c, E=pc)

Uzyskanie poprawnej relacji miedzy pedem 1 energig przy dodatkowym zadaniu by
rOwnanie falowe byto liniowe wymaga zapostulowania go w postaci rownania, ktorego
rozwigzaniem jest funkcja falowa zespolona. Liniowos¢ rOwnania zapewnia 1z suma
dwoch funkcji bedacych jego rozwigzaniem jest takze jego rozwigzaniem, co pozwala
na uzyskanie opisu zjawisk interferencji czy dyfrakcji fal materii.




W przypadku ruchu w przestrzeni trojwymiarowej w potencjale V=0 rOwnanie

[82‘{1 oMY azxyj_

+ +
2m\ ox> oy> oz’

W przypadku ruchu w obszarze o V=0 w tym w szczegolnosci
potencjale zaleznym od potozenia (w ktorym klasycznie na czgstke

dziata sita) nalezy rownanie uzupeini¢ o dodatkowy czjon

Potencjal, w ktorym porusza si¢
czastka, rOwny jej energii
potencjalnej

Powyzsze rOwnanie opisujgce czgstke nierelatywistyczng o niezerowe;
masie zostalo sformulowane przez Erwina Schrodingera w 1926 roku ,

przy czym w og6lnym przypadku NS EAVELE




Interpretacja Borna funkcji falowe;j

Kwadrat modulu funkcji falowej jest miarg
prawdopodobienstwa znalezienia czastki kwantowej w danym miejscu w
danej chwili czasu. Wielkos¢ ta po odpowiednim unormowaniu funkcji
falowej okresla sie jako gestos¢ prawdopodobienstwa przy czym
prawdopodobienstwo znalezienia czastki w danej chwili 7 w elemencie
objetosci dV jest rowne [V]*dV

( widac analogie do fali elektromagnetycznej o amplitudzie natezenia pola
elektrycznego E,w przypadku ktorej prawdopodobienstwo znalezienia
otonu w_elemencie objetosci dV jest proporcjonalne do L%

Prawdopodobienstwo znalezienia czastkiw W przestrzeni jednowymiarowe;j
calym obszarze jest rowne 1 (pewnosc¢). o
Wynika z tego warunek normalizacji funkcji J' |\11 (x, t)|2 dx =1

; :
alowej “‘P‘de N
V

Fale de Broglie’a sg ,,falami
Uwaga: prawdopodobienstwa”

Znajomos¢ funkcji falowej pozwala ponadto na okreslenie prawdopodobienstwa
uzyskania okreslonych wynikow w pomiarze roznych wielkosci fizycznych na czastce

znajdujgcej si¢ w stanie kwantowym specyfikowanym przez posta¢ funkcji falowe;



Wielkosc¢ proporcjonalng do gestoscl
prawdopodobienstwa o znalezienmia czgstki w
okreslonym punkcie przestrzeni dla fali danej

wzorem RN EEER| ei(kx_a)t) okresla formula

0= ‘\P‘z =YY = [ ) gt = 41 Y = ‘A‘z = const

Funkcji tej nie mozna unormowac w standartowy sposob tak by

[ pav =[|¥[av =1
4 4

Gestos¢ prawdopodobienstwa jest stata w przestrzeni i w czasie.
Nie posiadamy zadnej informacji o potozeniu czastki. Za to
posiadamy petng informacje o jej pedzie p. =hk

i energii p _ nk’
2m

Do opisu czastki o ktorej potozeniu co$ wiemy trzeba wykorzystywac funkcje

falowg dla ktorej ped nie jest scisle okreslony.



Zasada nieoznaczonosci Heisenberga w
przestrzeni 1ednowvm1aroweJ

Iloczyn nieoznaczonosci (niepewnosci) pomiaru pedu i
pomiaru polozenia czastki nie moze by¢ mniejszy od
Allowed:

polowy stalej Plancka / dzielonej przez 2n e
27[ _AxAp, = #[2

Im znamy doktadniej ped czastki tym posiadamy mniejsza e

informacje dotyczaca jej potozenia -_
Jezeli znamy doktadnie ped czastki [N to znamy dlugos¢
odpowiadajgcej jej zespolonej fali ptaskiej harmonicznej A=h/p, , ktorej kwadrat
modutu jest staly w catej przestrzeni. Nie mozemy wowczas powiedzieC , gdzie chocby
w przyblizeniu znajduje sie czastka. Polozenie czastki jest nicokre$lone .
Zasada nieoznaczonosci wigze si¢ z korpuskularno-falowg naturg materii 1 tym ze
jednoczesnie mozemy analizowac tylko jedna z tych dwoch wlasciwosci materii

ustalonego
czasu




/Zwi3zek zasady nieoznaczonosci z falowa natura czastek
Czastka, ktorej odpowiada dtugos¢ fali A, padajac na szczeline o szerokosci Ax ma
ped skierowany wzdtuz osi y o wartosci p,=p=h/A, sktadowa p,=0, po przejsciu przez
szczeline w wyniku dyfrakceji pojawia si¢ skladowa p.. .

Z klasycznej teorii dyfrakcji wynika 1z
potozenie pierwszego minimum
dyfrakcyjnego odpowiada katow1 &
okreslonemu rOwnaniem

Axsin(6

min

m

Ax jest miara nicoznaczono$ci x-owej
sktadowej potozenia czastki w momencie
przechodzenia czgstki przez szczeling

Jezeli czastka pojawia sie¢ na ekranie w punkcie odpowiadajagcym katowi
to musi mie¢ sktadowa pedu . ho min
p X > p Sln(gmin ) — Z Sln(gmin )

Poniewaz wigkszos¢ czastek pojawia si¢ na ekranie w punktach dla ktorych
to mozna przyjac Zpieoznaczonosc tej sktadowej pedu czastki Ap,. jest co do rzedu
wielkosci rowna Ap. = h

Ax h
Widac 1z 1loczyn nieoznaczonosci potozenia 1 pedu spetnia relacje AxAp, = h>—

2

0<\6

min




/Zwiazek zasady nieoznaczonosci z pomiarami

Nie mozemy wyznaczy¢ jednoczesnie tej samej sktadowej potozenia 1 pedu czastki
kwantowej (np. elektronu). Jesli checielibysmy wyznaczy¢ potozenie czastki to
musielibysmy oswietli€ ja, czyli bombardowac ja fotonami o energii 4v 1 pedzie o
wartosci p=hv/c=h/A (v- czestos¢ fali elektromagnetycznej, A-dlugos¢ fali
elektromagnetycznej ). Powoduje to jednak oddzialywanie czastki z fotonem
prowadzace do zmiany jej pedu, ktorej nie mozemy kontrolowac. Im czgstos¢
uzytego swiatla jest wieksza czyli dtugos¢ fali jest mniejsza tym doktadniej
okreslamy potozenie czgstki, za to tracimy w wigkszym stopniu informacje

wczesniejsza o jej pedzie. Uniemozliwia to doktadne wyznaczenie toru ruchu czastki.
czastka

- predkosé

T
e




okular

obiektyw

czastka

Zrodlo $wiatta

Zdolnos¢ rozdzielcza mikroskopu
bedaca miarg nieoznaczonosci
potozenia czgstki

A

Ax = —
2sinf .
Nieoznaczonosc x-owe]

sktadowej pedu fotonu
docierajacego do obiektywu
bedacg miarg nieoznaczonosci Xx-
owe] sktadowej pedu czastki po
jego oddziatywaniu z fotonem

Ap. :psinQ:%sinH

A zatem




Zasada nieoznaczonosci Heisenberga dla potozenia
1 pedu (w przestrzeni 3-wymiarowej)

Nie mozna jednoczesnie wyznaczy¢ tych samych sktadowych
potozenia 1 pedu czastki z dowolng doktadnoscia.

Iloczyny nieoznaczonosci (niepewnosci wyznaczenia) tych
wielkosci spelniajg zaleznosci

h
AvAp , 2 P

h

AxAp = — f

AzAp, =2 —

2 2

Zasada nieoznaczonosci nie naktada ograniczen na pomiar
roznych sktadowych wektorow wodzacego 1 pedu czgstki
Nieoznaczonos¢ pomiaru wielkosci 4 czyli AA mozna zwigzac z
odchyleniem standardowym serii ztozonej z wielu wynikow
pomiarow te] wielkosci przeprowadzonych na identycznych
czastkach kwantowych




Zasada nieoznaczonosci dla energii 1 czasu

Zasada ta wigze ze sobg np. nieoznaczonosc energii
czastki z czasem przez jaki czastka w tym stanie sie¢
znajduje. Wynika z niej ograniczona doktadnos¢ pomiaru
energil gdy czas trwania pomiaru jest skonczony.

Z zasady tej wynika m.in. skonczona naturalna szerokos¢
spektralna lini1t widmowych emitowanego
promieniowania. Poniewaz czas przebywania przez ato
w stanie wzbudzonym jest skonczony, to energia tego
stanu, jak 1 energia fotonu bedgcego nosnikiem
promieniowania emitowanego przez atom znajdujacy si¢
w tym stanie oraz sama cze¢stotliwos¢ promieniowania
nie jest scisle okreslona. Nieoznaczonos¢ energii stanu
wzbudzonego jest odwrotnie proporcjonalna do czasu
przebywania w stanie wzbudzonym

Opierajgc si¢ o tg zasade mozna oszacowac maksymalny czas
zycia czastek wirtualnych o minimalnej energii AE bedacych
m.in nosnikami oddziatywan np. bozonow W+, W-,Z° bedacych
nosnikami oddziatywania stabego




Probabilistyczny charakter przewidywan
mechaniki kwantowe;j

Z zasady nieoznaczonosci dla potozenia 1 pedu wynika 1z nie mozna okresli¢
wszystkich wielkosci potrzebnych do deterministycznego wyznaczenia
zachowania si¢ czgstki kwantowe] w przysztosci (nawet w przypadku gdyby
ewolucja ta podlegata prawom klasycznym gdy do wyznaczenia ruchu ciata
niezbe¢dna jest znajomosc¢ jej potozenia 1 pedu w chwili poczatkowej)

Mimo 1z rOwnanie Schrodingera pozwala opisa¢ w sposob deterministyczny
ewolucje funkcji falowej opisujgcej stan kwantowy czastki to znajomos¢ tej
funkcji nie pozwala na deterministyczne okreslenie wynikow wiekszosci
pomiarOw wielkosci fizycznych charakteryzujacych wedlug mechaniki
klasycznej stan czastki.

Wyniki pomiarow tych wielkosci mozna dla czastki kwantowej okreslic¢ tylko
W sposOb probabilistyczny.

Ponadto sam pomiar wprowadza pewng nieprzewidywalnos¢” co do
dalszego zachowania si¢ czastki modyfikujgc stan kwantowy w ktorym
czastka si¢ znajduje w sposob zalezny od nieprzewidywalnego w sposob
deterministyczny wyniku pomiaru.




Wielkosc proporcjonalng gestoscl
prawdopodobienstwa p dla fal1 danej wzorem

(VPR kresla formuta
P = ‘\P‘z =P = gl goithon — 4 g = ‘A‘z = const

Fali rozwazanej nie mozna unormowac tak by jpdV ZJ“‘P‘ZCZV 1
4

p
Problem taki pojawia sie czesto wtedy rozwazamy ruch czgstki w
obszarze nieskonczonym i rozwigzujemy go gdy jest to niezbedne np.
ograniczajgc obszar w ktorym porusza sie czgstka i zakladajac iz nie
modyfikuje to postaci funkcji falowej, lub tez wprowadzamy inny
sposob normalizacji funkcji falowe;j.

Dla rozwazanej ptaskiej fali harmonicznej posiadamy peina informacje o
pedzie czastki i nie posiadamy zadnej informaciji o potozeniu czgstki.
Zwykle posiadamy czesciowg informacje o pedzie i potozeniu czastki.
Do opisu takiej czgstki mozemy wykorzystac¢ fale bedaca superpozycja-
ztozeniem wielu fal ptaskich o réznych wartosciach energii i pedu -
paczke falowa, ktéra mozemy unormowac. Analiza zachowania czgstki
opisywanej przy pomocy paczki falowej jest jednak z punktu
matematycznego trudniejsza niz czastki opisanej fala ptaska.



e Rozpatrzmy fale bedacg ztozeniem dwoch fal ptaskich w chwili czasu t=0.

W, (x,1) = Aexp(i(k,x — wyt)) ¥, (x,1) = Aexp(i(k,x — ,1)) by =k —Ak /2
Wodwczas ky=k+Ak/2
Y(x,t) =", (x,t) + ¥, (x,1) = Aexpli(kx — o) )+ Aexpli(k,x — a,t)) = ®,=0+Aw/2

= [ A cos(kx — ayt )+ idsin(k,x — o )|+ |4 cos(k,x — w,t )+ idsin(k,x — w,t )] @ =0-A0/2

=2 A cos(Akx — Aot )cos(kx — ot ) + 2 A cos(Akx — At )sin(kx — oot )

=24 cos(Akx — Aa)t)[cos(kx — a)t)+ i sin(kx — a)t)] = ¢ =cosatisina
=24 cos(Akx — Aa)t)exp(i(kx — a)t)) cos(a)+cos(B) = QCOS(“ —ﬂ)cos(a +/3j
Re¥,,(x,=0)) 2 2

sin(a)+ sin(ﬂ):2cos(a;ﬂ)sin(a;’gj

Predkos¢ przemieszczania sie _polozenia

W wyniku odpowiedniego ztozenia nieskonczonej ilosci

fal mozemy otrzymac obraz pokazany obok Y \/ i
przedstawiajacy funkcje falowa zlokalizowang w <>
przestrzeni bedaca paczka falowa w przypadku ktorej - ¢(x)
wzrosta nasza informacja o potozeniu a zmalata o pedzie \

czastki. Wzrost roznicy wektorow falowych fal \/\\/\ . /\\/\ :
tworzacych packe prowadzi do zmniejszenia jest M
s7erokoéci Aay



. Paczka falowa
¥ (x,0) = [ dkA(k)exp (i(kx - ot))

Paczke falowa stanow1 superpozycja fal ptaskich, taka
1z modut funkcji falowej posiada wyrazne maksimum. Liczby falowe £ tych fa
moga np. pochodzi€ z pewnego skonczonego przedzialu wokot wartosci k&, lub
tez mozna przyjac iz . A(k) dobieramy tak by gestosc¢
prawdopodobienstwa posiadata wyrazne maksimum. W przypadku
czastki opisanej paczkg falowa posiadamy wiekszg informacje o potozeniu
czastki, za to maleje wiedza o pedzie (1 energii) czgstki. Wielkosci te nie s
jednoznacznie okreslone (przejaw zasady nieoznaczonosci)

Gdy czgstka porusza si¢ w obszarze statego potencjatu V=0 to zaktadamy 1z

pomiedzy energig 1 pedem czgstki zachodzi klasyczna relacja % z ktorej

wynika ponizsza relacja pomiedzy liczbg falowg £ 1 czestoscig kotowa w

: Predkos¢ fazowa fah o wektorze falowym k, jest rozna




Gaussowska paczka falowa

Dla paczki gaussowskiej gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w
przestrzeni 1 gestoS¢ prawdopodobienstwa dla pomiaru pedu czastki jest
opisana funkcja gaussowska, Warunki te sg spetnione gdy unormowane
funkcje falowg przyjmie si¢ w chwili czasu /=0 w postaci

Funkcje ta unormowano tak by 1z gestos¢ prawdopodobienstwa spetniata warunek

—+00

J-pdle

—Q0

Wartosci oczekiwane potozenia w chwili czasu =0 1 pedu takiej czgstki sg rowne
(x)=0 oraz Wartosci oczekiwane sg sSrednimi wynikami pomiarow

przeprowadzonych na wielu identycznych czgstkach kwantowych. Mozna pokazac 1z

nieoznaczonosci pomiaru potozenia 1 pedu czastki opisanWZsza funkcja s3

rowne AN E=Favd Oraz odpowiednio czyli

2Ax



W celu przedstawienia zapostulowanej funkcji falowej za pomoca
wzoru opisujgcego paczke falowg
ko +Ak Gdy ruch czastki w obszarze

W(x,0)= | dkA(k)exp(ikx—ic)

statego potencjatu V=0 to

hk’

w=ow(k)=

2m

trzeba przyjac iz zas A(k) wyraza si¢ B . .
przez odwrotng transformate Fouriera expl— ax® +bx)dx = \/; exp(—J

ko —Ak

g =

da

JrAx expl— (k- k,)> Ax)

A(k) okresla stopien wktadu do paczki falowej fal ptaskich
m 1

scharakteryzowanych przez r6zne wartosci pedu '
energii czastki ﬁ z ktorych kazda porusza si¢ z inng

predkoscia fazowa V, = o_E _ Ak _ P rozng od predkosci

k_hk  2m  2m




1 2 242
A(k)_E@JEexp(—(k—ko) A

Mozna pokazac 1z gestos¢ prawdopodobienstwa
w chwili £~0 bedzie rowniez opisana funkcja gaussowska:

Potozenie maksimum rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
przesuwa si¢ w kierunku dodatnim osi Ox z predkoscig grupowgq

czastki o pedzie

Szerokos¢ krzywej Gaussa

rosnie z uplywem czasu (paczka falowa si¢ rozptywa) tym szybciej
im bardziej paczka byta w chwili poczatkowej zlokalizowana




Czas po ktorym szerokos¢ paczki rosnie dwukrotnie czyli
Ax(t)=2Ax jest rowny ) \/gm( Ax)

f=""

h
1) Dlam=lg, (~10”s

(szacowany wiek Wszechsw1ata )

2) Dlam=9,1%10""kg,

W tym przypadku traci sens pojecie toru czgstki




Obliczenia ( dla zainteresowanych)

k)= ij expl k¥, = O = |

“o\27T

2 Mexp(— (k —ko)zsz)



Obliczenia ( dla zainteresowanych)

2
¥ (x t)_Z—szx ! Idkexp( (k—k,) (Ax)z)exp(i/oc)exp(—ihzk t)
7[ m
Otrzymana catka ma postac: y (x,¢)= C j exp (w(k ))dk

: Ax 1 : nk’
odzie: C = |== by w(k)=—(k —k, ) Ax? +{kx— > tj.

w(k) mozna zapisaé w postaci:

wlk) = {(A ¥ o ”‘“‘} k2 + o, (Ax ) +ix Jo— k2 (Ax ) = —ak” + bk — k2 (Ax)

gdzie a = (Ax)z +2.’_t, b = 2kOAX2 + ix .
m

Calka przyjmuje postac: ‘I’(x, l‘) =Cexp (— kozsz )J. dk exp (— ak’® + bk)

o0

b2
Poniewaz I exp(—ax’ + bx)dx = 1/1 exp (4—} (a, b-liczby zespolone, Re a>0),
a a

—0o0

CAm
to po wykonaniu catkowania dostaniemy: ¥ (x )1 ) = Tt exp( u(x t ))
(Ax)' + >
2m

H(Axf + ;’Z




2m

{ [(Ax)2 lht}k (Ax) - [Zk (Ax) +ZX]2H(Ax)2 zht}

ogdzie u(x,t) = h2t2 =R+igp
o]
2
N 24 - ’;} e
ZasS m .
R - 5 h2t2 ¢ - 5 h2t2
4(Ax) {1+4m2 (Ax)“} 4(Ax) {HW}

C

Coti W (1) = I _expl- R(x.)-igl)
\/(Ax)2 L it
2m
Gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w punkcie x jest rOwna:
2 Ax T

)= 9 (t) =T ep(C2R(e,1) = 27 exp(_ 2R (x.1)

\/(Ax)4 NS () s E

4m’ 4m’ (Ax)'
( hkatjz ( hkatjz
1 T 1 T m
p(x,t)z CXp| ~ - 2,2 ~ ] “XP| 2
Jar(ax) f1e o1+ 2zAx(t) 2(ax(r))
4m*(Ax)* 4m*(Ax)'

d . h2t2
zie Ax(t)=Ax 1 .
g x() \/ +4m(Ax)4




Rownanie Schrodingera zalezne od czasu

J = V(f : l‘) -potencjat

Rownanie to okresla ewolucje w czasie funkcji falowej wprowadzonej dla opisu czastki
nierelatywistycznej o masie m .
Narzuca ona tez warunki na wartosci tej funkcja w sgsiednich punktach przestrzeni dla

ustalonej chwili czasu.
Jezeli wystepujgcy w rownaniu Schrodingera potencjat V
nie zalezy jawnie od czasu, to rozwigzanie
rownania Schrodingera mozna poszukiwaCc w postaci:

Y(r,t)=y(r)f ()




Po wstawieniu do rownania Schrodingera otrzymujemy

AY

_f_ FOA(F)+V (P (F)f (1) = iny ()
" a

otrzymujemy

Po podzieleniu réwnania stronami przez VAGUO,

Obie strony powyzszego rownania zalezg od innych zmiennych

Dokonalismy rozdzielenia zmiennych. Rownanie powyzsze jest
spetnione wowczas gdy obie jego strony sg rowne statej, ktora jak
zobaczymy dalej jest rowna energii czgstki.




=const=FE

V1=

om (7)) 1ty a
A zatem
2 d 0
)

n Ay(F) v(F)=in 9O

)
dt

= Ef (1) = Ef (1)

iE Czesc zalezna
lnf = ——t-l—lIl(COnSl‘) od czasu
h .
funkcji falowej

1Et
h

i

Porownanie z funkcjg falowg opisujacg czgstke poruszajgcy sie
w obszarze V=0 w kierunku wyznaczonym przez zwrot osi OX

Y — Aei(kx—a)t) — Aei(kx—Et/h) _ Aeikxe_iEt/h

f(t) =const- exp(

uzasadnia oznaczenie const=E



Czesc¢ zalezna od zmiennych przestrzennych funkcji falowej
spetnia tzw. rownanie Schrodingera niezalezne od czasu

F)+V (7 (7)= Ey (7)

n d’w(x)
2m  dx’

Dodatkowe warunki natozone na funkcje falowa

Funkcja opisujgca czgstke kwantowg musi byC skonczona,
jednoznaczna i ciggta w catym obszarze. W przypadku gdy potencjat
nie zmienia sie o wielkoSC nieskonczong to rowniez pierwsze

pochodne te] funkcji po zmiennych przestrzennych muszg bycC
funkcjami ciggtymi, co wynika z powyzszego réwnania. Warunki te
wprowadzajg dodatkowe ograniczenia na posta¢ funkcji falowej 1 moga
prowadzi¢ do ograniczenia mozliwych wartosci energii czgstki do
wartosci dyskretnych gdy ruch czgstki jest ograniczony w przestrzeni.

W przestrzeni jednowymiarowe] fig




Niedozwolona funkcja falowa

e funkcja nieciggta e funkcja niejednoznaczna
A 5 A
Y(x, t) Gestosc N
: 1 . prawdopodobieristwa w
~N : . . .
Fx 1) / ey X, hie jest jednoznaczna
O 3T a powinna byc
N Cl

Prawdopodobienstwo e funkcja osiggajgca wartoé¢ nieskoriczona
znalezienia czastki w dla skoriczonego przedziatu (x, X,+dx)
okolicy x, zalezy od Prawdopodobieristwo znalezienia r7astki
kierunku, z ktorego sig w tym przedziale nieskoriczone OHLP(X O dx = o0
zblizamy - btad o

Czesto do warunkow , ktore musi spetniac funkcja falowa dodajemy warunek
unormowania [lefar -

Tym niemniej funkcjami niespetniajgcymi tego warunku postugujemy si¢ gdy
analizujemy sytuacje w ktorej ruch czastki nie jest w ogdle ograniczony w przestrzeni
1/lub chcemy zanalizowac sytuacje w ktorej czastka ta ma niektore wielkosci ( np.
ped) scisle okreslone (co stanowi 1dealizacje). Postugujemy sie tez nimi do
przestawienia unormowanej funkcji falowej jako ich kombinacji w celu okreslenia
prawdopodobienstwa uzyskania konkretnych wartosci tych wielkosci w pomiarze.



Stan stacjonarny

Pokazalismy iz rozwigzanie rownania Schrodinegera zaleznego
od czasu

z potencjatem nie zaleznym jawnie od czasu | Ml4@] mozna
zapisa¢ w postaci [ F.0) = () exp(—i Et j

h

gdzie spetnia rownanie niezalezne od czasu

—%AW@)JF V(i (7)= Ep(7)

W takim stanie zwanym stanem stacjonarnym energia jest
ustalona E=const oraz gestosc prawdopodobienstwa
znalezienia czgstki w przestrzeni nie zalezy od czasu

W




Ogolne rozwigzanie rownania Schrodingera zaleznego od
czasu gdy potencjat od czasu nie zalezy

Rozwigzanie ogolne moze byc¢ liniowg kombinacjg (superpozycjg) rozwigzan
znalezionych poprzednio odpowiadajgcych dozwolonym energiom E=E_

V(0= v, () exp(—i

E
7

j=2wn<?>exp(—iwnr)

Gdy brak jest ograniczenia na dozwolone energie czgstki w ogolnym
rozwigzaniu suma po liczbie n indeksujgcej rozwigzania rownania
niezaleznego od czasu przechodzi w catke po energii lub wielkosci zaleznej
jednoznacznie od energii. Z sytuacjg takg mamy do czynienia w przypadku
paczki falowej gdzie funkcje wyraza sie jako catke po liczbie falowej k.

W przypadku stanu o nieustalonej energii opisanego za pomocg sumy lub
catki gestosc znalezienia czgstki w przestrzeni zalezy od czasu.




Powstanie mechaniki kwantowej - historia

1900 — Max Planck — promieniowanie ciata doskonale czarnego
1905 — Albert Einstein — efekt fotoelektryczny

1911 — Ernest Rutherford — odkrycie jadra atomowego

1913 — Niels Bohr — model Bohra atomu wodoru

1922 — Arthur Compton — rozpraszanie fotondw na elektronach
1925 — Wolfgang Pauli — zakaz Pauliego

1923-25 — Luis-Victor de Broglie — fale materi

lipiec 1925 — Werner Heisenberg — poczatki mechaniki macierzowe;
sierpien 1925 — Max Born, Jordan — mechanika macierzowa
wrzesien 1925 — Paul Dirac — mechanika macierzowa

grudzien 1925 — Heisenberg, Born, Jordan — catos¢ mechaniki macierzowe;
styczen - czerwiec 1926 — Erwin Schrodinger — mechanika falowa
marzec 1926 —rownowazno$¢ mechaniki falowej 1 macierzowe]
czerwiec - lipiec 1926 — Born — interpretacja probabilistyczna

1926 — Dirac, Jordan — og6lny formalizm mechaniki kwantowe]
marzec 1927 — Heisenberg — zasada nieoznaczonosci

1927 — Bohr, Heisenberg — szkota kopenhaska

1928 — Dirac — relatywistyczna teoria elektronu




Wedtug interpretacji kopenhaskiej mechaniki kwantowej nie jest i nigdy
nie bedzie mozliwe

a) przewidzenie w sposob deterministyczny wynikéw wiekszosci
pomiarow wykonanych nad uktadem kwantowym. Zwykle mozna tylko
okresli¢ prawdopodobienstwa uzyskania konkretnych wartosci w
pomiarze rozwazanej wielkosci fizycznej

b) przypisanie niektérym wartosciom fizycznym konkretnych wartosci
poza chwilami czasu w ktorych te wielkosci sg mierzone

c) jednoczesne wyznaczenie niektorych wielkosci fizycznych np.
potozenia i pedu

Przeciwne koncepcje lokalnych ukrytych zmiennych postulujg iz
mozna by przewidzie¢ wyniki wszystkich pomiarow w dowolnej chwili
czasu w sposob deterministyczny gdyby dane byty informacje o
wartosciach tzw. ukrytych zmiennych dla analizowanych uktadéw
kwantowych

Niestety nie umiemy okresli¢ wartosci tych zmiennych i nawet czesto
nie wiemy co to sg za zmienne i dlatego nie mozemy stosowac teorii
deterministycznej i musimy stosowac teorie statystyczng jakg jest

mechanika kwantowa
Eksperymenty potwierdzajgce tamanie nierownosci Bella wskazujg iz nie mozna stworzyé

teorii opartej na koncepcji ukrytych zmiennych bez uwzglednienia jednoczesnie
wystepowania oddziatywan , ktére przenosity by sie z predkoscig wiekszg niz swiatto czyli
zmienne te musiaty by byc nielokalne (sprzecznos¢ z teorig wzglednosci)



Erwin Schrodinger Wolfzang Pauli
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D)

b)

Przyktadowe pytania opisowe

Sformutowac¢ zasade nieoznaczonosci Heisenberga dla potozenia i pedu oraz energii 1
czasu. Poda¢ przyktady wskazujagce na zgodno$¢ opisu obiektow lub zjawisk
kwantowych z zasadg Heisenberga

Rozwazy¢ czastke swobodng o masie m 1 energii £ opisang ponizszg funkcja falowa

E N2mE

‘P(x,t) = Aexp(ikx — ia)t) gdzie w = P k= -

Co mozna powiedzie¢ o pedzie tej czastki? Czemu rowna jest nieoznaczonos¢
pomiaru pedu dla tej czastki? Czy mozna wyrdzni¢ punkty w przestrzeni w ktorych
wystepuje podwyzszona gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia tej czastki? Jaka
musi by¢ nieoznaczono$¢ potozenia tej czgstki azeby byta spelniona zasada
nieoznaczonosci?

2) Czym jest paczka falowa? Z jaka wielkoscig opisujaca paczke falowag mozna powigzac

3)

predkos¢ poruszania si¢ w obszarze stalego potencjatu czastki opisywanej taka

paczka? Dlaczego paczka taka z uptywem czasu si¢ rozptywa w trakcie jej propagacji

1 jakie moze mie¢ to implikacje przy opisywaniu ruchu czastki przy wykorzystaniu

paczki falowej? Jaki wplyw na szybkos¢ rozptywania si¢ paczki gausowskiej ma jej

szerokosc?

Sformutowac w ogolnej postaci rownanie Schrodingera zalezne 1 niezalezne od czasu.
Wyjasni€ znaczenie wszystkich symboli pojawiajacych sie w tych rdwnaniach.

4) Jaki stan kwantowy nazywamy stacjonarnym? Co mozna powiedzie¢ o gestosci

prawdopodobietwa znalezienia czgstki w okreslonym punkcie przestrzeni w tym
stanie? Jaka wielko$¢ opisujaca stan czgstki jezt zawsze jednoznacznie okreslona w
tym stanie.



Przyktadowe pytania testowe

1) Ktore z ponizszych roOwnan jest rOwnaniem Schrodingera zaleznym od czasu

2 2
a) iha :P= —h—A+V v
ot 2m

B 2
b) iha—Tz —h—A+V}P

ot | 2m
oV
c) ih—=|V+V
) ih—-=[V+V]
2 2
d) ih(3 :P: —h—V+V V7
ot 2m

(gdzie A =V?).

2) Wiemy iz czastka poruszajagca si¢ w przestrzeni jednowymiarowej opisana jest
zespolong funkcjg falowa ‘P(x,t). Jak mozna okresli¢ dla chwili czasu ¢ ggstosé
prawdopodobienstwa znalezienia tej czastki w punkcie o wspotrzednej x?

a) p=Y’
b) p=¥'¥
C) p:“{"z
d) pz‘\P‘
e) p:“{"zx

( W oznacza funkcje sprzezona w sposob zespolony do funkcji V)
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne odpowiedzi.



Jaki warunek musi spelia¢ funkcja falowa aby opisywana wzorem

0= “P‘Z =¥"¥ wielko$é naprawde reprezentowata gestos¢ prawdopodobienstwa

a) T\\P\dx =1

b) [|¥[ dx =1

c) |¥|<1
d) funkcja falowa musi przyjmowac wartosci rzeczywiste
Zaznaczy¢ wlasciwa odpowiedz.

3) Rozwazamy funkcje falowg opisujgca czastke kwantowg poruszajaca sie¢ w obszarze
potencjatu przyjmujacego we wszystkich punktach przestrzeni skonczone wartosci.
Ktore z podanych nizej twierdzen dotyczacych wlasnosci tej funkcji s3
twierdzeniami prawdziwymi?

a) Wartosci tej funkcji muszg by¢ liczbami rzeczywistymi.

b) Funkcja ta nie moze osiggac¢ wartosci nieskonczonych.

c) Funkcja ta musi by¢ funkcjg ciggla swoich argumentow przestrzennych.

d) Funkcja ta musi by¢ funkcjg jednoznaczng.

¢) Funkcja ta w zadnym punkcie przestrzeni nie moze przyymowac wartosci

rOwnej zero.

f) Pierwsza pochodna tej funkcji po kazdej ze zmiennych przestrzennych musi
by¢ funkcja ciagla.



4) Rozwazy¢ czastke swobodng o masie m 1energii E poruszajacg si¢ w przestrzeni
jednowymiarowej opisang ponizszg funkcja falowa

‘{’(x,t)= Aexp(ikx—iwt) gdzie @ = %, k= ZZE

Ktére z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) W stanie okreslonym tg funkcja falowg doktadnie okreslony jest ped czastki
rowny p = fik .

b) W stanie okreslonym tg funkcja falowa doktadnie okreslone jest potozenie
czastki rowne x=0.

c) W stanie okreslonym tg funkcja falowa nieoznaczonos¢ pedu czgstki jest rowna

Ap=0.

d) W stanie okreslonym tg funkcja falowg nicoznaczonos¢ pedu czastki jest rowna
Ap = hk .

e) W stanie okreslonym tg funkcja falowa nieoznaczonos¢ pedu czgstki jest rowna
Ap =00,

f) W stanie okreslonym tg funkcjg falowg nieoznaczonos$¢ potozenia czgstki jest

rowna Ax =0.

Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia



5) Zasada nieoznaczonosci Heisenberga wprowadza ograniczenie
na mozliwos¢ jednoczesnego doktadnego pomiaru

a) tych samych sktadowych wektorow wodzacego 1 pedu czastki

b) roznych sktadowych wektorow wodzacego 1 pedu czastki

c) roznych skltadowych wektora wodzacego czastki

d) roznych sktadowych wektora pedu czastki

e) energii czgstki podczas pomiaru trwajacego skonczony czas

f) energii czgstki 1stniejgce) przez skonczony okres czasu

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.
Czy mozna wyznaczy¢ doktadnie tor czgstki kwantowej?



6) Ktore z ponizszych twierdzen dotyczacych paczki falowej sg
prawdziwe?

a)
b)
c)

d)

g)

Czastka opisana paczka falowa ma Sciste okreslone potozenie.
Czastka opisana paczka falowg ma Sciste okreslony ped.

Nie mozna jednoczesnie okresli¢ doktadnie pedu 1 polozena
czastki opisanego paczka falowas.

W czasie ewolucji paczki falowej opisujace) czastke swobodng
maleje doktadnos¢ z jakg mozemy przewidzie¢ wynik pomiaru
potozenia tej czastki.

Paczka falowa porusza si¢ z predkoscig grupowa rowng predkosci
klasycznej czastki, z ktora mozna zwigzac ta paczke.

Paczka falowa porusza si¢ z predkoscig fazowa rowng predkosci
klasycznej czastki, z ktora mozna zwigzac ta paczke.

Czastka opisana paczka falowa znajduje si¢ w stanie
stacjonarnym



7) Znamy rozwigzania rOwnania Schrodingera niezaleznego od czasu
h . . . .
_EAWV:(F)_’_V(’/)SVV!(F):En'?”n(r)

Ktore z ponizszych stwierdzen dotyczacych wtasciwosci stanu stacjonarnego w

jakim znajduje si¢ czgstka kwantowa sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) w stanie stacjonarnym funkcja falowa opisujgca czgstke kwantowag nie zalezy
od czasu

b) w stanie stacjonarnym gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w
przestrzeni nie zalezy od czasu

c) w stanie stacjonarnym znana jest energia czastki

d) w stanie stacjonarnym znany jest polozenie czgstki

e) w stanie stacjonarnym funkcja falowa opisujgca czgstke stanowi superpozycje
co najmniej dwoch funkcji bedacych rozwigzaniem rdéwnania Schrodingera
niezaleznego od czasu o r6znych energiach

f) w stanie stacjonarnym funkcje falowg opisujaca czastke kwantowa mozna

h
g) w stanie stacjonarnym funkcje falowg opisujaca czastke kwantowag mozna

. . . iE t
wyrazi¢ wzorem w(F, )=y, (r)exp(— n j

h
h) w stanie stacjonarnym funkcje falowa opisujgca czgstke kwantowa mozna

wyrazi¢ wzorem w(r,t)= Z c (tly, (F)exp(— il;”tj w  ktorym  co

., . ~ E t
wyrazic wzorem w(F,t) =y, (r)exp(— n ]

najmniej dwa wspotczynniki ¢, sg r6zne od zera



