Ilosciowa analiza ruchu ciala o masie zredukowanej u pod
wplywem sily centralnej z_ 1) F_ar
r

2
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Okreslenie r()wnani‘gl toru w ukladzie biegunowym o poczatku w centrum sily
ze wzoru Bineta _ L | ¢ (ljJrl = 1(r)
r

pr’ | do* \r
a a1 1 a d> (1) 1 u«a
Fe-f o E[E(01] e (1)1
7 -l do \r) r v dp\r) r L
.. 1 2
Podstawienie u=-= du.  _HZ
: .. roo o de’ L . d’u :
Pelne rozwigzanie jest suma rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego ——+4 =0 1
szczegOlnego rozwigzania rownania pelnego do

1) Rozwigzanie rownania jednorodnego przewidujemy w postaci Y, = C exp(/lgo)
Po wstawieniu go do rownania jednorodnego otrzymujemy rownanie charakterystyczne

d’u,,. ,
dgpfj +u,, =0= /IzCeXp(/'t(p)+ Cexp(/1¢): 0 =>4+1=0
Jego pierwiastki sa rowne A =i oraz A, = —i

Ogolne rozwigzanie rdwnania jednorodnego

u,,; = C, exp(L¢)+C, exp(A,p)=C, explip)+ C, exp(-ip)

C,,C, stale dowolne zespolone (dwie stale bo rOownanie rozniczkowe rzgdu drugiego)

Mozna go zapisa¢ bez wykorzystania liczb zespolonych w postaci
U,y = Crexplio)+ C, exp(~ip)= C[eos(p)+isin(p)]+ C,[cos(p)-isin(p)]=
= (C1 +C, )cos(g0)+ i(C,—-C,) sin(go) = B, cos(go)+ B, sin(go) BB, —stale dowolne



Rozwigzanie w postaci
U, =B, cos((p)+ B, s1n((p)
jest rownowazne rozwigzaniu zapisanemu w postaci

Upg = Acos(qo qoo) gdzie 4, ¢, -state dowolne

Dowod Hows = A cos(gp - @, ) =4 cos(go)cos(goo )+ A sin(qp)sin(goo)

Zgodnosc gdy B =4 COS(%) B, =4 Sin(%)
2)Poszukiwanie rozwigzania szczegolnego roOwnania pelnego niejednorodnego
d’u o
y TU= Iu—z
do L
Prawa strona rOwnania nie zalezy od ¢, mozna poszukiwac¢ rozwigzania w postaci statej
d’u, d’u, ua Ha
u,=C= 10’ +u, = (C —dg02 tu, =—=>C= 7

Ogolne rozwigzanie rOwnania niejednorodnego przyjmuje postac

1

uogz; Upygy T U —Acos(go goo) HE

L2



Uzaleznienie stalej A od energii ciala i wartosci momentu pedu bedacych calkami
ruchu

Uzaleznienie energii potencjalnej od r

r—>0 r—>0

=>V(r)= ~[fdr=--Zdar=-%1¢ F) =0 zaidzie V) =0 o4y c=0.
,, ) j gdy

f()=-

Uzaleznienie energii calkowitej od A4

1 2 2 2 2
r:—:V:—g:—au: E:L— i(lj +i2 +V(r):L— au +u’ b—au
u r 2u || do\r r 2u || do

u :Acos(go—goo)+ﬂ—?:>ﬂ:—Asin(go—goo):
L do

E =%{[—A8in(¢—%)]2 +{ACOS(¢—¢0)+§—fﬂ—a{ACOS(co—(poFm—a} =

2u

L’'4’ ua’ ua® L'A>  uo’
= +AAacoslp— @, )+ —Aacoslp—¢, )— = -

2 2 2
— L—{Az[sinz(gp—gp0)+ cos2(¢—gp0)]+2AL—’gacos(g0—(oo)+ luL? }—0{|:ACOS((D—(DO)+E} —

E

E nie zalezy od ¢ bo energia ciala nie zalezy od potozenia punktu na torze ruchu
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( przyjecie ujemnego znaku A mozna by skompensowac¢ zmieniajac o « statg ¢, )

1 1

1

2

2
L ﬂaz COS(CD_%)"'

ua
7

a:‘a‘ gdya>0;a=—‘a‘ gdy a <0

Rownanie toru dla sity
przyciagajacej] a>0

Rownanie toru dla sity
odpychajace; a<0

‘ ‘_ - = gdy a>0
2L°F
'UL? 1+ ,ua2 cos((p—(p0)+1
‘ ‘_ - : = gdy a<0
2L°F
IUL? I+ o’ cos(p— @, )1
L2
Hef
v =
() —
I+ [1+ ,uaz cos(go—goo)
L2
Hel




(04

2 f(”)Z—r—z
+ LZZ dr f(r)——d—V V= . +V(r)
Q= > il + const ar H
“(E-v,(r) o a L' «
\/ﬂ( f ) f(r):——2:>V(I"):—_ V (]/’)_ —
r - 2ur’ r
7.1 1 const = @,
(p:i_j - dr + const 1 1
pHer EE— I «a =—=du=——dr
1 2,Lll”2 - r r
200 20
: L1 1 L 1 L Tu
0@, = i—j . dr—i—j du = +—ﬁarccos g4 =
HETT D I’ «a H° 2E 20u  Lu’ mL 4a* 8EL’
—| E— >+ — + - 2 T3
H 2pr= 1 ANz M
1 >0 ] b—2cu | [ |
du = ——=arccos| — Lu
'[\/a+bu—cu2 Je { Vb* +4ac . p (,UOK j =0 W_l
: = tarccos 2‘0(‘ N = tarccos TF
a=2—E b:2_05 C=L—>O — 1+ 2 \ 1+ 2
1 1 10’ | MU pa | i Ha |

Sila przyciagajaca



o _
- r 2I’E
@ — @, = Tarccos Har — =14+ |1+ > COS((D—(DO)
- 2L°E uor Lo
N e’
L Rownanie toru dla sity
()= L przyciagajacej @ >0
2I’E
1+ [1+ ,ua2 cos(go—gpo)

Mozna pokazac 1z w przypadku gdy a<0 (sita odpychajaca)
otrzymujemy rOwnanie toru w postaci

L2

ula

o) 2LJE‘
—1+\/1+ . cos(go—gao)

o



f (I”) — —’% sita przyciagajaca

o o>0
(@) "y L¢O
1+ [1+ . cos(ga—gao)
o
Rownanie toru jest rownaniem krzywej stozkowe
P . .
v = Centrum sity w ognisku
1+5cos((p—g00)
& mimosrod
&> 1 E>0 hiperbola YE[?
=1+ — 20
e=1 E=0 parabola ua
O<e<l | ua’ < E<0 elipsa P parametr
207
p) I[?
Y7704 -
=10 E= "5p okrag P_,ua>0




Ruch po torach (orbitach) ograniczonych

Tory ruchu ograniczone (elipsa 1 okreg)
odpowiadajg energii E<0

e>1 E>0 hiperbola
e=1 E=0 parabola
0<e <1 _,Uaj < o clipsa

2L
e=0 |E= - Zzz okrag

P
- 2EL’

- 1+gcos(go—goo)

gz\/1+

pa’

E =

2

-
217

hiperbola

parabola

elipsa

L2

r=const=P=——

o




P

Ruch po elipsie 0<e¢<1 r=
, . . L . 1+5COS(§0—¢0)
Odleglosci od ogniska do peryhelium 1 aphelium P T
roo= P dla 7 — il dla P=——- EZ\/I-I- 5
min_(1+g) o—@,=0+2nx o (1-¢) O—@,=7T+2n7w HA Ha
Widac 17 pI’ZGj Scie r min™ T max™"'min quze Sl@ ZAS n-liczba catkowita
zmiang kata ¢ o 2t -orbita zamknigta
P P 2P o
rr . o« o 261 =7v. +r = + = = -
Dhtugosc¢ osi duzej: mhom e 1-g (1-&%)  E
Dhugos¢ duzej osi jest okreslona przez catkowita energie E
o Dlugos¢ os1 mate:
=g — | 2.
. 2b=2a 1—82: —E
@y okresla orientacje osi duzej elipsy
2b wzgledem os1 Ox kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych
" Ognisko w ktorym lezy
. o centrum sity
aphelium perihelium

X



Gdy ¢, =0 to duza poétos elipsy o £
pokrywa si¢ z osia Ox 1 1+¢ COS((D — (DO)
=0 odpowiada perihelium a
@ = 7 aphelium

Wyznaczenie ogniskowej elipsy f
(odlegtosci od ogniska do

21 UM I przeciecia osi symetrii elipsy)
. P i
1 ° r rmax_rmin:(a+f)_(a_f):2f:
0- 4y )| Fooe ~Twn L[ PP Pe
~ ‘] a | e ool ) =" —uas
2 2|1-¢ l+¢ l-¢

-1 B
’ b \
2- - Centrum sity (poczatek uktadu

- biegunowego) nie lezy na przecigciu
3 2 4 0 1 2 3 os1 symetrii elipsy lecz w ognisku
X
Po przesunieciu poczatku uktadu wspotrzednych o wektor d =[—f,0]=[-¢a,0]
o dtugosci rownej ogniskowej J =é&a iumieszczeniu g0 na przecieciu osi symetrii

elipsy rownanie elipsy w ukladzie kartezjanskim przyjmuje postaé 2 yz




Zwigzek toru ruchu analizowanych cial z torem ruchu ciala o

masie zredukowanej
Uwzgledniajac zwiazki wigzace wektory wodzace ciat o masach m; 1 m, w ukladzie

srodka masy fis oraz ]7; odpowiednio z wektorem wodzagcym ;+ ciala o masie

: _ m, . . mo
zredukowanej 4 @ F'=- 27 P=—1F
m, +m, my +m,

widac¢ i1z ruch obu cial zachodzi po elipsach o ogniskach potozonych w srodku masy

Dhugosci duzych potosi tych

E{Iysunek - elips a; 1 a, mozna powigzac z
4 - dhugoscig duzej potosi elipsy
m, >m, | bedacej torem ruchu ciata o
) | masie zredukowane]
— L m2 a _ ml a
L g, = a 2 T T
4 - m, +m, m, +m,

Gdy m; >>m,t0 g =0

a, = a czyli cialo o masie m,
porusza si¢ po elipsie w ognisku
- polozonym w miejscu potozenia
i | ciala 0 masie m;,




Wyznaczenie zaleznosci (1) w ruchu po elipsie
( ) L2 L2 a

Vor

-+ V(r)=

2

ua

%
a= m -dtugos¢ duzej potosi elipsy

2L°|E] N
e=|1- -mimosrod elipsy

dt r\ u

Do okreslenia potozenia ciata na torze mozna wykorzysta¢ zamiast zmiennej 7 (lub )

zmienng u, ktorej zwigzek ze zmienng » dany jest relacjg

= a(1— & cos(u ))
dr dr du
dt  du dt

. du
=qag sm(u)z

Po uwzglednieniu powyzszych relacji otrzymujemy rOwnanie

. \du 1 2|E|
— =+ 1
agsm(u) 7 +a(1—gcos( \/a ( cos’ + )



g£sin du =+ 1 28 a’e*|—cos’(u)+
‘ g )dt a(l—gcos(u))\| u \/ ( () 1)

. 2
as sin(u)@ =2 sin(u) _ 1 2/2] &=,1- 2L ‘E‘ -mimosrod elipsy
dt a(l—gcos(u))\ u ua
a
dt = +a L(l _c cos(u))du — 4= ﬁ -dtugos¢ duzej potosi elipsy

2
=t=ta —jl g cos(u ))du /

| 3 Rownanie
LM

a m(a — & sin(u))+ const ==+ Ha (u —& sin(u ))+ const A/Keplel’a
o

Po scatkowaniu obustronnym

[ =

Nie da si¢ relacji powyzsze] odwrocic tak by wyrazi¢ u(¢) przy pomocy funkcji
elementarnych. Mozna pokazac 1z obiegowi elipsy odpowiada zmiana u o 21

Z relacji powyzsze) wynika 1z zmiana ta zachodzi w czasie - _ pa 2

o
Czas ten jest rOwny okresowi1 obiegu elipsy



Czym jest u (anomalia mimosrodowa) ?
Wspotrzedne (x,y) ciata o masie zredukowanej w uktadzie O mozna powigzac z u

wzorem x =g cosu—as, y = bsin(u)

>

0

=

Dowc’)d Przyjmujemy @y =0
_P-r cos(u)— 6‘
:> cos

1+gcos / gcos

1 EC u)) (1 &)

—I/'COS —CZCOSM agc

2 2 2 .
y=Ar—x" =avl—-&" sinu=>bsinu

| Rozwazmy punkt P poruszajacy si¢ po okregu

o promieniu a tak 1z jego x-owa wspotrzedna x,

[ w kazdej chwili czasu jest rtOwna wspOlrzednej
" x ciala o masie zredukowanej . Jego

~~

wspotrzedne mozna powigzac z wielkoscia U
na rysunku x, =0 A‘ _‘00'

=|4P|=|0'P|sin(i7) = asin(ir)

= acos(ii ) - &a,

Poniewaz x,=x to - czyli anomalia mimosrodowa u to kat jaki z duzg osig

—!

elipsy tworzy wektor wodzacy

punktu P w ukladzie o poczatku w punkcie O’



Czasu obiegu elipsy dla ciala o masie zredukowanej 1
T =2r,%a?
a

Wzor ten mozna wyznaczy¢ takze wykorzystuiac wzory na
predkosé polowa 94 _ L ipole elipsy PR La’

dt  2u \ 8uE® 4
Dzi¢cki temu 1z predkosc¢ polowa ( moment pedu) jest stala to fgj
Stalos¢ momentu pedu pozwala takze okresli¢ stosunek predkosci
w peryhelium 1 aphelium

Up Ty Up
L = const = urpvp = Uryvy = — = — =
Uy rp 4 >
. Vp _ Tmax _ 1"‘8 1 2L2‘E‘ U_A) Iy Ip
v T mi —& E = —
A min /10(2 m,m,

Wyznaczony okres obiegu elipsy przez ciato o masie zredukowane;j £= (m1 +m 2)
jest rowny okresow1 obiegu przez oba ciala elips, po ktorych si¢ one poruszaja
W przypadku ruchu pod wptywem sity grawitacyjne] a=Gmm, czyli

Tz |[Bg¥? =0 1 e Gdy 1 1
B o B G( n ) T'=2r a’? =2r |—a)"”
o, m >>m G(m1 +m2) Gm,

Gdy ciatem o masie m,=M jest Stonce otrzymujemy [II prawo Keplera zgodnie z
ktorym dla wszystkich planet stosunek T—3 = 27;4 jest jednakowy

a,




Ruch po torach
nieograniczonych

b y

T

A

@ — @

P
1+gcos(g0—g00)

e &> 1 -2 hiperbola r=

2
5:\/1+E 2L2
mo

v =7— dla 9=¢, (perihelium)

min

=>e>1<E>0

r > 01 skonczone=1/r>0 =
cos(¢p — @) > —1/¢ ogranicza ¢

Py <P~ Qo< Py pg=arccos(-1/e) T/2<@, <m

r >0 dla ¢-9 =%o,

X
» ¢=1 -2 parabola £=0

e -1 2E _ P _

a x_z _ y_2 —1 rownanie w
a* b°  ukladzie O’ -
r—>o dla 9@ =%7
Na rysunku z uktadem
kartezjanskim @, = 0 r>0 1skonczonedla ¢-¢,#xx



Dyskusja rownania toru dla f(r)=-% gdy a<0

sila odpychajaca 2
P s=_|1+ 2E;¥Lz Lio
V= g & mimosrod
~ltecoslp—g,) p- L p parametr
He|

Rozwigzanie r > 0 1 skonczone istnieje tylko w przypadku gdye >1=FE >0

Rozwigzaniem jest druga gataz hiperboli _— p
. = b @ =@,~perthelium 7, =

=—X . .
_ Y a r> 01 skonczone=1/>0 =

cos(¢p — @,) > 1/ € ogranicza ¢
_(Dgr<¢ o (00< (Ogr
Py —arccos(1/e)<m/2

r—o gdy (@— @)L,
P__l4

P L
b= —
g’ -1 2E Ve =1 2uE

X a =



Wektor Rungego-Lentza calka ruchu odbywajacego
si¢ pod wplywem sity  f(7) =—-% ( dowéd éwiczenia)

catka ruchu

W przypadku ruchu po
elipsie kierunek wektora
M jest rownolegty do
duzej potosi elipsy
(ogdlnie rownolegty do
prostej przechodzacej przez
ognisko 1 peryhelium)

centrum sity (pocz. ukt. wspot.)
Dhugos¢ wektora
Rungego-Lentza jest rOwna

Fakt iz M nie zalezy od czasu_dostarcza 3 catek ruchu, z ktorych tylko jedna jest
niezalezna od catek ruchu £ 1L ( stalos¢ dtugosci 1 zerowanie si¢ sktadowej wektora
M prostopadlej do ptaszczyzny ruchu wynika ze stalosci £ 1 L )




Znajomos¢ wektora Rungego-Lentza pozwala na okreslenie w inny

’ ’ . . . . — - — ’/'
sposOb rOwnania toru ciala o masie zredukowane] M =¥xL—-a—

. L= 7 N\ - [ r
M-r :(?XL)-F—a—-F :(?x?)-L—ar =——ar
r H
( I
- Mrcos(gp—gpo):——ar
4 H
LZ
r = K
Mcos(¢—goo)+a
YE]? >0 I?
M =‘a‘\/1+ > =‘a‘g = Q¢ —
HA = HE _
p_ L L 1+gcos(go—gpo)
Hea|  ua P
rOwnanie orbity eliptycznejdla 0<e<l y =

(rownanie toru gdy o >0 ) 1+ ¢&cos(gp— %)



Ruch po wptywem sit ;)= —« B>1 lub B<1 ‘,B‘ ~

: .
0 potencjale S
207 p=2

oa>0,FE<0
1,0
o, |HE.,
b :_( 2 ) > 0.0-
E| 'V L
X=r %cos(go) 1.0
1,5

Y:Vﬂ‘f‘SIH(Q) 20— T T 7T T T T ]

L 20 15 10 -05 00 05 10 15 20

X

Mozna zauwazy¢ 1z dla g #1tor ruchu nie jest krzywa zamkni¢tg

W szczegolnoscl gdy g>1 mamy Ago:r“j“ 7 (L/r?)
21

(E_Vef(r))
(L/rz) ~dr < 7w

(E —V, (’”))

dr > 7

zasgdy p<1 mamy Ap= nj' T



2,0

1,5
1,0
0,54
0,0 H
0,54
1,0 1
X=r %cos((o) 1,5
Y=r ﬂL‘f‘ sin(go) o

Mozna zaobserwowac wystgpowanie maksymalnej 1 minimalne;j
odlegtosci pomiedzy dwoma ciatami



Dodatek . Wskazowki do skonstruowania przyktadowego algorytmu
do rozwigzania numerycznego rownania rozniczkowego

Rozwazmy rownanie rézniczkowe rzedu 1

% = £(t,)

Z powyzszego rOwnania wynika iz dla Af —0

x(t+ AAtZ —x(1) _ F(t,x) = x(t+ A1) = x(0) + £(¢, x(t) At

Wzbr powyzszy moze stanowiC podstawe do okreslenia wartosci xz+)
jezeli znamy warto$¢  x(7)

Zastosowanie wielokrotne tego wzoru pozwala na okreslenie wartosci
funkcj1 x(?) dla dowolnego ¢, gdy znamy wartos¢ funkcji x(z) dla
wybranego .

Biad obliczen wynikajacy z faktu 1z As jest skonczony a f(x, ¢) nie jest
funkcjg stalg w przedziale (.:+Ar) mozemy zmniejszy¢ wykorzystujac
wstepnie okreslong wartoS¢  x(r+an do oszacowania Sredniej wartosci
funkcjt f(x,t) w przedziale (.t+Ar)




Metoda predictor-corrector

W metodzie predictor-corrector schemat obliczen
prowadzacych do wyznaczenia x(1+A4¢) jezeli znamy
x(t) jest nastepujacy:

1) Okreslamy pierwsze przyblizenie szukanej funkcji
x(t+At) ze wzoru

X(t+Ar)=x(2)+ (£, x(¢))Az

2) Wykorzystujac uzyskany wynik wyznaczamy wartos¢
funkcji f(;+Af % f+Af3’

3) Wyznaczamy lepsze oszacowanie x(?) ze wzoru

x(t+At)=%(¢+At)+ % e+ AL X (2 +Ar))— f(2,x(2))jAL =

. x(t)%{ Fle+ A5+ A0)+ £t x(0)i



Metoda Rungego-Kutty rzedu 4

Schemat postepowania w przypadku stosowania do rozwigzania
rOwnania rozniczkowego doktadniejsze) metody Rungego-Kutty rzedu
4 przedstawiajg rOwnania

x(t + At) = x(t)+é[kl +2k, + 2k, +k, |
gdzie
k= f(t,x)At

k —f(t+At x+lk jAt
2 2 ” 2 1

At 1
k3=f(t+7,x+5k2jm
k, = f(t+At,x+k, At

Wybor wielkosci At zalezy od rozwigzywanego problemu 1 przyjete)
metody. Przy stosowaniu dowolnej metody trzeba sprawdzac czy
zmniejszenie wielkosci At nie wptywa znaczaco na wynik. Mozna tez

sprawdzi¢ czy wielkosci bedace catkami ruchu nie ulegaja zmianie w
czasie



Zamiana rOwnania rézniczkowego 2 rzedu na uktad dwoch rownan
rozniczkowych pierwszego rzedu

X=f(x,x,t)

Wprowadzajac nowg zmienng U — X otrzymujemy uktad dwoch rownan
x=u=x=F(u) gdzie Fi(u)=u
u=f(u,x,t)y=>u="r,(u,x,t) gdzi Fy(u, x,t) = f(u, x,1)

Na przyktad rownanie rozniczkowe drugiego rzedu
. L7 . (r) LA
u(r— )=f(r)=>‘r=fr

1273 u | 1273

mozemy po wprowadzeniu nowej zmiennej U =
zastgpiC przez ponizszy uktad rownan rozniczkowych 1 rzedu

r=1u
r L2
iGN
uoooptr




Wskazowki do skonstruowania przyktadowego algorytmu do
rozwiazania uktadu rodwnan:

d);gt) = F (x(¢),u(?),1) dzzgt) = F, (x(¢),u(1),¢)
%+ A7) = x(0)+ F (e ult) 1) (e +At)=ult)+ F, (x(e),ult). £ )

x(t+At)=%(t + At)+%{F1 (X(z+ Ar),7i (¢ + Az) t+ At)— F (x(2 ), u(t ), 2)}At
ult+At) =1t + At)+%{F2 (%(z+ At),a (¢ + At )t + At)— F, (x(¢),u(t), £ )jAt

Uktad ztozony z wigkszej 1losci rOwnan mozna rozwigzaC w
sposob analogiczny



Ruch ciata o masie zredukowanej pu odbywajacy sie pod wpltywem
sily centralnej F = f(r) ; mozemy znalez¢ wigc w sposob

numeryczny rozwigzujac uktad 3 rOwnan rozniczkowych 1 rzedu

2 L,
L@ L .

U 1273 L ur?

r=1u

Wartos¢ u dla chwili poczatkowej ruchu (z doktadnoscig do znaku)
mozna uzalezni€ od statych w czasie wartosct momentu pedu L 1

energil £ oraz wartosci » w chwili poczatkowej ruchu wykorzystujac
ownanie 77 L + V() Lpote L + V()
2 2ur? 2 2ur?

gdzie potencjat V(r) = — ] f(r)dr



a fry L

Gdy rB to e urB " u2r3
: . . a7 . L,
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Wprowadzenie tych zmiennych sprowadza si¢ do przyjecia w
wyjsciowych rownaniach o=1,u=1



