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ORIENTACYJNY PROGRAM WYKIADU z MECHANIKI KIASYCZNEJ

1)

2)

3)

4)

5)

Przypomnienie podstawowych praw klasyczne; mechaniki. Zagadnienie
dwoch cial oddzialujacych sila centralng. ROownanie ruchu wzglednego.

Catka energii 1 momentu pedu. Potencjat efektywny. Wzor Bineta.

Ruch pod wptywem sity o wartosci odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu
odleglosci cial. Wektor Runge-Lenza. Zarys metody rozwigzywania
numerycznego rownan ruchu.

Wiezy. Przesuniecia wirtualne. Zasada d'Alemberta dla punktu materialnego
1 uktadu punktow materialnych. Sita reakcji wiezOw, Rownania Lagrange'a
pierwszego rodzaju. Zasada Lagrange’a (prac wirtualnych). Przyklady
ilustrujgce zastosowanie zasady d'Alemberta oraz rownan Lagrange'a
pierwszego rodzaju.

Wspotrzedne uogolnione, Sita uogodlniona, rownania Lagrange'a drugiego
rodzaju. Funkcja Lagrange’a, rownania Lagrange'a drugiego rodzaju dla sil
potencjalnych. Ped uogodlniony. Wspotrzedne cykliczne. Calki pierwsze
roOwnan Lagrange’a II rodzaju. Potencjal uogdlniony dla czastki w polu
elektromagnetycznym. Przyktady ilustrujgce rownania Lagrange'a drugiego
rodzaju 1 sposoby ich analitycznego 1 numerycznego rozwigzania.

Potozenie rownowagi uktadow mechanicznych, trwalos¢ (stabilnos$¢) potozenia
rownowagi. Przyblizona analiza rOwnan ruchu w poblizu potozenia rownowagi.
Male drgania ukladu o wielu stopniach swobody. Wspoirzedne normalne.



6) Wariacja funkcji 1 wariacja calki. Rownania Eulera-Lagrange'a dla zagadnienia
wariacyjnego. Przyktady zasad wariacyjnych (w tym zasada najmniejszego

dzialania Hamiltona). Twierdzenie Noether, zwigzek calek ruchu z symetrig
uktadu.

7) Funkcja Hamiltona i rownania kanoniczne Hamiltona. Nawiasy Poissona.
Funkcja Hamiltona dla czgstki natadowanej poruszajacej si¢ w polu elektrycznym 1
magnetycznym. Przykiady.

8) Przestrzen fazowa. Analiza ruchu uktadow mechanicznych w przestrzeni fazowe;.
Twierdzenie Liouville’a oraz twierdzenie Poincarego o powrocie 1 ich zwigzek z
podstawami fizyki statystyczne;.

9) Transformacje kanoniczne. ROwnanie Hamiltona-Jacobiego. Separacja zmiennych
w rownaniu Hamiltona-Jacobiego. Przyklady catkowania roOwnania Hamiltona-
Jacobiego.

10) Elementy dynamiki uktadow nieliniowych. Chaos deterministyczny

11) Funkcja Lagrange'a 1 Hamiltona w mechanice relatywistyczne;.

Program wyktadu oraz kolejnos¢ realizacji tematow moze ulec modyfikacjom.
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Regulamin-Zasady zaliczenia przedmiotu

1) Przedmiot obeymuje 30 h wyktadu 1 30 h ¢wiczen rachunkowych.

2)Obecnos¢ na Cwiczeniach jest obowigzkowa. Dopuszczone s3 dwie nieobecnosci
nieusprawiedliwione za wyjatkiem ¢wiczen na ktorym organizowane sg kolokwia.

3) W ramach ¢wiczen zorganizowane bedg 2 kolokwia w semestrze, za kazde z nich mozna uzyskac
do 20 punktéw. Dodatkowo w ramach ¢wiczen do 16 punktéw bedzie mozna uzyskac tacznie za
rozwigzanie prac domowych, zadania projektowego oraz aktywnos$¢ podczas zajec.

4) Pisemny egzamin z przedmiotu bedzie sktadat sie¢ z kilku/kilkunastu pytan o charakterze
otwartym. Niektore pytania mogg odnosi¢ si¢ do zademonstrowania dowodu wyprowadzenia
wybranych relacji udowodnionych na wyktadzie. W ramach egzaminu beda takze do rozwigzania
zadania bardzo zblizone do przyktadowych zadah omawianych na wyktadzie lub rozwigzywanych
na ¢wiczeniach tgcznie za 20 punktow. Osoby ktore otrzymajg z ¢wiczen 44 punkty beda zwolnione
z koniecznosci rozwigzania zadan na egzaminie otrzymujac z nich 20 punktow. Za egzamin bedzie
mozna uzyska¢ maksymalnie 50 punktow.

5) Przed wystawieniem oceny z prac pisemnych 1 egzaminu moze by¢ przeprowadzona dodatkowa
rozmowa ustna. W czasie egzaminu i kolokwiow nie mozna korzysta¢ z materialow nie
udostepnionych w trakcie egzaminu przez prowadzacego.

6) Warunkiem koniecznym zaliczenia przedmiotu jest otrzymanie z ¢wiczen co najmniej 25 punktow
oraz uzyskanie na egzaminie co najmniej 25 punktow.

7) Ocena z przedmiotu jest oceng taczng, wystawiang na podstawie sumy punktow z ¢wiczen 1
egzaminu wedtug nastepujacej skali: 0-49 pkt — 2.0, 50-59 pkt. - 3.0, 60-69 pkt. — 3.5, 70-79 pkt. —
4.0, 80-89 pkt. — 4.5, 90 pkt. 1 wiecej — 5.0.




Przypomnienie podstawowych praw mechaniki punktu materialnego

1, - ( obowigzuje w inercjalnych
I zasada dynamiki Newtona g = F uktadach odniesienia gdy [v| << ¢

c- wartosC predkosci Swiatta)
m-masa punktu materialnego, g -wypadkowa sila dziatajaca na punkt materialny

. dv dF , , :
a=—-=_3 -przyspieszenie punktu materialnego,
. dr . : * :
V= ?’; -predkos¢ punktu materialnego, 7 -wektor wodzacy punktu materialnego
Stosowana konwencja oznaczenia pochodnej po czasie
dg ozn. =, dzA oz_n. = _ - . -
oY = Ad=v=r v=r
Roéwnanie ruchu mi=F <mr=F
W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych 7 = xi + y]’ +zk i,j,k -wersory

,J
V=vi +v,J +v.k =Xi + 3] +zk 5:ax17+ay]'+azk =Xi+jj+zk F =Fi —|—ij +Fk
mx=1F,  r4wnania rozniczkowe rzedu drugiego
mr=F<my=F » RoOwnania te mozna formutowac takze w uktadach krzywoliniowych

ms = F znajac rozklad na skladowe w tych ukladach wektorow przyspieszenia
(¢wiczenia) 1 sity



—|2

° ° v . I . .

Energia kinetyczna E=T 1= M _m Z 2 ; -sktadowe predkosci ciata w
2 275 uklfadzie ortogonalnym

2

i

: , : 1
Dla uktadu ztozonego z n punktoOw materialnych o masachm, 7T = ZTZ. = EZ m,
i=1 i=1

‘Potencjat V' ( gdy nie zalezy jawnie od czasu V=energia Ipotencjalna)
gest funkcjg wspotrzednych okreslajgcych potozenie punktéw materialnych

wchodzgcych w sktad uktadu oraz ewentualnie czasu ,

potencjat definiuje si¢ takze dla pojedynczego ciata poruszajacego sie pod dzialaniem
sit wytworzonych przez ciata spoza uktadu,

wielkos¢ uzyteczna przy zapisie rownan Lagrange’a Il rodzaju 1 rOwnan Hamiltona)

Ogolny zwiazek miedzy sita wypadkowa dziatajaca na i-te cialcF, i potencjatem

F =— gradV =-VV (pozwala na jego wyznaczenie z doktadnoscig do stale; )

W uktadzie 14 oV oV X;Vpz; - wspolrzedne
kartezjanskim b= F,=—— =T okreslajace potozenie i-tego
Oox, oy, 0z, .
l ’ : unktu materialnego

Potencjal w sensie okreslonym powyzej mozna okresli¢ gdgl wszystkie sity
dziatajagce w uktadzie sg potencjalne (mozna dla kazdej z nich okresli¢ potencjat
wykorzystujac relacje analogiczng do powyzszej)

Zasada zachowania energii
Gdy wszystkie sity dziatajgce w uktadzie sg potencjalne 1 potencjat ten nie zalezy

jawnie od czasu, to catkowita energia E=T+V jest statg ruchu



Ped 1 moment pedu dla uktadu ztozonego z punktow materialnych

—

D = D o D — o _ 8 L =71, X p;
b,=2P P, =my, =mpf, L,=YI Li=fxp

1

Zwiazek pedu z wypadkowa sita (sumowanie po punktach materialnych)

—

> _ F gdzie F, -suma wektorowa wszystkich sit zewnetrznych

pl/l w

Zwiazek momentu pedu z wypadkowym momentem sit
Moment pedu 1 moment sity bedagcy sumg momentow sit
, dzialajagcych na wszystkie punkty materialne okreslamy
Eu — DW — ZFI X wzgledem tego samego punktu spoczywajgcego w
i inercjalnym uktadzie wspotrzednych lub srodka masy uktadu.
Gdy sity dzialajace miedzy punktami sg centralne (dziataja
wzdtuz proste; taczacej dwa punkty) to nie wnoszg one
wktadu do wypadkowego momentu sit.

sl

Zasada zachowania pedu 1 momentu pedu

F =F =0= p, =const zasada zachowania pedu (3 caltki ruchu)

zasada zachowania momentu pedu
(3 catki ruchu)

—

D,=D,. =0=L =const

w w,zew



Reguta sruby prawoskretne
h =axb

Reguta prawej reki P
| 72

axb

b
& 4

/' kierunek palcow

a \




Zagadnienie dwoch cial oddziatujacych silg centralng



Sila centralna

A r " Fy r=|r]
— o
17“12 . - r _ _
—_f() lezf(’”); Fy, = =1,
Dla oddziatywania grawitacyjnego G ,
( sita przyciagajaca) f(r)=— m1m2 <0 G=667-10" ]]\cfm2
g
M E I, £,y
Dla oddziatywania elektrostatycznego w prozni
A f(r)= %gz _g85-10-2 V7
£, O—> drg, 1 eRE 2
12 q2>0 F
q,>0

( sita odpychajaca dla tadunkoéw ¢, 1 ¢, o jednakowym znaku)

= = 1
Dla oddziatywania grawitacyjnego lub elektrostatycznego ‘Flz‘ = ‘le‘ = | f (r)| oC —
r

f (7‘ ) = _r_z Ol -stala a = Gmm, dla oddzialywania grawitacyjnego




Rownania ruchu 1 uktad srodka masy w zagadnieniu dwodch ciat

—

Fvlzz_f(r)g lezf(’")g

Polozenie srodka masy uktadu okresla wektor R=
srodek masy \

mir + m,r,

m, +m2

—_
j »
L

- __ =8 _>_’__’S D
vn=r +R,r,=r +R

Z 11 zasady dynamiki Newtona zapisanej w uktadzie inercjalnym O wynikajg rOwnania

- 7
mr = —f(l’)— - °; 3
Vv

l”ll_”i +m,r, =0
mzﬁz :f(’”)g /dzv

ﬁ: mlrl +m2r2 _ mlrl +m2r2 =O
dt’

m, +m, - m, +m,
Przyspieszenie Srodka masy jest rowne zeru czyli Srodek masy mozna przyjac za
poczatek ukladu inercjalnego. Wynika to z faktu iz sila wypadkowa dzialajaca na
uklad cial jest rowna zeru (brak sil zewnetrznych)




Rownanie ruchu wzglednego w zagadnieniu  dwoch ciat

r —

Srodek masy \ 2 F,=—f(r)= F, = f(r)

mp, =—f(r)==r =——fr)= mi =f(r)-oi =— Fr)-

Odejmujac rOwnania otrzymane stronami

- =2 <y g 17 1 1 N 171 1: . -|—1
n—h o =h —h = f(r)= T —>r=f(r)—— Lo mom,
s

RoOwnanie ruchu
wzglednego

m,m,

lu;': = f (I”) i p=- —  -masazredukowana
1 2
r



Ruch w polu sity centralnej a zagadnienie dwoch cial

srodek masy \ r

RoOwnanie ruchu
wzglednego

N r -masa zredukowana
pr = f(r)— p=—i=2
r

m,+m,

1) Réwnanie powyzsze opisuje ruch ciala 2 w uktadzie o poczagtku w miejscu
potozenia ciata 1. Uktad ten nie jest uktadem inercjalnym, gdyz przyspieszenie ciata 1
jest w ogolnosci rozne od zera.

2) Rownanie to ma taka postac jak rownanie opisujace ruch hipotetycznego ciata o
masie zredukowanej 4 w uktadzie inercjalnym pod wpltywem sity centralnej
skierowanej stale w kierunku poczatku uktadu wspoétrzednych (centrum sity) (gdy
f(r)<0) lub kierunku przeciwnym (gdy f(r)>0)

3) Znajomos¢ ruchu ciata o masie zredukowanej pozwala na okreslenie zaleznosci

od czasu wektorow 7° oraz 7, okreslajacych potozenie obu ciat w uktadzie o
poczatku w srodku masy



)

srodek masy\

m.r. +m,r. ~ . -
O = L1 2 2 :>(m1+m2)R=m1r1 +m,F,
m, + m,

Dodajac rownania otrzymane stronami

m

(m, +m, )R +m7 = (m, +m, ), =7, =R+ F=>7Fi=F-F=R-——2—F
m, +m, m, +m,
W uktadzie o poczatku _ - My - s m, .
w srodku masy m, +m, m, +m,

m,m,
ILl — ~ m2 S ~ 2 ) P
Gdy m, >>m, to m, +m, oraz 1, RV ro =0

7 Rownanie opisuje ruch ciata 2 pod wptywem sily centralne;
skierowane] w kierunku nieruchomego centrum sity potozonego
w miejscu potozenia ciata 1 lub w kierunku przeciwnym

mz’._”::f(’”)

v



Moment pedu w zagadnieniu dwoch cial
Moment pedu w uktadzie o poczatku w srodku masy

= ~ = ~ - m - - m - =
L'=F"xmpr’ +7% xm, =| ——=—F |xm7' +———Fxm,F, =
m, +m, m + nt,
" m 7 -predkosé
— 172 Zs\Ff—FS =7 x Ur = 7s N - hipotetycznego ciata o masie
> L =rxur
m; +m, lu zredukowanej (predkos¢ w

' = . ruchu wzglednym
Moment ten jest stalg ruchu ' = const gdyz | glednym)
Whniosek ten bylby stuszny

. —
—
— -

S r = .
L =rxur+rxur=rxur =rx—f(r)=0= [’ =const rowniez wtedy gdyby

) " f(r)= f(F)=f(x,2,2)
@i =F = f(r)=

r
Niezaleznos¢ od czasu momentu pedu wigze si¢ z tym 1z sity wewnetrzne dziatajace w

uktadzie sg sitami centralnymi oraz brak jest sit zewne¢trznych wywieranych na ciala w
uktadzie przez ciala spoza uktadu

~



—

L =rx ,uF = const ===DWektory 7 j leza w stalej plaszczyznie prostopadtej do r
s n, m, S L m,

- = - > m =
v, = r=r, = roR =— P =— 2 j ‘

Ruch wzgledny obu cial jest ruchem plaskim odbywajacym sie
w plaszczyznie prostopadlej do kierunku wektora wypadkowego
momentu pedu ukladu zlozonego z tych cial okreslonego w
ukladzie srodka masy.

Do opisu ruchu w tej ptaszczyznie mozna wprowadzic¢
dwuwymiarowy uktad biegunowy.



Uktad biegunowy
Do opisu ruchu w tej plaszczyznie z=const mozna wprowadzi¢ dwuwymiarowy ukiad

biegunowy. Wspotrzednymi w tym uktadzie sg wielkosc1i  , oraz @ .Zachodza
relacje

—

e. = cos(gp)f + sin(ga) Jj
o = sin()i + cos(p)/

1

Wektor wodzacy r =re,
Predkos¢ V=re, + V¢é¢

Sktadowa radialna V. =7

Skladowa transwersalna Vv, =7

Przyspieszenie ; _ (,', rqp)e 2rq0+r(0) '

Sktadowa radialna  a. =i —r¢’ Sktadowa transwersalna &, =rQ+2r@

Moment pedu ciata o masie m L = mr’gk

Jest on prostopadty do ptaszczyzny w ktorej odbywa sie ruch czyli jest rownolegly do osi Oz

. o. 10 .
Operator gradientu v-;é+ —é



W uktadzie biegunowym o poczatku w srodku masy z osig Oz prostopadia do
plaszczyzny w ktorej odbywa sie ruch wzgledny obu cial ( jak tez ruch
hipotetycznego ciala o masie zredukowanej) moment pedu uktadu cial wyraza
s1¢ wzorem

—_— .
— 2 e

L' =Fxur=urge =Leé =L =

Ze statosc1t momentu pedu wynika statos¢ predkosci polowe;j .
okre$lajacej szybkos¢ z jaka wektor 7 jak i wektory 7,7’ dr
zakreslajg pole w trakcie ruchu. Prawo to w odniesieniu do
ruchu planet nosi nazwe Il Prawa Keplera

II prawo Keplera

Dla ciala o masie zredukowanej zachodzi w szczegolnosci

1. . 1 1
JA E‘rxdr‘ Erh Err‘dqﬂ‘ 1 Li I
~ - ~ =—r’|g| =" =—=const
dt dt dt dt 2 2u 2u




Energia w zagadnieniu dwoch cial
Energia kinetyczna w uktadzie srodka masy

2
__ml(rl)z_i' mz( )z_;m{_ = ’71 +%m2{ - ’7} -

m, +m, m, +m, g,
1 mm | - -
_ 172 (m2_|_m1) 2__/”2 m, +m,
2 (my +m, ) 2 F =7 -7
Energia potencjalna (potencjat V) R - . -
W ukladzie biegunowym w plaszezyznie ruchu 7 =76 =€ =~ F'=Fre +Fe,
- 7 R
=f(")—=f(")€ = F, = f(r),F,=0
- 8V 10V . oV 1oV
F:—gradV———e ————e¢,>F =——F =——— A zatem
or rop * or r o
potencjat zalezy tylko od wspotrzednej radialnej V=V(r) 1 jego warto$¢ mozna
okresli¢ z doktadnoscig do stalej z rOwnania oV
=== V==[f()dr
¥
: .. ov _ - oy
Mozna pokazaCiz F =—gradV = gradV = Ee = — f(r); =F, r=r —r

F = —grad, V——gradV——(;—Ve —f(l”)£=ﬁ'21
¥ r

Wprowadzenie potencjatlu nie bylo by mozliwe gdyby f(r)= f(F)=1(r.p)



Energia catkowita w uktadzie srodka masy
dV(r) V-potencjat
f(r)=-
dr
c;_ff ;%VM: f(r)g.? — f(r)i = f()e, = f(r)F = [y, = f ()
w = ()
A zatem d—E—f(r)v —f(Mr=fryr—f(rr=0 = E=const

Energia ta jest stalq ruchu co wynika z faktu 1z wszystkie si
potencjalne, a potencjal nie zalezy jawnie od czasu

W ukladzie biegunowym mamy |V =V'¢ =" V,=V€, =1rQ

dzialajace w ukladzie sg

L.

I"

Energie tg mozna zapisa¢ w postaci

L —L = wr’p = ¢ =
E=§?2+V(r)—’;(v +v )+V(r) (r +r’ go +V(r)ﬁl

- \L\ =|L]
- P Wzor jak dla ciata o0 masie x4 poruszajgcego

w przestrzeni jednowymiarowej w
240 efektywnym potencjale ¥,

gdzie V()=



Jakosciowa analiza ruchu wzglednego w oparciu o calki energii £
i momentu pedu L w ruchu wzglednym

) )
Hr gdzie potencjal L
= — V = +V
£ o T Vef () efektywny s () 2 1’ ()
1 L=|L=|L]
1 Warunek na dozwolone wartosci 7 o

— P =E-V (r)>0 "

7 postaci zaleznej od postaci potencjatu

1 efektywnego

F=06E-V (r)=0 —— Rownanie okresla granice obszardw,
ef , . ;s
w ktorych moze odbywac si¢ ruch

W punktach w ktorych 7 = Qciato o masie zredukowanej u jak tez

ciala o masach m; 1 m, w ogolnosci nie spoczywaja gdyz w
przypadku gdy L # 0 to sktadowa transwersalna predkosci
L

— = e— z
V,=rQ=r—

w> W tych punktach w ogo6lnosci nie zeruje si¢



Przyklad: Analiza potencjalu efektywnego dla sily przyciagajacej
f=== (@>0) gdy L #0

(sita grawitacyjna lub elektrostatyczna miedzy tadunkami o przeciwnych znakach)
Wyznaczenie potencjatu:

fr)=—"5=="" rin=-% u ,

2ur

2

Cechy analizowanego potencjatu efektywnego

czton _% dominuje dla duzych r limV, (r)=0

r

L2

czton 5,7 dominuje dla matych » limV,, (r) = oo

V

posrodku jama potencjatu o
Podobny charakter ma potenciat efektywny

dla sity przyciagajacej f®=-7 (@ >0)

(r)

~ | R

a

ady 1cg3  (potencjal  ro=—gli




Zaleznos¢ charakteru ruchu wzglednego od energii w ukladzie
srodka masy £ dla sily przyciagajacej z ,,jama potencjalu”

1) Gdy E=E > 1130} V(") to ruch ciata o masie zredukowane;

nieograniczony r=2vr,.  gdzie E =V, (1) Vv .(r)
Cialo o masie zredukowanej 1z moze oddali¢ si¢ do :
nieskonczonosci (odlegtos¢ migedzy ciatami o
masach m; 1 m, moze stac si¢ nieskonczona) k
W najprostszym przypadku ‘
- | r
. — ur
Przychodziz r = E 2
2
® >
Punkt zwrotny £
3
7 (Trin) :> r = " Dla sity f{r)=-a/?
Idzie do 7 = mamy hiperbole
Dla przypadku niektorych sit w pewnych warunkach ciato o masie u przed 2 2
oddaleniem si¢ do o moze kilka razy okrgzy¢ centrum sity np. f(n=-= gdy PL o cE

7

2

( dla sily tej nie ma jamy potencjatu ale rowniez gdy « <LZ to llilgV; (r) 00 )



2) GdyE:E2:I/ef(rmin)zl/ef(rmax)<liml/ef(r) I/ef(r)
ruch ciata o masie zredukowanej 1 E

zachodzi pomiedzy dwoma okregami
o promieniachr, .17,

/ > E2 1
Ruch pomig¢dzy PXad 7
o\ okrggami o dwoch
/ . promieniach E, -
\( min Vinax

e (LZ /r? )
ortiamore bycomvara 7~ 1 5y

Orbita jest zamknigta gdy  2A@ =27 —  nm-liczby calkowite
m

W ogolnym przypadku orbita jest zamknigta tylko dla odpowiednio
dobranych energii £1 momentu pedu L czyli dla szczegolnych
warunkow poczatkowych ruchu



Jednakze sile 7(r) = —ﬁz odpowiada zawsze (niezaleznie od konkretnych wartosci
r

(Lz/rz) -
,U(E_Vef(”))d

E 1L) orbita zamknigta 1 w tym przypadku mamy zawsze Agp = nj \/
ro 2

(torem elipsa o ognisku w centrum sily)

Liin \
T . .
max \ ognisko elipsy

(centrum sity)

4

Dygresja Podobna sytuacja ma miejsce wowczas gdy f(r) =-kr ( V(r)=kr’/2) gdy
mamy A@=7m/2 (torem jestelipsa z centrum sily na przecieciu osi symetrii
elipsy). W tym przypadku LimV, () =limPV, (r) =

1 centrum sily

I S
ognisko elipsy

min




3)Gdy E=E=V,(n)<V,(r#n)

to ruch ciata o masie zredukowanej 1 zachodzi po okregu o
promieniu 7, (odleglos¢ miedzy ciatami o masach m, 1 m,

pozostaje stata i rowna r,) 1 Ve (r)
El
Ruch po okregu
E=V, (%) E,
r=0
r = const =7, E, ;:0




Zaleznos¢ charakteru ruchu wzglednego od energii w ukladzie
srodka masy £ dla sily przyciagajacej typu s»n=--2  z 5>3

L2
Np. gdy [0)=—"% T rin=—2)V, (r)—— e —

3r- 2ur
L2
czton 5 = dominuje dla duzych r }1_{2 V,(r)=0
czton —% dominuje dla matych » 1MV, (r) =—o0 | \ )
\
posrodku garb potencjatu ‘\ L 5
Ciato o masie zredukowanej 1 energii E pokazanej na v 2ur
rysunku moze oddali¢ si¢ na nieskonczong odlegtos¢ 14 ( 7-) '
od centrum sity lub ruch jego jest ograniczony w o MR N
przestrzeni w zaleznosci od poczatkowej wartosc1 » g ——
P -
- > %
A )

Spadek na centrum sily gdy L# 0 jest mozliwy w potencjale p(r) = _% gdy n>2
lub V(r)= _ﬁ gdy >_ 4

2u



Wyznaczanie zaleznosci r(t) oraz ¢(t) przy wykorzystaniu
calki energii £ oraz momentu pedu L

dr
E= 0PV 0= )= s e, () 245
2 at H \/(E_Vef(r))
V= ~+V(r) Wyrazenie to wigze 7 z r w ruchu o y2i
) okreslonym E'1 L.
L= ‘L‘ =|L.] Stanow1 takze rOwnanie rozni € 1 rzedu
pozwalajace na okrestetiie ()

Z.aleznos¢ czasowa

7(t=t,)

Pt =t,)

LZ=,ur2gb:>d—(D L - L ~dt = = J- = dt + const /
dt ur’

™ o(t)

Zwykle wyniki nie dajg si¢ wyrazi¢ przy pomocy funkcji elementarnych



dr L:‘Z‘=‘LZ‘ V.:zL—22+V(r)

—di=+ L o
do =—2-dt
Jz@—@@» e
7 rQ=e,)
+ L dr iL il> i
dop = pr
,ur2 2 ] ¢:j dr + const (0(7’) —> 7'({0)
Jﬂ(E V() J i (-, (+)

Rozwigzanie wyrazajace si¢ przez funkcje elementarne dla /()=-—
ody n=2,3,-1, przez funkcje eliptyczne dla n=4,5,7,0,-3,-5

- iLZdr
Ap= | \/ aud dr— Zmiana kata ¢ przy zmianierodr . dor, ..

2
Iu(E_I/ef(r))

Tmin

Znajac r(¢p) mozna probowac wyznaczy¢ zaleznos¢ t((p)

\
L. 7

2 2
d — d :L — ﬂ ¢(t)
O ﬂrz I =dt L dp =it j L dp+const—— l‘(gp) /\Q(t )




Wyznaczanie zaleznosci r(¢) oraz ¢(t) przy wykorzystaniu
rownania ruchu wzglednego oraz calki momentu pedu L

0 7
Z rownania ruchu wzglednego ** =/ ); otrzymujemy
a. =rF—r¢

. - ~ —
,u(a,,e,, + a(peq)): f(r)e, u(@@—re*) = f(r)

/ /
=0 pa,=f()

Wykorzystujac catkg momentu pedu #=° 5 1uwzgledniajgc to 1z L. =1

2

Ay

LZ

otrzymujemy U (T - u2r3> =f() (%

Powyzsze rOwnanie pozwala na wyznaczenie »(¢) w wyniku rozwigzania rOwnania
rozniczkowego rzedu Il przy znajomosci r, 7 w chwili poczatkowej ruchu (© mozna
uzalezni¢ od r, E 1 L korzystajac z catki energii). Znajac r(t) zaleznos¢ ¢(t) mozna
okresli¢ wykorzystujgc rownanie ¢=% . Obliczenia mozna dokona¢ w sposob
numeryczny np. zamieniajac rOwnanie rozniczkowe rzedu drugiego (*) na uktad
dwoch rownan rézniczkowych rzedu pierwszego wprowadzajgc nowa zmienng u = 7



Wzor Bineta (uzyskujemy go eliminujac w uzyskanym rownaniu # )
dr . L dr _ L d(l)

L B
LZ §b= 22 rr:d—¢: : =
F— — o wdp N\ pudo
,U(T M2T3> = f(r) 75 \
do\r
s dr_d L dfl1})_ d(_LZ dGD. _d (_LZ d (%J L __ I lj

L=, T

1) Wzor Bineta pozwala dla okreslonego toru ruchu »=r(@) wyznaczenie postaci sity
centralnej powodujgcej ten ruch czyli wyznaczenie postaci funkcji /(7).
2) Wzor ten pozwala dla okreslonej sity f(r) na drodze rozwigzania rOwnania

rozniczkowego rzedu drugiego na okre$lenie rownania toru #=r( @) zaleznego od
dwoch statych dowolnych, ktore mozna uzalezni¢ od r((o = O) i ;i—r(go =0).
Jedng ze stalych mozna uzalezni¢ od energii 1 momentu pedu wykorzystujac wzor

: 2 wynikajacy z relacji p= 2,y (noraz v, -t .y i _L_ﬂ:_L_i(_j
E—L_{Lli(lﬂ +L}+V(r) YRR J T () T2 0 prede  pde
Qo\r

2u LZ LZ

r



Przvktadowe trajektorie cial oddziatujacych sita centralng o potencjale

_ @ Ksztalt toru zalezy od parametru au )
V()= yodp R

Tor z rysunku a) odpowiada sile odpychajacej, pozostate sile przyciagajace;

3) a>1 & o D, a=1/2
E>0,a<0 /~+-
{/f// " f///ﬁ\
1 v
y =
Ccos(alp-9,))
E>0,aa>0
a’ <0
E<0,aa>0 " /\
Rysunek nie pokazuje
/ . .
. 1 - e\ —%  wszystkich mozliwych
~ Ccosh(b(p-0p,)) torow ruchu cial, a
b2~ tylko przyktadowe
=—a



