Elementy fizyki statystycznej

Rozklady statystyczne klasyczne 1 kwantowe

Wybrane witasnosci gazu ztozonego z
jednakowych fermionow na przykiladzie gazu
elektronow w metalu

Kondensacja Bosego-Einsteina w gazie
zlozonym z jednakowych bozonow
(dla zainteresowanych)



Rozktady statystyczne klasyczne 1 kwantowe



Fizyka statystyczna

Zajmuje si¢ badaniem uktadow zlozonych z bardzo wielu
obiektow (czagstek). Przy pomocy metod fizyki statystyczne;
mozna uzyska¢ informacje o Srednich  wartosciach
mikroskopowych wielkosci fizycznych (takich jak potozenie,
ped, energia Kinetyczna) charakteryzujagcych  stan
poszczegOlnych czastek 1 uzaleznic od nich  wielkosci
makroskopowe charakteryzujgce stan calego uktadu takie jak
np. jego energia wewnetrzna, cisnienie, temperatura.

Praktyczny pomiar wielkosci mikroskopowych dla wszystkich
czastek nie jest mozliwy z uwagi m.in. na ogromng 1los¢ czgstek
wchodzgcych w sktad uktadu. Mechanika kwantowa narzuca
dodatkowe ograniczenia na pomiar mikroskopowych wielkos$ci
fizycznych na  skutek zasady nieoznaczonosci  oraz
nierozroznialnosci jednakowych czgstek



Podstawowe pojecia fizyki statystycznej

Stan mikroskopowy (mikrostan)—stan uktadu opisany poprzez podanie
maksymalnej informacji o stanie w jakim znajduje si¢ kazda z czgstek
uktadu.

W fizyce klasycznej do jego scharakteryzowania niezbgdne jest
podanie mnformacji o polozeniach 1 pedach wszystkich czastek uktadu.

W mechanice kwantowe) okresla si¢ go poprzez podanie wartosci
wiasnych wszystkich komutujgcych ze sobg operatorOw wielkosci
fizycznych (ktore mozna jednoczesnie zmierzyC), przy pomocy
ktorych mozna opisa¢ stan w jakim znajdujg si¢ czastki. Dla czastek
swobodnych nieoddziatujacych ze sobg moga to byC¢ skladowe
wektora pedu oraz rzut spinu na o§ OZ.

Stan makroskopowy (makrostan)— stan ukladu okreslony poprzez
podanie  wartosci  wszystkich  parametrow  makroskopowych
charakteryzujgcych stan uktadu. Jednemu stanowi makroskopowemu
moze odpowiadac kilka stanow mikroskopowych.



Pomiar wielkosci makroskopowych

W pomiarze wielkosci makroskopowej X mierzymy zawsze
wielkosci usrednione po pewnym przedziale czasu T, przy czym
czas 1 jest na tyle dlugi ze wynik w stanie stacjonarnym w
zasadzie nie zalezy od tego czasu

<X>=;IX(t)dt

W fizyce statystycznej zaktada sie ze Srednig po czasie mozna
zastgpi€ przez srednig po mozliwych stanach mikroskopowych QO
w jakich moze znajdowac si¢ uktad.

x)=2 P0)x(0)
Q

P(Q)- prawdopodobienstwo tego 1z uklad znajduje si¢ w stanie
mikroskopowym QO
X(Q) —warto$¢ zmiennej] X w O-tym stanie mikroskopowym

Wielkosci P(Q) sa okreslone przez rozklady statystyczne opisujace
zb10r obiektow (czgstek) wchodzacych w sktad uktadu



Rozktad mikrokanoniczny

Opisuje uktad odizolowany od otoczenia o stalej liczbie czastek,
nie wymieniajgcy z otoczeniem takze energii.

Przyymuje si¢ 1z wszystkie stany mikroskopowe dopuszczalne
przez warunki zewngtrzne sg jednakowo prawdopodobne

Dla takich stanéw poy=_. -

S1 N

0
gdzie sumowanie obejmuje wszystkie dopuszczalne stany
mikroskopowe, N-liczba dopuszczalnych stanow mikroskopowych

Prawdopodobienstwo wystgpienia konkretnego stanu
makroskopowego jest wprost proporcjonalne do liczby stanow
mikroskopowych go realizujgcych (w ktorych wielkosci
makroskopowe przyjmujg wartosci charakterystyczne dla danego
stanu makroskopowego)



Wprowadzamy funkcje W(x) zwana prawdopodobienstwem
termodynamicznym okreslajaca liczbe dozwolonych stanow
mikroskopowych, dla ktorych zmienna X przyjmuje wartos¢ x

a takze funkcje P(x) okreslajacg prawdopodobienstwo tego 1z zmienna X

przyjmie warto$¢ X, dang wzorem  p(x - )= ZV:V(X =x) _WX=x
W(X =x) N

Okreslamy srednig wartos¢ wielkosct X ze wzoru
ZW(x)x

X) =Y xP(x) =2

(X) = 2 xP() S0

Sumowanie obejmuje wszystkie wartosci jakie moze przyymowac zmienna X.

W przypadku gdy X przyjmuje wartosci ze zbioru ciaglego trzeba sume

zastgpiC catka

_]9 W (x )xdx

(x)=

T W (x )dx

a W(x)dx okresla liczbq_oﬁqikrostanéw dla ktoérych zmienna X przyjmuje

wartosci z przedziatu (x,x+dx) (lub tez w przypadku czastek klasycznych objeto$¢
przestrzeni fazowej dla ktorej spetniony jest ten warunek).



Entropia

Dla dowolnego stanu makroskopowego mozna wprowadzi¢ entropie rowng

S = kB In W(x) ks-stata Boltzmanna, kg=1,38*10-23J/K.

W(x)-liczba stanow mikroskopowych realizujacych dany stan makroskopowy
w ktorym pewna wielkos¢ makroskopowa X (np. energia) osigga wartos¢ x
(prawdopodobienstwo termodynamiczne).

Entropia osigga maksimum dla x odpowiadajgcym takim stanom
makroskopowym, ktorym odpowiada najwigksza liczba stanow
mikroskopowych.

Uktad 1zolowany dazy zawsze do osiggniecia stanu o maksymalnej entropii.
Dla uktadu ztozonego z dwdch niezaleznych od siebie poduktadow mamy

W =wWw,

A zatem entropia jest wielkoscig addytywna

S=S8 +8,



Przykiad z tizyki klasyczne), kKiedy zaktadamy 1z uktad sktada si€ z 4 czgstek, ktore sg
rozroznialne. Mogg znajdowac si¢ one w dwoch stanach (w dwoch pudetkach).
Makrostan jest okreslony poprzez liczbe czgstek w kazdym ze stanow (pudetek) np.
moze do jego wyznaczenia stuzy¢ X-liczba okreslajgca liczbe czgstek w 1 stanie
(pudetku) przybierajgca wartosci ze zbioru X=0,1,2,3,4 . Mikrostan jest okreslony przez
okreslenie potozenia kazdej z 4 czastek. IloS¢ makrostanow =5, 1los¢ mikrostanow=16

[los¢ czastek w stanie (pudetku) Liczba mikrostanéw ~— Prawdopodobieastwo

o realizujacych stan  stanu makroskopowego
makrostanu 1 2 makroskopowy

I 4 0 W(X=4)=(jj=j(!)!=1 P(X =4)=1/16

11 3 ] W(X:?’):@j:sﬁ!:éi:“ P(X =3)=4/16

t 2 2 W(XZZ):C]:zi!:zz%zzé P(X'=2)=6/16
Y 1 3 W<X=”=@=$=f.‘2=4 P(X =1)=4/16

4) 4
v 0 4 W(XzO):( ]:(M:l P(X =4)=1/16



Mikrostany

Numer makrostanu
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Najwickszym  prawdopodobienstwem  charakteryzuje si¢ stan
makroskopowy, ktoremu odpowiada rowny podziat czastek pomiedzy
obydwa stany (pudeltka).

Roznice miedzy prawdopodobienstwami wystgpienia makrostanow
charakteryzujacych si¢ w miar¢ rOwnomiernym podziatem czgstek
pomiedzy obydwa stany (pudetka), a makrostanami dla ktorych
podziat ten jest wyraznie nierOwnomierny rosng ze wzrostem liczby
czastek.

Prawdopodobienstwo termodynamiczne zalezy od tego czy
rozpatrywany uktad sklada si¢ z czgstek rozroznialnych, czy tez
nierozroznialnych. W tym drugim przypadku przyymuje inne
wartosct w przypadku gdy czastkami tymi1 sg bozony, a inne gdy sa
nimi fermiony.



Rozpatrzmy uktad ztozony z 2 rozrdéznialnych czgstek klasycznych oznaczonych
literami a1b, z ktorych kazda moze znalezC si¢ w jednym z 3 stanéw
oznaczonych cyframi 1,2,3. Stany makroskopowe r6znig si¢ 1loscig czastek w

kazdym ze stanow, zas stan mikroskopowy okreslamy poprzez ustalenie w jakim
stanie znajduje si¢ kazda z czastek.

podziat czastek miedzy stany

Nr makrostanu nr
mikrostanu | 2 3
I | a,b - -
11 2 - a,b -
TII 3 - - a,b
IAY 4 a b -
5 b a -
Vv 6 a - b
7 b - a
VI 8 - a b
9 - b a

Makrostanom I, II, III (w ktorych obie czgstki sg w tym samym stanie) odpowiada 1
mikrostan , za§ makrostanom IV, V 1 VI ( w ktorym czastki s3 w ro6znych stanach)
odpowiadajg 2 mikrostany . Prawdopodobienstwo wystapienia makrostanow 1V,V,VI

jest rowne 2/9. Jest ono dwukrotnie wieksze niz makrostanow LILII, dla ktorych jest
ono rowne 1/9



Gdyby omawiane czastki byty jednakowymi bozonami to kazdy ze stanow
makroskopowych odpowiadat by jednemu stanow1 mikroskopowemu 1
prawdopodobienstwo wystgpienia uktadu w kazdym z nich bytoby jednakowe 1 rowne
1/6. Znaczacemu podwyzszeniu ulegto by wiec prawdopodobienstwo makrostanow I,
II 1 11, w ktérych wszystkie bozony znajdg si¢ w jednym stanie

podziat czastek miedzy stany

nr
Nr makrostanu mikrostanu | 2 3
I 1 X, X - -
11 2 - X,X -
111 3 - - X,X
vV 4 X X -
V 5 X - X
VI 6 - X X

Gdyby omawiane czastki byty jednakowymi fermionami to makrostany IILIII
nie mogly by by¢ zrealizowane, zas dla pozostatych makrostanow
prawdopodobienstwo ich wystgpienia byloby jednakowe 1 rowne 1/3



Rozktad kanoniczny

Opisyje uktady o statej liczbie rozroznialnych czgstek mogace wymieniad
energie z otoczeniem (rozklad klasyczny).
Prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanach mikroskopowych rdéznigcych
si¢ energig nie jest jednakowe. Prawdopodobienstwo 1z uktad znajdzie si¢ w
konkretnym stanie mikroskopowym Q o energii E(Q)= ¢ jest opisane
rozktadem Boltzmanna 1 wynosi

—& ) p=—

g] =P k,T kyT

__owp) 3t B K
—E -BEWQ) 7 7
S (Q)j 2 exl )

P(O(E=¢))= constexp(k

-stala Boltzmanna

k, T
Uwaga: Istnieje mozliwosc 1z te] same] energil bedzie odpowiadac kilka réznych stanéw

PR ICIL IV ICAAYY S EICI— LA L T S 1 O

mikroskopowych.
Tym Samym wzorem mozna opisaé - haxewelHSotzmann distribution function
takze prawdopodobienstwo tego g "\ S ﬁ fE) =— ! i
iz czastka wchodzaca w sklad uktadu  [ERESEERS
zlozonego z bezposrednio nie
nieoddziatujacych czastek bedzie
znajdowac si¢ w stanie Q o energil & przy
czym E(Q) bedzie oznaczac energie tej
czastki gdy uktad znajduje si¢ w stanie Q.

Liczba czastek w stanie O jest proporcjonalna do tego prawdopodoblenstwa (dodatek 1).




Rozklad Fermiego-Diraca

Stuzy do opisu uktadow ztozonych z nierozroznialnych jednakowych fermionow
(rozklad kwantowy), dla ktorych liczba s opisujgca kwadrat spinu przyjmuje
wielkosci bedace nieparzystymi wielokrotnosciami liczby 2, mogacych wymienia¢
energie z otoczeniem .

Srednia ilo$¢ fermiondw znajdujacych sie w i-tym stanie kwantowym o energii &,
jest rowna (dodatek 1)

1 ozn. 1
N =g = fwle) = (%)
e T+ e s’ 41

Wielkos¢ tg mozna traktowac jako funkcje f.5(€) energii czastki & = 1 nazywac
funkcja rozktadu Fermiego-Diraca. Wartos¢ potencjalu chemicznego 4 mozna
okresli¢ z warunku 1z suma Srednich 1losci fermionow we wszystkich stanach
kwantowych musi by¢ rowna liczbie fermionéw N w uktadzie

N=) N=2 :

i exp (gl—T,u) +1 :
Energi¢ uktadu mozna gkreélié jako U= Z N.g, = Z (gl._yl)
[ i kT
e +1

Uwaga: Istnieje mozliwosc¢ 1z tej samej energii bedzie odpowiadac kilka réznych
stanow mikroskopowych. Ilos¢ czgstek okreslona wzorem (*) opisuje kazdy z tych
stanOw oddzielnie.



1

fFD(g):
exp(gk_’u}rl

B

Z uwagi na fakt iz N; moze przybiera¢ wartosci z zakresu (0,1) mozna
traktowac¢ wielkos¢ okreslong powyzej jako prawdopodobienstwo
obsadzenia stanu o energii g przez fermion

J— W temperaturze 7=0K
I I wszystkie stany o energiach
8 | mniejszych od u sg obsadzone
ae | N, =1, a stany o energiach
o6 | wickszych od u sg puste N, =0
- W temperaturach wyzszych
fe) o Bch ¥y
I rozklad Fermiego-Diraca ulega
04 rozmyciu, a wartos¢ potencjatu
03 1 chemicznego u okreslanego w
B2 przypadku gazu elektronowego
0.1 ~——_ mianem energii Fermiego
0 ' ' zwykle nieznacznie obniza sig.
04 03 02 -0 . 2 03 04 oo

E — lLl fFD(‘g::u):%




. Rozktad Bosego-Einsteina
Stuzy do opisu uktadow ztozonych z nierozroznialnych czgstek kwantowych

bozondw, dla ktorych liczba s opisujgca kwadrat spinu przyjmuie wartosci bedace

liczbami naturalnymi (tgcznie z zerem) . Nfe)
Mozna pokaza¢ (dodatek 1) 1z srednia 1los¢ bozondw
w i-tym stanie kwantowym o energii &; jest rOwna
1 ozn. 1
Ni(gi): o :fB(g): o
eXp SR eXp A |
k,T k,T (*) | =
0 K, T

Liczba ta moze by¢ dowolnie duza. Zakladamy przy tym 1z energia czgstki nie moze
by¢ mniejsza od potencjatu chemicznego( aby nie N, nie byto ujemne).
Wartos¢ potencjatu chemicznego 14 mozna okresli¢c w zasadzie z warunku 1z suma
srednich 1losc1 bozonow we wszystkich stanach kwantowych musi by¢ rowna liczbie
bozondow N w ukladzie N=) N, =), 1

-l exp(a-—uj _

W uktadzie o nieustalonej liczbie bozondw przyjmuje si¢ 1z 1=0 .

E.

1

Energie uktadu mozna okre$li¢ jako U= N =2 gg .

Coexpl —— |-1
Uwaga: Istnieje mozliwo$¢ iz tej samej energii bedzie odpowiada¢ kilka roznych
stanow mikroskopowych. Ilo$¢ czgstek okreslona wzorem (*) opisuje kazdy z tych
stanow oddzielnie.
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Rozklad Bosego-Einsteina
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PR Rozktad Boltzmanna -

I e Rozklad Fermiego-Diraca




Porownanie rozktadow kwantowych 1 klasycznych

Rozklaleermiego—Diraca Rozktad Bosego-Einsteina
fFD(g): o fB(g): 1
exp( kB;jjJrl GXPEE;UJ—I
(e—p)/ kyT>>1 —
ol ol e
k,T

W przypadku kiedy zachodzi g — g >> k,T to rozktady Bosego-Einsteina oraz Fermiego-
Diraca daza do rozkladu wynikajacego z klasycznego rozktadu Boltzmanna.
Prawdopodobienstwo obsadzenia stanow o tak wysokich energiach jest nieduze 1 dlatego
niezmiernie mate jest prawdopodobienstwo ich obsadzenia przez dwie czastki, kiedy zaczynaja
silnie ingerowac efekty zwigzane z obsadzaniem tego samego stanu przez czastki kwantowe.
Warunek & = £ >> k3T moze byé spetniony przez elektrony (fermiony) znajdujace sie w
stanach o energiach znacznie wyzszych od energii Fermiego.

W metalach stany dla ktérych & — g >> k,T" moga by¢ obsadzone jedynie w wysokich
temperaturach gdy ;4 < k,T. W przypadku metali temperatury dla ktorych 5 < k,Tsana
tyle wysokie 1z w tych temperaturach nie mogty by metale istnie¢ w fazie statej, a zatem do
opisu elektronow w metalu trzeba wykorzystywa¢ rozktad Fermiego-Diraca.

Stany dla ktorych & — £ >> kT s3 obsadzane praktycznie tylko w potprzewodnikach, w
ktorych elektrony nie moga obsadzac¢ stanow o energiach bliskich energii Fermiego, gdyz lezy
ona w przerwie energetycznej, czyli odpowiada jej energia, ktorej elektrony nie moga posiadaé



Wiasnosci gazu ztozonego z jednakowych
fermionOw na przykitadzie gazu elektronow
w metalu (przykiad wykorzystania rozktadu
Fermiego-Diraca)



Gaz elektronowy w metalu

Tworza go elektrony z zewngtrznych powtok atomowych o najwyzszych
energiach. Gaz ten okreslamy gazem zdegenerowanym gdyz jego statystyczne
wilasciwosci opisuje rozktad kwantowy- funkcja Fermiego-Diraca.
Oddziatywanie elektronéw z jonami jest na tyle slabe 1z mozna w pierwszym
przyblizeniu przyja¢ 1z poruszajg si¢ w obszarze bardzo rozlegle; studni
potencjatu o stalej wartosci potencjalu wewnatrz studni. Unormowana funkcja
falowa bedgca rozwigzaniem rownia Schrodingera niezaleznego od czasu ze
statym potencjatem ma postac

w(?):%exp(ilg-?’)

V=L,L.L, —objetos¢ukladu, L,L.L, -wymiary ukladu, ¥ -wektor falowy.
Zaleznos¢ energii od wektora falowego jest w przyjetym przyblizeniu taka jaka

n’k’

2m

~2mE

czyli k| =

wystepuje w przypadku elektronow swobodnych f —

Skonczone rozmiary uktadu (studni potencjatu) wprowadzajg dodatkowe
ograniczenia na dozwolone wartosci wektora falowego j , podobne do
omawianych w przypadku prostokatnej studni potencjatlu



Warunki Borna Karmana
Gdy nie interesujg nas wlasnosci uktadu zwigzane z jego powierzchnig
przyjmujemy tzw. warunki Borna-Karmana, zakltadajgc 1z badany uktad
sktada si¢ z wielu identycznych uktadow, przy czym kazdy zajmuje
wnetrze szescianu o krawedzi o dtugosci L.
Wowczas na funkcje falowa naktadamy warunki
w(x+L,y+L,z+L)= w(x,y,z)
Wynika z niej relacja

exp(ik L)explik L)exp(ik L)=1
X y z

wprowadzajaca ograniczenie na dozwolone wartosci k& .k,

ke=—nsk,=——nsk =="n, n,n, n_-liczby catkowite

Sktadowe wektora falowego przyymuja dyskretne wartosci ale w granicy L—oo
roznice dozwolonych wartosci tych sktadowych daza do zera. Rowniez do zera dgzy
roznica energii mi¢dzy dozwolonymi stanami kwantowymi.

Objetos¢ w przestrzeni wektoroOw falowych przypadajaca na stan kwantowy o
okreslonym & =(k,,k,.k.)  jestrowna v (27zj3 _(2#)
V-objetosé uktadu N L



Funkcja gestosci stanow

Funkcja gestosci stanow g(¢) okresla liczbg standow kwantowych o energii
z zakresu (s.¢+ds) . Liczba tych stanow jest rOwna g(s)de . Liczba

stanOw zawartych w przedziale (81 , & 2) jest rOwna f g(e)de

&1

Funkcja gestosci stanow dla gazu elektronow swobodnych
W przestrzeni 3-wymiarowe]

Energia elektronu swobodnego przyymuje wartosci dodatnie 1 jest
wprost proporcjonalna do kwadratu wektora falowego.
A 2 k 2
E =
2m

Po zr6zniczkowaniu obustronnym powyzszej zaleznosci

2
otrzymujemy relacje: de = "k
m

Postac funkcji gestosci stanow zalezy od wymiaru przestrzeni w
ktorej] moze poruszac si¢ elektron



W przypadku uktadu trojwymiarowego liczba stanow o energiach z
przedziatu (¢,e+de) jest proporcjonalna do objetosci cienkie;

warstwy kulistej o promieniu |5 - Vzi’;”g i grubosci

m 1

m m
dk =——de = de =—.|—de¢
hk 2me A\ 2¢s

h2
ObjetoscC tej] warstwy jest rOwna

4r-2me 1

h h
Doktadniej liczba stanow kwantowych jest rowna podwojonej liczbie dozwolonych
ze wzgledu na warunki Borna-Karmana wektorow falowych o srodkach w poczagtku
kuli zakonczonych we wnetrzu tej warstwy kuliste;.

Mnozenie przez dwa wynika z uwagi na mozliwos¢ obsadzenia jednego stanu
okreslonego przez dozwolony wektor falowy przez dwa elektrony réznigce sie
rzutem spinu na wyrézniong os.

W celu policzenia funkcji gestosci standw trzeba wiec objetos¢ warstwy kulistej
podzieli¢ przez objetosC zajmowang przez jeden stan kwantowy i wynik koncowy

pomnozycC przez 2 . (27[)3
Jednemu stanu kwantowemu odpowiada objetosc¢

47dc* dk =

(V-objetos¢ uktadu) .



Ostatecznie otrzymujemy iz dla >0

g(5)=2V (Zm) \/;

2 2
a7\ h

Charakterystyczng cechg tej funkcji jest proporcjonalnos¢ do
pierwiastka z enerqii.

Funkcja gestosci stanow dla gazu elektrondw swobodnych
w przestrzeni 2 -wymiarowe] (dodatek 2)

mS  Charakterystyczng cechg tej funkcji jest jej
g(«?) — ., hiezaleznos¢ od energii (S-powierzchnia
M kdadu)
Funkcja gestosci stanow dla gazu elektrondw swobodnych
w przestrzeni 1 -wymiarowej (dodatek 2)

12m 1 Charakterystyczng cechg tej funkciji jest jej
g(e) = & e odwrotna proporcjonalnos¢ od pierwiastka z
energii. (L-dlugosc¢ uktadu)




Pordwnanie funkcji gestosci standOw otrzymanych dla gazu elektronow swobodnych
poruszajacych sie w przestrzeni (3D, 2D 1 1D) okreslonych na jednostke objetosci

(powierzchni w 2D , dtugosci 1D) uktadu

n(E) |

(a) 1D

E=¢

ﬁ (b) 2D (c) 3D
1 2m
1\ E
' (F) = —
0 5 0

Zaleznos¢ energil £ od wektora falowego oraz funkcja gestosci stanow
dla elektronow w cienkiej warstwie metaliczne;j

Schodkowa postac¢ funkcji gestosci stanow
wynika z faktu 1z petna energia jest sumg
energii w ruchu w plaszczyznie
rownolegle] do powierzchni oraz
skwantowanej energii w studni 1
wymiarowej. -z, +" %

Schodki wystepuja przmy energiach
odpowiadajacych poziomom dyskretnym
w jednowymiarowej studni kwantowe]




Wyznaczanie energii Fermiego-potencjatu chemicznego dla
troyjwymiarowego gazu elektronow swobodnych

Liczbe wszystkich elektronéw w uktadzie mozna
uzalezni¢ od p postugujgc sie wzorem fe)

¥ % e ~ | T
N =[g(e)f(eMe = [ gle)———~—d T"‘P\
’ 0 exp[ j 1

&E— U 0s
\
(a)

fle)= 1 -Srednia liczba 4 -
exp( 8k— ;t +1 elektronow w stanie gle)f(e) g(g)# |
0 0 energii € )

W temperaturze 7=0K wiadomo 1z

1 1 dla e<u
f(g) } E— U N {O dla &> ,u} (h)
exXp +1

B

g(g) f (5)d5 -Srednia liczba elektronOw o energii z przedziatu (¢, ¢+ de)
A zatem
Wzrost temperatury zmienia

p SRy 3/2
N = jg(g)dg — V2 ( ';”j j@dg _ V2 (2’””2”) obsadzenie standéw tylko z
0 277\ h 0 377\ h waskiego zakresu energii




Znajac koncentracje gazu elektronowego o N 1 (2’”“)3/2
Vv o 3z*\ R
mozna okresli¢ potencjal chemiczny (energie Fermiego) w temperaturze T=0K

72 /3 Dla srebra )
E® = 4(T = 0K)= %(37,2,1)2 n=585*10%m3 E,’ =525eV

Wysoka wartosc¢ energii Fermiego jest konsekwencjg zakazu Pauliego
Zaleznosé¢ potencjatu chemicznego (energii Fermiego) gazu

elektronowego od temperatury

N = [ g(e)/(eWe = [ ge)————de
0 0 exp( j+1

Z warunku £— 1

B
mozna wyznaczy¢ zalezno$¢ energii Fermiego £~ y od temperatury

W przypadku gdy E: >>k,T ( warunek spelniony w przypadku metali)
to w przyblizeniu zachodzi
22 (kT ? Dla 7=300K k,7=0.026 eV
12| EO EY ~(leV,20eV)
Zaleznos¢ energil Fermiego od temperatury jest niewielka, gdyz tylko niewielka czes¢

elektronow o energiach bliskich energii Fermiego zmienia stany energetyczne przy
zmianie temperatury

E.(T)=EV|1




Srednia energia gazu elektronowego

0 B B h° , /3
W temperaturze 7=0K E” = ulT =0K)= %(3” n)

K £ V (2m V2E V (2m 32 5/2
U, = Jeg(erf o)t = [aptemts = 2] fortas= Lo 3] (gp)” -
0

0

3/2 b 5/2 2 2
= V2 (2’?} n (377271)5/3: d h—(37z2n)5/3= d h—(3772n)2/3-37z2n=éE§0)nV=§E}")N
577\ h 2m S57° 2m 577 2m 5 5

W temperaturze 7>0K

b 3/20 EW >>k,T 2 2
U =|sge) ! de = V[ 2m g'? 1 de = U,|l+ [ kT
E— U 27\ R E— U ’ 12 { EV
0 exp( J+1 0 exp( j+1 i

. ’ g U, =U(T =0K)
Pojemnos¢ cieplna gazu elektronowego
dU Sx* k,T 3 S5k, T m* kT
C=—-=U, b =—EYN-=— =Nk, 5 _ocT
dT 6 E? 5 6 E©2 2 "B EO

Wynik potwierdzony eksperymentalnie niezgodny z zasaag ekwipartycji energii
zgodnie z ktorg pojemnos¢ cieplna winna nie zalezeC od temperatury 1 by¢ znacznie
wyzsza od wartosci danej powyzszym wzorem.

Wkiad do ciepta wlasciwego metalu pochodzacy od elektronow jest istotny tylko w
bardzo niskich temperaturach, gdy znaczaco maleje wktad do tego ciepla
pochodzacv od drean atomow



Kondesacja Bosego-Einsteina w gazie
ztozonym z jednakowych bozonow (
czesciowo dla zainteresowanych)



Kondensacja Bosego-Einsteina

Efekt polegajacy na sprowadzeniu wszystkich atomoéw gazu ztozonego z
bozondw do najnizszego stanu energetycznego tak iz zachowanie
kazdego z nich bedzie opisane przez tg sama funkcje falowg. Efekt zostat
przewidziany teoretycznie przez Satyendra Bosego i Alberta Einsteina w
1924 roku. Moze zajs¢ z uwagi na to iz liczba bozondw w stanie o
najnizszej energii jest dowolnie duza oraz istnieje podwyzszone
prawdopodobienstwo termodynamiczne znalezienia wielu boznow w
tym samym stanie kwantowym pozostawanie w tym stanie kwantowym
Efekt moze zajs¢ w bardzo niskich temperaturach gdy szerokosc¢
paczki falowej opisujgcej poszczegolne atomy o energii St ktora
mozna oszacowac jako +- m staje sie porownywalna ze $rednia
odlegtoscig miedzy atomami i paczki falowe zwigzane z atomami
zaczynajg sie nakfadac.



wysoka temperatura 7'
predkos¢ termiczna v
koncentracja d

nizsza temperatura 7:
diugos¢ fali de Broglie’a
g = Wy~ T2
»paczki falowe”

-

BEC
Ap=d
watomowe paczki falowe
zachodzz na siebie”
r=0K:
czysty kondensat
wgigantyczna fala materii”



Kondensacja przejawia sie w pojawieniu sie waskiego maksimum na rozktadzie
pedow czgstek. Wszystkie atomy sg opisane przez tg sama funkcje falowg. To ze ich
energia nie moze spasc do zera wynika z faktu posiadania przez nich energii drgan
zerowych w putapce magnetycznej wytwarzajgcej potencjat o podobnej postaci jak
oscylator harmoniczny.

To ze rozktad pedow ma skonczong szerokosc¢ wynika z zasady nieoznaczonosci
Heisenberga i tego iz potozenie atomow jest zlokalizowane w przestrzeni

W celu wyznaczenia funkcji
rozktadu umozliwia sie na
ucieczke atomow dzieki
wytgczeniu putapki magnetycznej
i oSwietla sie chmure atomow
Swiattem laserowym o czestosci
opowiadajgcej czestosci przejsc
optycznych. Absorpcja
promieniowania wywoftuje
powstanie cienia, ktory mierzy sie
przy pomocy kamery CCD.




Pierwsze eksperymentalne uzyskanie
kondensacj1 Bosego-Einsteina

Kondensat sktadajgcy sie z 2000 atomodw 8’Rb utrzymywanych w
temperaturze T=20 nK w obszarze o wymiarach poprzecznych rzedu
1,5 cm przez T=20s uzyskany zostat 6.06 1995 przez C.E. Wiemana i
E.A. Cornella (M.H. Anderson, J. R Ensher, M.R. Mathews, C.E Wieman,
E.A. Cornell, Science 269 (1995) 198)

Kondensat ztozony z 10 miliondw atomow Na uzyskaty zostat przez
grupe W. Katterle we wrzesniu 1996 w MIT w USA

( K. B. Davis, M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van Druten, D.S.
Durfee, D.M. Kurn, W. Katterle

Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 3969)

C.E. Wieman i E.A. Cornell i W. Katterle zostat nagrodzeni nagrods
Nobla z fizyki w roku 2001



Nadciektos¢ a kondensacja Bosego-Einsteina

Wystepowanie fazy nadcieklej helu *He w temperaturach T<2K
mozna powigza¢ w przejsciem czescl atomow w stan kondensatu
Bosego-Einsteina. Kondensacja jest utrudniona przez oddziatywania
pomiedzy elektronami walencyjnymi réznych atoméw “He, ktore
powoduja 1z atomOw tych nie mozna w petni traktowac jako
bozondw .

W fazie nadciektej obserwuje si¢ zanik lepkosci helu oraz ogromny
wzrost jego przewodnosci cieplne;.



Opis kondesacji Bosego-Einsteina w gazie
ztozonym z jednakowych bozonow jako
przykitad wykorzystania rozkltadu Bosego
Einsteina umieszczono jako materiat
fakultatywny na koncu wyktadu



Przyktadowe pytania testowe

1) Rozpatrzmy uktad ztozony z dwdch czgstek z ktorych kazda moze znalez€ sie

w jednym z 3 stanow kwantowych oznaczonych cyframi 1,2,3. Stany

makroskopowe r6znig si¢ 1loscig czastek w kazdym ze stanow, zas stan

mikroskopowy okreslamy poprzez ustalenie w jakim stanie znajduje si¢ kazda z

czastek.

Kiedy liczba mikrostandow odpowiadajacych makrostanow1 w ktorym jedna

czastka znajdzie si¢ w stanie okreslonym cyfrg 1 a druga w stanie okreslonym

cyfrag 2 jest najwicksza

a) W przypadku gdy obie czastki sg nierozréznialnymi bozonami

b) W przypadku gdy obie czastki sg nierozrdéznialnymi fermionami

c) W przypadku gdy obie czastki sg rozroznialnymi czgstkami klasycznymi

d) Liczba mikrostanow odpowiadajacych temu makrostanowi jest jednakowa i
nie zalezy od tego z jakimi czgstkami mamy do czynienia

Wybra¢ poprawna odpowiedz sposrod podanych powyzej



Przyktadowe pytania testowe

2) Rozpatrzmy uklad ztozony z dwoch czgstek z ktorych kazda moze znalez€ sie

w jednym z 3 stanow kwantowych oznaczonych cyframi 1,2,3. Stany

makroskopowe r6znig si¢ 1loscig czastek w kazdym ze stanow, zas stan

mikroskopowy okreslamy poprzez ustalenie w jakim stanie znajduje si¢ kazda z

czastek.

Kiedy stosunek liczby mikrostanow odpowiadajgcych makrostanowi w ktorym

obie czastki znajduja sie¢ w stanie okreslonym cyfrg 1 do 1losci wszystkich

mikrostanow ukladu jest najwigkszy

a) W przypadku gdy obie czastki sg nierozréznialnymi bozonami

b) W przypadku gdy obie czastki sg nierozrdéznialnymi fermionami

c) W przypadku gdy obie czastki sg rozroznialnymi czgstkami klasycznymi

d) Stosunek ten jest jednakowy 1 nie zalezy od tego z jakimi czgstkami mamy
do czynienia

Wybra¢ poprawna odpowiedz sposrod podanych powyzej



3) Ktory z ponizszych wzoréw wyraza rozktad statystyczny, ktory mozna wykorzystac¢ do

opisu statystycznych wlasnosci uktadu ztozonego z jednakowych fermionow
1

) f(e>=exp(HJH b) f@)-exp[;ql 0 f@%@ d) f<g):Aexp(_ijj

k,T k,T
Zaznaczy¢ poprawny wzor sposrod podanych powyze;.
4) Ponizszy wykres, w ktorym u oznacza potencjat chemiczny, jest wykresem funkcji okreslajacej zalezno$¢

sredniej liczby czastek znajdujacych si¢ w stanie kwantowym o energii ¢ w temperaturze 7=0K od energii
tego stanu.

B

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponize;.

a) Wykres ten wyraza rozktad Fermiego-Diraca w temperaturze 7=0K.

b) Wykres ten wyraza rozktad Bosego-Einsteina w temperaturze 7=0K.

c) Wykres ten wyraza rozktad Boltzmanna w temperaturze 7=0K.

d) Jest to wykres funkcji wyrazajacej w T=0K rozktad stuzacy do opisu czastek kwantowych bedacych
fermionami.

e) Jest to wykres funkcji wyrazajacej w T=0K rozktad stuzacy do opisu czastek kwantowych bedacych
bozonami.



5) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Nie mozna znalez¢ fermionow w stanie kwantowym o energii € > ¢ w temperaturze T=0K.
b) Nie mozna znalez¢ bozonow w stanie kwantowym o energii € > ¢ w temperaturze T=0K.
c) W danym stanie kwantowym mozna znalez¢ najwyzej 1 fermion.
d) Prawdopodobienstwo znalezienia fermionu w dowolnym stanie kwantowym o energii s<u W
temperaturze wyzszej od 0K np. 7=300K (7>0K) jest rowne 1.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych powyze;j.
6) Ktory z ponizszych rozktadow statystycznych mozna stosowa¢ do opisu gazu elektronéw swobodnych w
metalu
a) rozktad Boltzmanna
b) rozktad Fermiego—Diraca
c) rozktad Bosego-Einsteina
d) rozktad Maxwella
Zaznaczy¢ wlasciwg odpowiedz.
7) Ktéry z ponizszych rozktadow statystycznych mozna stosowaé¢ do opisu gazu ztozonego z jednakowych
nierozrdznialnych czgstek kwantowych bedacych bozonami
a) rozktad Boltzmanna
b) rozktad Fermiego—Diraca
c) rozktad Bosego-Einsteina
d) rozktad Maxwella
Zaznaczy¢ wlasciwa odpowiedz.
8) Ktoére ponizszych stwierdzen jest prawdziwe
a) Wklad do pojemnosci cieplnej (ciepta wlasciwego) metalu pochodzacy od elektronow nie zalezy od
temperatury
b) Wkilad do pojemnosci cieplnej metalu pochodzacy od elektronéw w przyblizeniu ro$nie liniowo ze
wzrostem temperatury
c) Wktad do pojemnosci cieplnej metalu pochodzacy od elektrondw mozna okresli¢c wykorzystujac
zasad¢ ekwipartycji energii
d) W temperaturze pokojowej wkiad do pojemnosci cieplnej metalu pochodzacy od elektronow jest
bardzo zblizony do wkladu do tej pojemnosci pochodzacego od drgan atomow



Dodatek 1 dla zainteresowanych
(wyprowadzenie wzorow opisujacyh
rozktady Boltzmanna, Fermiego-Diraca

| Bosego —Einsteina



Zarys wyprowadzenia rozktadu Boltzmanna

Ogolnie dla uktadu ztozonego z N rozrdznialnych czgstek, ktore mozna podzieli¢ na
M standw liczba mikrostanow odpowiadajacych makrostanowi dla ktorego mamy

N, czastek w stanie 1
N, czastek w stanie 2

N, czastek w stanie M

WYynosi

[N NN N=N =N, N,) N
AN LN, N, ST N, ) NIN oo N !




Przyjmiymy i1z N czgstek mozemy dzieli¢ na M komorek ( standow) , przy czym
czastki znajdujace sie¢ w roznych komorkach charakteryzujg si¢ r6zng energia
(czgstki znajdujgce si¢ w komorce i-tej posiadajg energie & )

Liczbe czastek znajdujacych sie w komorce i-tej oznaczamy przez N..

Uktad ztozony z M komorek stanowi uktad izolowany nie wymieniajacy energii 1
czastek z otoczeniem

M M
A zatem zachodzi Z N,=N=const > Ng =U =const
i=1 i=1

Liczba stanOw mikroskopowych realizujgcych stan makroskopowy w ktérym mamy
N, czastek o energli &; N, czastek o energii &, N,, czastek o energii &,

wWynosi W = N = N! L
NN, ... N | i N,

Jezeli dodatkowo zatozymy i1z stan o energii ¢ jest g; krotnie zdegenerowany (czyli

Ni : :
odpowiada mu g; standw) to poniewaz istnieje (g ) sposobOw rozmieszczenia N,

czastek w g, stanajtvch to liczba stanow mikroskopowych ulega zwiekszeniu do
W = N'H (g i) |
. N, (g,)"
Entropia danego stanu S=kyInW =k,In| N 'H(g—'j
makroskopowego wynosi N

i



Korzystajac ze wzoru Stirlinga ln(n!) ~ nlnn—n stusznego dla duzych n mamy

N;
S=k,InW =k, h{N!HL(g]{[ )' j] = kB(ln N4> (N, Ing,—In Nl.!)j ~

l‘.

sz(NlnN—N+ZN,-1ng,~—ZNilnNﬁzNi): > N,=N

=ky(NInN+)> N,Ing,—> N,InN,)
W stanie rowndwagi entropia ta musi osiggna¢ maksimum, przy
zachowaniu statej liczby czgstek N 1 energn U calego uktadu.

M
ZNl.zN:const ZNg =U = const

Warunek ten sprowadza si¢ do zerowania si¢ wyrazenia

oS — aON — 135(] 0O (¥ &, - mno:niki Lagrange’a
Wyrazenie powyzsze zalezy od rozniczki entropii, rozniczki 1losci
czastek 1 rozniczki energii, ktore wyrazajg si¢ wzorami
&S =k, Y (Ing,—InN,-1)éN, SN =8N, SU = 0N,

Przyymujac 1z N, >>1 " warunku (*) wynika iz

g ~ 7
> kBlnﬁ—a—,Bgi ON, =0

i i



Warunek ten bedzie spelniony wowczas gdy

gi ~ N 5+ B
kBln[Nj—a—,BEiZO czyl ln[if"j:a;fg":ahg&

N, =g . exp(—a - fe,)= g, exp(— a)exp(- Se.) w25 b

Wynik ten wskazuje na to 1z liczba czgstek majacych energie &
maleje wyktadniczo ze wzrostem tej energii oraz jest proporcjonalna
do liczby stanow mikroskopowych w ktorych czgstka ma tg energie

Entropia uktadu jest rOwna
S~ky(NInN+> N,Ing,—> N,InN,) = kB(NlnNJrZNi(aJr,Bgi)j =

=k,(NInN +aN + pU)

Temperature 7' wprowadzong w termodynamice mozna w fizyce
statystycznej powigzac z entropig wzorem 1 _ S
T oU

a zatem w naszym przypadku % =k, czylh f= LT



N, =g exp(-a )eXp[— kg"Tj
B

A zatem prawdopodobienstwo znalezienia si¢ czastki w stanie
mikroskopowym O o enerjii E(Q)=¢  jestrowne

—&
P\O(E = ¢&))=const ex
(O(E =¢)) Pt

Podobna relacja okresla prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w
stanie mikroskopowym O o energii £(Q) = ¢

Stalg pojawiajaca si¢ w powyzszym wzorze mozna wyznaczyc z
warunku unormowania prawdopodobienstwa Y PQEN=1

0
ktorym sumujemy po wszystkich stanach mikroskopowych o
roznych energiach z ktorego wynika 1z 1




Wyprowadzenie rozkladu Fermiego-Diraca

Zaktadamy 1z stan o energii & 1 jest g; krotnie zdegenerowany

[1o$¢ sposobow rozmieszczenia N,—fermionow (N, <g;) miedzy
stany o energii & (w kazdym stanie moze by¢ tylko 1 fermion)
jest rowna W — g(g. —1)...(g. - N, +1) g/

| N,! —Ni!(gi_Ni)!

l

(pierwszy fermion mozemy rozmiesci€ na g; sposobow, drugi na g,-1 sposobow,
N-ty na g-N,+1 sposobow ; dzielenie przez N,! wynika z faktu nierozréznialnosci
fermionow )

Catkowite prawdopodobienstwo dla catego uktadu jest rowne
1loczynow1 prawdopodobienstw dla stanow o réznych energiach

_ _ g;!
g B B TPy

i\&; —4V; )

a jego entropia jest rowna

_ g;! _ g;!
> _kB ln(lj[ Ni!(gi _N')!j _kBZi:hl[Ni!(gi _N')!j

l l




i

Korzystajac ze wzoru Stirlinja In(n!)~nlnn—n mamy

!
S:kBanszZm[N'(gg; ) k Z (Ing,!'-InN,'-In(g, - N,))~

:ZkB(gi Ing,—g,-N, lnNi+Ni_(gi_Ni)ln(gi_Ni)+gi_Ni):

= Zk (g/Ing,—N,InN,~(g;~N,)In(g, - N,))
W stanie rOwnowagi entropia ta musi 0siggng¢ maksimum, przy
zachowaniu stale; liczby czastek N1 energii U catego uktadu.

M
Y N,=N =const ZNg =U = const

i=1

Warunek ten sprowadza si¢ do zerowania si¢ wyrazenia

OS — SN —E5U =0 (*) &’,ﬁ - mnozniki Lagrange’a

Wyrazenie powyzsze zalezy od rozniczki entropii, rozniczki 1losci
czastek 1 rozniczki energii, ktoére wyrazaja si¢ wzorami

5S = k{Z(— In N.6N, —ON, +In(g, — N.)oN, + ON, )} = kBer{ gl-]:[Nl- jéNi

N=Y" 6N, SU =" &6N,




Z warunku (*) wynika 1z

Z[kB In gl‘]—va —5—5&)&7\6 =0

l

I

Moze by¢ ono speinione gdy

lngi_Ni:&J_l_ﬁg. g,-_ _&J BJ
i ln 1 — + gi
N, kg kg N, k, k,
5 = exp a +'Bgi +1 g,
N, k, ky N, = l
’ exp(B(- p+¢,))+1
gdzie ﬁ=é;ﬂ=—%

Mozna pokazac¢ iz ”~%r  a zatem przy nieuwzglednieniu

degeneracji stanOw o tej samej energii liczba elektronow w stanie o
energil & wyraza si¢ rozktadem Fermiego-Diraca



Wyprowadzenie rozkladu Bosego-Einsteina
Zaktadamy 1z stan o energii & jest g; krotnie zdegenerowany
[1os¢ sposobow rozmieszczenia N;—bozonoOw miedzy stany o energii ¢ (w kazdym
stanie moze by¢ dowolna 1los¢ bozonow) jest rowne

1 stan 2 stan 3stan 4 stan
_ v
W:(gi 1+Ni)‘ olo o 0 o 0 o O
" (g, -DIN, \
1 bozon 8 bozon

2 przegrodka
Licznik wzoru okresla 1los¢ mozliwych ustawien w kolejnosci elementow zbioru
liczacego g-1+N.; elementow . Elementami zbioru jest g.-1 ,,przegrodek”
oddzielajacych od siebie stany kwantowe oraz N, bozonow
Dzielenie przez N,! wynika z faktu nierozroéznialnosci bozonow,
przez (g-1)! z faktu 1z wszystkie przegrodki sg jednakowe.
Catkowite prawdopodobienstwo dla calego uktadu jest rowne 1loczynowi
prawdopodobieﬁstw dla stanow o rdéznych energiach

 * — I — I
Sszln H(gi 1+Ni)' ZkBZIIl (gi 1+Ni)‘
a jego entr0p1a JGSt rowna 7 (g, —D!N,! = | (g, -D!N,!




Korzystajac ze wzoru Stirlinga In(n!)~nlnn—n mamy

S=k,InlW = kBZm((gi _”Nl‘)!j =k, (In((g, -1+ N,))-In((g, -D!)-InN}) ~

(g, -DIN!
—k Z( —1+N,)In(g, =1+ N,)- g, +1-N,—(g, - DIn(g, -+ g ~1-N,In N, + N,) =

i

g;+N;>>1

—k Z(( —1+N,)In(g, -1+ N,)-(g, - DIn(g, - 1)~ N,InN,) =

@Z( g, +N,)In(g, +N,)—(g,-DIn(g, 1)~ N,InN,)

W stanie rOownowagi entropia ta musi osiggna¢ maksimum, przy zachowaniu statej
liczby czgstek N 1 energii U catego uktadu. Warunek ten sprowadza si¢ do zerowania

si¢ wyrazenia 5§ — oy SN — 185(] =0

a,f - mnozniki Lagrange’a
Wyrazenie powyzsze zalezy od r6zniczki entropii, rézniczki 1losci
czastek 1 rozniczki energii, ktore wyrazajg si¢ wzorami

oS = kB{Z(ln(gi +N.)ON, + N, —In N.ON, — N, )} = kBZh{ gl;N ! jéNi

1

)

I

&V:Z éj\[i 5U=Z€l.57\7i

i



Z warunku (*) wynika 1z

Z[kB In gl;Nf —§—3€ij67\@ =0

l

Moze by¢ ono spetnione gdy

+N. & . 5 B
lng’ ’:0[+'88,. lntg’+1]=a+'g8i
N, kg kg N, kp kg
5 = exXp " p g |—1 g,
N, k, k, N; =
: exp(B(- u+¢,))-1
. _B.,__a
gdzie ﬂ—kB,ﬂ 7

Mozna pokaza¢ iz ““%r a zatem przy nieuwzglednieniu

degeneracji stanOw o tej samej energii liczba elektronow w stanie o
energil & wyraza si¢ rozktadem Bosego-Einsteina



Dodatek 2 dla zainteresowanych
(wyprowadzenie funkcji gestosci stanow dla gazu
elektronow swobodnych w przestrzeniach dwu
wymiarowej | jednowymiarowe;
Funkcja gestosci stanow dla gazu elektrondw swobodnych
W przestrzeni 2 -wymiarowej

Objetos¢ warstwy kulistej dla uktadu w przestrzeni 3-wymiarowe]
zamieniamy na powierzchni¢ paska na brzegu kota o polu

> dedle = 270 N2 .1-‘/2ﬂdg= 270 e
E

h h h’

Ostatecznie uwzgledniajac to 1z jednemu stanu kwantowemu odpowiada
pole  (2z) (S-pole powierzchni uktadu) otrzymujemy 1z dla e>0

2= e 222y
D R A

gestose stanOw jest stata

S
o(s)ds 2 2mkdk—> 2 > ms g(e)



Funkcja gestosci stanow dla gazu elektrondw swobodnych
W przestrzeni 1 -wymiarowej

Pole powierzchni paska na brzegu kota zamieniamy na
dtugosc¢ dwoch odcinkow prostej o dtugosci kazdego odcinka

m m 1 | m
dk =——de = dgz—wf—dg
n’k h2\/2mg h\2e
h

k gczna dtugosc tych odcinkow
dl = 2dk = %\/ﬁida

Je
Ostatecznie uwzgledniajac to iz jednemu stanu kwantowemu
odpowiada dlugosé =% (L-dtugosC krysztatu) otrzymujemy
iz dla >0 L
o(e)ds=di- Lo 2m 1 4.
27T 7th \/;
L2m 1

g(e)= s \/E



Opis kondesacji Bosego-Einsteina w gazie
ztozonym z jednakowych bozonow —
przykitad wykorzystania rozkltadu Bosego
Einsteina ( materiat fakultatywny)



Gaz bozonowy -Oszacowanie zaleznosci od temperatury T’

potencjalu chlemicznego 4 trojwymiarowego gazu bozonowego

funkcja rozktadu Bosego-Einsteina

fole)=—7r—,
exp( j —1 Funkcja gestosci stanow dla czastek
kT ktorych energia jest funkcja kwadratowg

3/2
2s+1 V (ij wektora falowego
\NE

ge)=

3 2 s-liczba okreslajgca spin bozonu
2 4z \nh V-objetosc krysztalu

W temperaturach odpowiednio wysokich liczbe bozonéw N mozna powigzac
z potencjatem chemicznym i temperaturg wykorzystujgc wzor

N=[g(e)/(eHe =7 2“21( j Tf o
0 4r (8—#)
exXp —1
k,T

Potencjat chemiczny gazu bozonowego u jest ujemny. W celu
zachowania statej liczby bozondw potencjat chemiczny musi rosngé
przy spadku temperatury.




W pewnej temperaturze T, potencjat osiaga poziom 4 =0, Wowczas
3/2  «
25 +1 1
N = : ( j y j Je de

eX & —1
k1,

Z powyzszego wzoru mozna wyznaczyc¢ temperature 7, . Jest ona rOwna

/ \2/3

. N (NY 2s+1_(2m\"”
O_k 3 3 ~l 1 B: 2V—2
B F—é’—B 472' h

L \3)7\2) )

3 1 .. :
F(—j =1 -wartos¢ funkcji funkcja Gamma —FEulera,

g(éj =2612 -wartos¢ funkcji Dzeta-Riemana
2

Mozna pokazac 1z w temperaturach wyzszych od 7,

(e [




W temperaturach nizszych od T, nie moze nast¢powac podwyzszanie
potencjalu chemicznego (gdyz rozktad przyymowalby dla 0 <& < i
ujemne wartosci). Za to liczba bozonow okupujacych stan podstawowy
o minimalnej energii w temperaturach 7<7 ros$nie, co jest przejawem
efektu kondensacji1 Bosego-Einsteina. Liczbe bozonow N, zaymujacych
stan 0 najnizszej energii liczymy korzystajac z relacji

N(T)=N(T =T;)= N+jg<e>fB (e = N+I2S”(2’") Je

h2

T

W T=0K wszystkie czgstki zajmujg stan podstawowy o energii rownej zero.



Kondensacja Bosego-Einsteina

Efekt kondensacji moze zajs¢ w bardzo niskich temperaturach. Z
teorii zgodnie z ktora T(gj wynika iz warto$¢ temperatury
kondensacji T, mozna podwyzszycC zwiekszajgc koncentracje
atomow jednakze przy zbyt wysokich koncentracjach
oddziatywanie miedzy atomami powodujg zwykle skroplenie gazu
zanim osiggnie on temperature kondensacji, co sprawia iz ten
SposOb osiggniecia kondensacji jest bardzo trudny do
przeprowadzenia.

W praktyce doprowadzenie do kondensacji wymaga obnizenia
temperatury do wartosci rzedu nK



Etapy chtodzenia kondensatu prowadzacej do
kondensacj1 Bosego-Einsteina

1) Chlodzenie laserowe atomow

Realizowane za pomocg 3 par przeciwbieznych wigzek laserowych
o energilt fotonOw nieznacznie mniejsze] od tej odpowiadajgce)
przejsciom optycznym. Przejscia optyczne wigzace si¢  z
pochlonigciem fotonu zachodza dzigki efektowi Doplera tylko w
przypadku zderzen atomow z fononami biegnacymi w kierunku
atomu. W procesie zderzenia predkos¢ atomu maleje.

W wyniku wielu zderzen predkosc¢ atomoéw maleje z kilkuset m/s do
kilkunastu cm/s, a temperatura uktadu obnizy¢ si¢ do rzedu pK.

Hamowanie atomow -?

Y



Etapy chtodzenia kondensatu

2) Wykorzystanie putapki magnetycznej i odparowanie
termiczne poprzez odwrocenie spindOw czesci atomow

e W obszar niejednorodnego pola magnetycznego o minimalnej indukgji
wciggane sg atomy o okreslonym kierunku rzutu spinu, a usuwane
sg atomy o przeciwnej orientacji spinu.

e Przyktadajgc zmienne pole magnetyczne skierowane prostopadle
do pola statego o czestosci rezonansowej momentow
magnetycznych atomow (zakresu fal radiowych) mozna
doprowadzi¢ do odwrdcenia spinu czesci atomow o najwyzszych
energiach i wyrzuceniu ich z putapki

e W wyniku operacji mozna atomy w putapce schtodzi¢ do
temperatur rzedu kilkudziesieciu nK



