Wybrane wtasnosci uktadow
Zztozonych z dwoch | wiece]
jednakowych czastek

1) Symetria funkcji falowej i podziat
czgstek na bozony i fermiony

2) Zakaz Pauliego
3) Oddziatywania wymienne



Zagadnienie wiasne dla operatora Hamiltona dla dwoch
nieoddziatujgcych klasycznie czastek

ﬁW(xlaxz):EW(xlaxz) [:[:[:[1+[:[2

X, 1 X, 0znaczajg zespot wspotrzednych przestrzennych oraz
zmiennych spinowych mg, , m., opisujgcych obie czgstki
(m, okresla rzut spinu czgstki na 0s OZ).

Mozna pokazac iz formalnie rozwigzanie zagadnienia
wtasnego mozna zapisaC w postaci

Waﬂ(xlﬂxz)ZWOz(xl)Wﬁ(xz) EZEa+Eﬁ

gdzie ﬁl%‘ (xl): Ey. (xl) ﬁz'?”ﬂ (xz): Ly (xz)

a oraz f oznacza zespot liczb kwantowych (w tym zwigzanych z

operatorem spinu) okreslajacych stan 1 i 2 czgstki odpowiednio. Funkcje
jednoczgstkowe v, (x1 zw 5 xz) iIndeksowane przez « (/) stanowig

uktad funkcji ortonormalnych.



Symetria funkcji falowej ukladu zlozonego z 2 jednakowych czastek

Funkcja v, (x1 , X, ) =y, (x1 )w v, (x2 ) nie moze jednak opisywac
dwodch jednakowych czgstek gdyz nie spetnia warunku ich
nierozroznialnosci. Okreslona za pomoca tej funkcji gestosc
prawdopodobienstwa jednoczesnego znalezienia jednej z czastek w
punkcie wyznaczonym przez x, oraz drugiej czastki w punkcie

WYZNaczZonym przezx, |y . (x1 , X, )(2 = ‘W o (x1 )‘2 ‘Wﬂ (x2 )‘2

w 0golnosci bedzie inna gdy dokonamy zamiany obu czastegk  x < x,
W celu spetnienia warunku by v/, (x1 , X, )‘ =V o5 (x2 , X, )‘
mozna funkcje przyja¢ w dwoch postaciach

W (x%.%,) = [wa ) -w o) e

w6, x,) :E[% W) x) ey pea
w6, %,) =, (3 (%) edy  p-a



%(}q,xz)=%[%(361)%(3@)+%(35)%(3q)] p#a
Ws(’ﬁ»’%)=%(3ﬁ)%(3%) edy  fpoa

(% x,) = [% ) vl wx)| ey pea

t atwo mozna sprawdzm 1Z

velx)=ylnn) W) =)
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a zatem ‘WS(A)(xl,xz)‘ =‘l//S(A)(x2,xl)(

W stanach okreslonych powyzszymi funkcjami prawdopodobienstwo
otrzymania konkretnej wartosci w pomiarze dowolnej mierzalnej wielkosci
fizycznej nie zmienia sie przy zamianie czgstek ze soba.

Funkcjami symetrycznymi WS(xz,xl) nie zmieniajgcymi znaku przy
zamianie czgstek opisujemy czastki zwane bozonami

Funkcjami antysymetrycznymi WA?xyxj zmieniajgcymi znak przy
zamianie czgstek opisujemy czgstki zwane fermionami



Bozony i fermiony

Bozonami sg czgstki , dla ktorych liczba s okreslajgca dtugosc¢
wektora spinuz,/s(s+1) przyjmuje wartosci catkowite tzn.
s=0,1,2.3....

Sa one opisane funkcjg stanu symetryczng wzgledem zamiany
czastek

Przyktadem bozonu jest foton, a takze jadro zlozone z
parzystej liczby nukleonow.

Fermionami sg czastki , dla ktorych liczba s okreslajaca
dhugos¢ wektora spinu zys(s+1) przyjmuje wartosci potowkowe
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Sa one opisane funkcjg antysymetryczng wzgledem zamiany
czastek.
Fermionami sg m.in. elektron, proton 1 neutron, a takze jadra

ztozone z nieparzystej liczby nukleonow



Z.akaz Pauliego

Dwa fermiony nie mogg znajdowac sie w tym samym
stanie kwantowym (opisanym tym samym zestawem liczb

kwantowych).
Warunek ten wynika z postaci funkcji antysymetrycznej

(%, x,) = [wa o, 06) (e, (5|

Funkcja ta znlka tozsamosciowo w przypadku gdy o=/ a
zatem nie jest mozliwe by dwa fermiony znajdowaty sie w tym

samym stanie kwantowym.

Zakaz Pauliego nie dotyczy bozonow, opisanych funkcjami
symetrycznymi, ktore mogg znalez¢ si¢ w tym samym stanie

kwantowym.



Postac funkcji stanu dla uktadu ztozonego z N jednakowych
fermionéw

Mozna jg zapisac przy pomocy wyznacznika Slatera

Va, (x;) Va, (x,) Va, (Xy)
| Waz(x1) Waz(xz) Waz(xzv)
V5 et,) =

v, (x) v, (x,) W, (Xy)

U ; - zestaw liczb kwantowych (w tym takze tych zwigzanych ze
spinem) opisujgcy fermion w stanie kwantowym j-tym
X,  -zespot wspotrzednych stuzacych do opisu
potozenia i rzutu spinu j-tego fermionu na os Oz

Gdy «;,=a; towowczas wiersze i-ty i j-ty wyznacznika sg
jednakowe, a wiec caty wyznacznik sie zeruje co zapewnia to
iz wowczas W, =0
Zamiana kolumn macierzy odpowiada zamianie czgstek |
prowadzi do zmiany znaku funkcji falowej.



Podzial funkcji stanu ukladu zlozonego z dwoch identycznych fermionow na
cze$¢ zalezna od zmiennych przestrzennych i spinowych.

Gdy operator Hamiltona nie zalezy jawnie od operatorOw zwigzanych ze spinem
(zaniedbujemy np. sprze¢zenie spinowo-orbitalne) to funkcje stanu opisujaca stan
uktadu 2 fermionéw mozemy przedstawi€ jako 1loczyn funkcji zaleznej od
zmiennych przestrzennych 1 spinowych.

WA(xlaxz): 4 ri9r2)Z(mS19mS2)
W celu spetienia warunku antysymetrycznosci funkcji stanu trzeba przyjac 1z

albo ozn.
a)Funkcja ‘//(’”1 28 2) =¥y (’”1 . 2) jest antysymetryczna wzgledem przestawienia

czqstek Czyli ¥ 4 (’7‘2 5 ’7; ) =Y 4 (77; ) 77:2 ) a funkcja Z(msla ms2) = Xs (ms17 msZ)
jest symetryczna wzgledem przestawienia czastek ¥ (msz > Mg ) = Xs (msl s M) )

b)Funkcja 1//(171 7, ) - W (171 7, ) jest symetryczna wzgledem przestawienia

ozn

czastek Czyli Vs (7‘2 ’ ]7; ) =Vs (fi ’ ’72 ) a funkcja Z(msla msZ) :'ZA (mslamsz)
jest antysymetryczna wzgledem przestawienia czastek y (ms2 ,M ) ==X (ms1 , M, 2)

Posta¢ funkcji zaleznej od zmiennych przestrzennych W(I_”i 7, ) wynika z
rozwigzania rOwnania wlasnego dla operatora Hamiltona zaleznego od
zmiennych przestrzennych.



Stan singletowy

Gdy opisywanymi czgstkami sg fermiony o s,=s,=1/2 ( m,,=+1/2, m.,=+1/2)
(czyli np. elektrony) to wyrézniamy tylko 1 funkcje y,(m,,,m_,)zalezng od
zmiennych spinowych spetniajgcg warunek antysymetrycznosci .

1= x| = le)-
V2 : —may | W2

gdzie ¥, ., (msl,msz)z Xm., (msl);(mﬂ(msz) sg funkcjami wtasnymi operatorow

A A

S’f,Slz,S’f S, zwigzanych z pojedynczymi czgstkami spetniajgcymi
rownania witasne

S X m, =TS (S D 20 s, =1/2
Sy K . =Hs, (3 + D 0 s, =1/2
S T, =M m, =+1/2
Szzzmsl,msz = i‘zinszjgmslms2 m,==x1/2

Elektrony opisane funkcja %, (msl ; msz) znajduja sie w stanie singletowym. W
stanie tym nie jest ustalony rzut spinu zadnej z czastek na oS Oz.

W takim stanie mowimy w uproszczeniu 1z spiny obu czgstek sg antyrOwnolegte do
siebie, a kwadrat spinu ukladu jest rowny 71°s(s +1) =0 (s=s,-s,=0).



Stan trypletowy

Gdy opisywanymi czgstkami sg fermiony o s,=s,=1/2 ( m ,=%1/2,
m,=*1/2) (czyli np. elektrony) to wyrozniamy 3 funkcje

zalezne od zmiennych spinowych symetryczne wzgledem
przestawienia czgstek

ozn.

ZS] :Zmlzlm2:l :‘+,+>
S A
Xs2 :Zmlz—lmzz—l Z:'_’_>
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O czastkach znajdujgcych sie w stanie w ktérym ¥ = ¥, lub ¥ = %5, lub
X = Xs3mowimy ze znajdujg sie w stanie trypletowym.

W takim stanie mowimy w uproszczeniu 1z spiny obu czastek sg rownolegte do
siebie, a kwadrat spinu uktadu jest rowny#a’s(s +1)=2r> (s=S;+s,=1).

Trzy funkcje odpowiadajace stanowi trypletowemu r6znig si¢ rzutem spinu na os Oz,
ktore moze by¢ rowny —7,0,7



Funkcje ZuZsi»Zs2>Zss  sg funkcjami wtasnymi operatorow
kwadratu catkowitego spinu uktadu czgstek

§2 =S, -5,+5,-8,+28,-5, =82+ 82 +2(5,.5,, +5,.5,, +5..5,.)

AN A AN
— — —

gdzie §=5 +8,

oraz jego rzutu na os Oz

S.=8,.+8,.
Mozna pokazac¢ (dodatek ) iz
S*xg =hs(s +1) yg =20 1 i=1,2,3; s=s,+s,=1
S yo =hm_yo =hyq, m =1 Isi =|+:t)
S Xso =hm ys, =—hys, =1 e __’_>
S. sy =hm ysy =075 my=0 Zo = U
S’y , =h’s(s+1)y, =0y, s =5, =5,/ =0 ZA:%]+,_>_

SZZA :OZA :thZA m :0

S




Gdy operator Hamiltona (nie zalezny od operatorOw zwigzanych ze spinem)
mozna przedstawi¢ w postaci ry _ H,=H, (,71 ) +H, (,72 )

to funkcje falowg zalezng od zmiennych przestrzennych dwoch fermiondéw
znajdujacych sie w stanie singleletowym (w ktorym spiny czgstek sg ustawione
antyrownolegle do siebie) mozna przedstawi¢ w postaci symetryczne;

()= )= G () v (B, )

gdze  Hy,(7R)=Ew,(7)  Hy;(h)=Ew;7)

zas funkcje falowg zalezng od zmiennych przestrzennych dwoch fermionow
znajdujacych sie¢ w dowolnym stanie trypletowym (w ktorym spiny czastek sg
ustawione rownolegle do siebie) mozna przedstawi¢ w postaci
antysymetrycznej 1

w(7.75)=w,(7.7)= f[wanwﬁ(rz) va (W, ()]

W powyzszych wzorach liczby kwantowe «, f indeksuja tylko czes$¢ funkcji
falowej zaleznej od zmiennych przestrzennych w zwigzku z tym jest mozliwe
znalezienie dwoch fermionoéw znaj Jdujgcych si¢ w stanie singletowym opisanym
funkcja falowg (’”1 , r2) za = gdyzrdznig si¢ one rzutem spinu na o Oz.



Funkcja falowa zalezna od zmiennych przestrzennych identycznych

czgstek znajdujgcych sie w stanie trypletowym

V()= )= e () -va By, ()

znikataby w przypadku czgstki znajdowaty sie w tym samym potozeniu

R=r5 -y, (R.5)=0
Funkcja falowa identycznych czgstek znajdujgcych sie w stanie
singletowym

V()= )=l () +va By, ()

w przypadku gdyby czgstki znajdowaty sie w tym samym potozeniu
nie znika

TAGRAE j—wa(n)l//ﬂ(n)

Powyzsza witasnosSC wskazuje na to ze iz w stanie trypletowym czgstki
unikajg przebywania w odlegtosci bliskiej siebie, zas w stanie singlowym
czastki preferujg pozostawanie w Dbliskiej odlegtosci od siebie.
Oddziatywanie prowadzgce do opisywanych efektow zalezne od
wzglednego ustawienia spindw obu czgstek nazywamy oddziatywaniem

wymiennym.



Oddziatywanie wymienne- zaleznos¢ energi uktadu od
konfiguracji spinowej

Zal6zmy 1z oba fermiony sg elektronami obdarzonymi tadunkiem e.
Potencjat opisujgcy oddziatywanie elektrostatyczne migdzy nimi mozna
przyjac¢ w postact j, _ ¢’ _ e’

4ne,n, 47[30"_’1 _’_;2‘
gdzie r,;, —odleglos¢ miedzy fermionami o
Mozna tatwo policzy¢ warto$¢ oczekiwang operatora Hamiltona H = H, +V (r)
czyli operatora H, = A,(7)+ A, (7 ) uzupeinionego o czion opisujacy
oddziatywanie elektrostatyczne pomiedzy elektronami w stanach wlasnym
operatora H, singletowym i trypletowym wprowadzonych poprzednio.
Wartosc¢ ta bedgca miarg energii ukladu jest rowna

E=E.+FE 5T J — K w stanie trypletowym

i E=E;+E;+J+K  stanie singletowym gdy @ # 8

2
drie J=—[dr [drly-GF ——w .G >0
gdzie ol nR[ AAR ‘fl_%‘\wﬂ(@){ >
e’ KN % (o | . .
K= R3d37”11_a[d37”2‘//5(7’1)‘//g(7’2)‘ﬁ i w5 (7 (%) >0
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Czlon J=

Jd3n Id%\wa EY ==, )
Are, »: ;-7
opisuje energie elektrostatycznego oddziatywania elektronow
znajdujacych sie punktach okreslonych przez wektory r 1 r,
usredniong po roznych mozliwych potozeniach tych elektronow

opisanych gestosciami prawdopodobienstwa |y, (7 )(2 oraz |V ; (%)

%k %k 1

3 — — — —

ﬁjd ”z':”&(’i)‘)”g(’”z) — Wﬁ(’i)‘”&(’”z)
A

opisuje energiec wymienng 1 nie ma prostej interpretacyi klasyczne;

Roznica energii stanOw singletowego 1 trypletowego jest rOwna

E,,—E,, =2K

sin g

2

2
Czion K = €
4re,

Energia uktadu ztozonego wyltacznie z dwoch elektronow jest
wieksza w uktadzie singletowym niz trypletowym



Oddzialywanie wymienne-zaleznos¢ energii uktadu od konfiguracji
SpINOWE]

1) Oddziatywanie wymienne w uktadzie ztozonym z dwéch identycznych fermionéw
obdarzonych tadunkiem elektrycznym (np. elektronéw) oddziatujgcych ze sobg
elektrostatycznie powoduje uzaleznienie energii uktadu od ustawienia spindw obu
fermiondw nawet wowczas gdy operator Hamiltona nie zalezy od operatorow
spinowych. W szczegdlnosci np. z tego iz w stanie trypletowym fermiony znajduja
sie w dalszej odlegtosci od siebie niz w stanie singletowym wynika iz dodatnia
srednia energia ich wzajemnego oddziatywania elektrostatycznego jest wieksza w
stanie singletowym niz trypletowym, dlatego energia uktadu w stanie trypletowym
jest nizsza niz w stanie singletowym. Dlatego dwa elektrony dgzgc do
minimalizacji swojej catkowitej energii unikajg zajmowania stanéw w ktorych ich
spiny sg antyrownolegte do siebie (gdy nie ma innych zewnetrznych czynnikow,
ktore energetycznie preferujg taki stan). Obserwuje sie to w atomach
wieloelektronowych

2) Oddziatywanie wymienne jest odpowiedzialne za powstawanie wigzan w przypadku

znacznej ilosci czgsteczek, z tym ze istnienie oddziatywan elektrostatycznych
pomiedzy elektronami i jgdrami moze prowadzi¢ do tego iz elektrony tworzgce
wigzanie znajdujg sie w stanie singletowym a nie trypletowym, gdyz energia stanu
singletowego jest nizsza niz trypletowego (sytuacja taka wystepuje w czgsteczce
wodoru).



Przyktadowe pytania opisowe

1) Sformutowaé zakaz Pauliego Jakich czastek dotyczy zakaz Pauliego? Jak mozna go uzasadnié
wykorzystujac posta¢ funkcji stanu (falowej) opisujacej uktad ztozony z dwoch (lub wielu) takich
czastek?

2)Jaki stan nazywamy singletowym, a jaki trypletowym? Z czym mozna powigza¢ oddzialywania
wymienne? Czy w obecnosci tych oddziatywan energia uktadu zlozonego z dwoch elektronow
moze zaleze¢ od ustawienia spinow tych elektronéw. OdpowiedZ uzasadnic.



Przyktadowe pytania testowe

1) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Kwadrat spinu czastki bedacej fermionem dany jest wzorem #s(s+1) , przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko warto$¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczbg catkowitg
nieuyjemnyg s=0,1,2,3,.....
b) Kwadrat spinu czastki bedacej fermionem dany jest wzorem #%s(s+1) , przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczbag
13
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c¢) Rzut spinu czastki bedacej fermionem na o$§ Oz jest zawsze rowny g :

d) Elektron jest czastkg bedaca fermionem.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.
2) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Funkcja stanu opisujgca uktad zlozony z dwoch jednakowych fermionow zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czgstek zmienia znak przy zamianie tych
czastek ze soba.

b) Funkcja stanu opisujgca uktad ztozony z dwoch jednakowych fermionow zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czgstek nie zmienia si¢ przy zamianie tych
czastek ze soba.

c) Funkcje stanu opisujacg uktad ztozony z dwodch jednakowych nieoddziatujacych ze
sobg fermiond6w mozna zawsze przedstawi¢ jako iloczyn funkcji opisujacych
oddzielnie kazdy z fermionow.

d) Dwa fermiony nie moga znajdowac si¢ w tym samym stanie kwantowym (opisanym
jednakowg funkcjg stanu zalezng od zmiennych przestrzennych i spinowych).

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



3) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Kwadrat spinu czgstki bedace; bozonem dany jest wzorem #°s(s+1), przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czgstki bedaca liczbg catkowita
nieuyjemng s=0,1,2,3,.....
b) Kwadrat spinu czastki bedacej bozonem dany jest wzorem 7’s(s+1), przy czym

liczba s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczbg
135

potowkowa dodatnig s - i)
c) W wyniku pomiaru rzutu spinu bozonu na 0§ Oz mozna otrzymac warto$¢ rowng 0 .
d) Elektron jest czastka bedacg bozonem.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.
4) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Funkcja stanu opisujaca uktad ztozony z dwodch jednakowych bozondéw zalezna od
zmiennych przestrzennych 1 spinowych obu czgstek zmienia znak przy zamianie tych
czastek ze sobg.

b) Funkcja stanu opisujaca uktad ztozony z dwoch jednakowych bozonow zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czgstek nie zmienia si¢ przy zamianie tych
czastek ze sobg.

c) Funkcje stanu opisujgca uktad ztozony z dwoch jednakowych nieoddzialujacych ze
sobg bozondéw znajdujacych si¢ w roznych stanach kwantowych mozna zawsze
przedstawic¢ jako iloczyn funkcji opisujacych oddzielnie kazdy z bozonow.

d) Dwa bozony nie mogg znajdowac si¢ w tym samym stanie kwantowym (opisanym
jednakowag funkcjg stanu zalezng od zmiennych przestrzennych i spinowych)

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



5) Rozwazamy ukiad zlozony z dwoch jednakowych fermionow, ktore
traktujemy jako czastki nierozroznialne. Operator Hamiltona opisujacy uktad
rOwny jest sumie operatorow Hamiltona wprowadzonych dla kazdego z
fermionéw H=H, (x)+H,(x,), a ukltad znajduje sie w stanie wlasnym pelnego
operatora Hamiltona H . Znane sg funkcje wlasne ¥, (x,) oraz ¥,(x,) operatorow
A/(x) oraz H,(x,) zalezne od wspotrzednych przestrzennych i spinowych
odpowiednich  fermionow  spelniajagce  odpowiednie rdéwnania  wlasne
H,(x W, (x)=Ew,(x) H,(x, W (x,) = E g7 5(x,) (i=1,2; a+p)
Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi. Zaznaczy¢
wszystkie poprawne stwierdzenia

a) czastki te podlegajg zakazow1 Pauliego

b) funkcje stanu (falowa) opisujgca uklad mozna zapisaé w postaci

W)= ()%, (), (), ()]
c) funkcje stanu (falowg) opisujaca uklad mozna zapisa¢ w postaci
W(m) = [0 (0%, () + 9, (1), (1)

d) funkcje stanu (falowg) opisujaca uklad mozna zapisa¢ w postaci
\P(x1 > Xy ) =Y, (xl )\Pﬁ (xz)



0) Ktore z ponizszych stwierdzen sa stwierdzeniami prawdziwymi! Zaznaczyc
wszystkie poprawne stwierdzenia.

a) Oddziatywania wymienne wystepuja tylko miedzy czastkami wchodzacymi w
sktad uktadu, dla ktérego operator Hamiltona zalezy od operatorow zwigzanych
Ze spinem.

b) Symetria cze¢sci zaleznej od zmiennych przestrzennych funkcji stanu uktadu
ztozonego z dwoch elektrondw zalezy od symetrii czesci zaleznej od zmiennych
spinowych funkcji stanu

c) Dla dwoch elektronow znajdujacych sie w stanie trypletowym obserwuje sie
obnizenie prawdopodobienstwa znalezienia si¢ tych elektrondw w poblizu siebie

d) Dla dwoch elektrondw znajdujacych sie w stanie singletowym obserwuje sie
obnizenie prawdopodobienstwa znalezienia si¢ tych elektrondw w poblizu siebie

¢) Oddziatywanie wymienne prowadzi do obnizenia energii ukladu zlozonego
wylacznie z 2 elektrondow oddzialujagcych ze sobg elektrostatycznie gdy
elektrony te znajdujg si¢ w stanie trypletowym

f) Oddzialywanie wymienne prowadzi do obnizenia energii uktadu zlozonego

wylacznie z 2 elektronow oddziatujacych ze sobg elektrostatycznie gdy elektrony

te znajdujg si¢ w stanie singletowym.

g) Czes¢ funkcji stanu opisujacej uktad ztozony z dwoch elektronow znajdujacych sie w
stanie trypletowym zalezna od zmiennych spinowych elektronéw zmienia znak przy
zamianie elektronow ze sobg.

h) W stanie trypletowym kwadrat calkowitego spinu uktadu ztozonego z dwdch
elektronow jest rowny O.

1) W stanie singletowym rzut catkowitego spinu uktadu ztozonego z dwodch elektronow
na o$ Oz moze przyjmowac 3 rdzne wartosci.



Dodatki (wylacznie dla zainteresowanych )



Dodatek Stan singletowy i trypletowy —uzupetnienie

Funkcje zalezne od zmiennych spinowych X4 Xs1> X525 Zs3
opisujgce odpowiednio stan singletowy i 3 stany trypletowe

sg funkcjami witasnymi operatorow kwadratu catkwitego

spinu uktadu ztozonego z dwoch fermionow o s=1/2
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Szkic dowodu dla zainteresowanych

W dowodzie mozna wykorzysta¢ reprezentacje macierzowa

a) funkcji zaleznych od zmiennej spinowej opisujacych stany
jednoczgstkowe w ktorych okreslony jest kwadrat spinu oraz rzut
spinu na os Oz pojedynczych fermionow o s,=s,=1/2

EEHINCEN

b) operatoroOw kwadratu oraz sktadowych spinu tych czgstek
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Stan uktadu dwoch czgstek-
splatanie kwantowe

Przestrzen Hilberta uktadu zawierajacego N czastek mozna traktowac jako
1loczyn tensorowy podprzestrzeni Hilberta dla kazdej z czgstek.

Jezeli uklad ztozony z tych czgstek znajduje si¢ w stanie czystym to mozna go
opisac jako wektor z tej przestrzeni.

Moéwimy 1z uklad znajdujacy si¢ w stanie czystym znajduje si¢ w stanie
splatanym gdy nie jest mozliwe przedstawienie wektora jego stanu jako 1loczynu
tensorowego wektorOw opisujacych stany kazdej z czastek osobna

W tym stanie zadna z czastek nie znajduje si¢ w stanie czystym w przestrzeni
Hilberta wprowadzonej do opisu pojedynczej czastki

Informacja jakg posiadamy o ukladzie splatanym zlozonym z obu czgstek jest
wigksza niz o kazdej z nich osobna, przy tym wynik pomiaru wykonany na 1
czastce zmienia stan kwantowy drugiej natychmiast niezaleznie od odleglosci w
jakiej znajdujg sie te dwie czastki

Po pomiarze pewnej wielkosci fizycznej na pierwszej czastce wynik pomiaru tej
wielkosci fizycznej, na drugiej czastce czesto staje sie w pelni przewidywalny,
mimo 1z przed pomiarem mozna go okresli¢ tylko w sposob probabilistyczny



Przyktady uktadow splatanych

1) Uktad ztozony z dwdch czastek o ustalonym pedzie catkowitym réwnym zeru

2) Uktad ztozony z dwdch elektrondw ( czyli czastek o spinie opisanym przez
liczbe s=1/2 o dwdch mozliwych rzutach spinu na dowolna 0s$) nalezgcych do
dwdch atomow wodoru powstajgcych w wyniku rozpadu czasteczki wodoru
znajdujgcej sie w stanie singletowym.

3) Uktad ztozony z dwdch fotondw o wzajemnie prostopadtych kierunkach
polaryzacji.




Wytworzeni uktadu splatanych
fotonow

Splatane fotony mogg powstac np. w
wyniku przechodzenia fotonu przez
dwojtomny krysztat np. beta boranu.
Jezeli wynik pomiaru wskaze iz
polaryzacja jednego z powstatych
fotondw jest pozioma to polaryzacja
drugiego fotonu jest pionowa (przy
ustalonej dowolnie osi polaryzatora
okreslajgcego os polaryzacji) przy czym
dla pewnych kierunkéw ruchu fotonéw
fotony te s splatane tak iz przed
przeprowadzeniem pomiaru nie
jesteSmy w stanie okresli¢ jaki bedzie
wynik pomiaru polaryzacji pierwszego
poddanego badaniom fotonu




Splatanie kwantowe

Gdy czastka jest w stanie \1> to oznacza iz np. dla elektronu rzut jego
spinu na wyrézniong os jest rowny #/2 zas dla fotonu iz jego polaryzacja
jest rownolegta do osi wyrdznionej przez polaryzator

Gdy czastka jest w stanie \O> to oznacza iz np. dla elektronu rzut jego spinu
na wyrdzniong oS jest rowny —7/2 zas dla fotonu iz jego polaryzacja jest
prostopadta do osi wyrdznionej przez polaryzator

. 1
Stan opisany wektorem stanu ‘W1,11> = ﬁ(m’ ®‘1>H _‘1>1 ®‘O>H)

jest singletowym stanem splgtanym gdyz nie daje sie przedstawic jako iloczyn
tensorowy wektorow v,)=0a|0) +4]1) v,)=70),+d1),

‘WI,II>:‘W1>®‘l//11>:a7‘0>1®‘O>H+a5‘0>1®‘1>H+ﬂ7/‘l>l ®‘O>I]+ﬂ5‘1>l®‘l>ﬂ

) edy jednoczesni L gL
‘%,U>=‘wu,> gdy jednoczesnie ay =0 S5 =0 a5:ﬁ By = N

sprzecznosc



Paradoks EPR ( A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen 1935)

Rozwazamy uktad ztozony z dwdch czastek znajdujgcych sie w stanie splatania kwantowego.
W szczegdlnosci w tym stanie istniejg wielkosci fizyczne dla ktérych nie mozemy przewidziec
wyniku pomiaru dla zadnej z czgstek ale pomiar dla jednej czgstki pozwala przewidziec z
pewnoscig wynik pomiaru dla drugiej czgstki niezaleznie od rdznicy czaséw pomiardéw i
odlegtosci miedzy czastkami.

W oryginalnej wersji paradoksu rozwazanymi wielkoSciami byty potozenie i ped czastek,
ktorych jednoczesnie nie mozna dla pojedynczej czgstki okreslic.

Paradoks mozna prosciej opisa¢ analizujgc wielkosci, ktore moga przyjmowac w przypadku
pojedynczej czastki tylko dwie wartosci

o L : : Spin-up (1)
WielkosScig czesto rozwazang jest spin czgstki dla

ktorej liczba s okreslajgca kwadrat spinu jest
rowna %. Czgstka takg moze byc¢ elektron

Spin-down ()

W wyniku pomiaru rzutu spinu takiej czgstki na dowolng 0§ mozna otrzymac tylko dwie
wartosci i /2lub - h /2 ( wynik pomiaru w jednostkach i /2 jest rowny 1 lub -1 )

Nie mozna jednocze$nie wyznaczy¢ rzutu spinu czastki na dwie rézne osie gdyz
pomiar rzutu na jedng oS niweczy naszg informacje o rzucie spinu na inng os.



Jezeli dwie czastki o spinie s=1/2 znajdujg si¢ w splatanym stanie singletowym to

a)

rzut spinu catego uktadu na dowolnie wybrang os jest rOwny zeru

b) w wyniku pomiaru rzutu spinu jednej czastki na dowolng os otrzymac

c)

d)

mozemy dwie wartosci z ktorych jedna jest dodatnia a druga ujemna
przeprowadzony po tym pomiarze pomiar rzutu spinu drugiej czastki na
rownolegla os jest scisle zdeterminowany 1 daje wynik o przeciwnym znaku
niz w przypadku pierwszej czgstki, natomiast wyniku pomiaru na inng o$ nie
mozna w sposob deterministyczny okreslic.

odleglos¢ pomiedzy czastkami w momencie wykonywania pomiarow moze by¢
tak duza ze w czasie ktory uptyngt miedzy pomiarami informacja o wynikach
pierwszego pomiaru nie mogta dotrze¢ do miejsca przeprowadzenia drugiego
pomiaru poruszajac si¢ z predkoscig mniejszg niz Swiatta. W sensie klasycznym
druga czastka ,,nie wie’’ zatem czy 1 jaki pomiar zostal przeprowadzony na
pierwszej czgstce, a mimo to wynik pomiaru przeprowadzonego na niej jest
skorelowany z wynikiem pomiaru przeprowadzonego na pierwsze] czastce



Wedtug koncepcji zgodnej z zasadg lokalnego realizmu opartej na istnieniu lokalnych
ukrytych zmiennych wyjasnienie opisanej sytuacji jest takie iz

rzut spinu drugiej czastki na dowolng os jest zdeterminowany juz od chwili powstania
uktadu ztozonego z tych dwdch czastek czyli przed dokonaniem pomiaru spinu pierwsze;j
czgstki tylko my nie posiadamy tej informacji gdyz mechanika kwantowa jest teoria
niekompletng i dlatego znajomosc¢ funkcji falowej ktora wedtug interpretac;ji
kopenhaskiej zawiera maksymalng informacje o ukfadzie kwantowym nie pozwala nam
przewidzenie wynikow pomiardow dla zadnej czastki przed dokonaniem pomiaru dla
jednej z czastek, cho¢ wynik pomiaru rzutu spinu na dowolng os$ dla kazdej czastki jest od
poczatku deterministycznie ustalony ( tylko my nie mozemy go przewidzie¢ bo nie
dysponujemy odpowiednig teorig).

Przyjecie zatozen iz pomiar przeprowadzony na jednej czgstce nie zmienia stanu
w jakim znajduje sie druga czgstka i obie czastki majg okreslony rzut spinu na
dowolng 0$ zanim dokonano jego pomiaru (lokalny realizm) prowadzitoby do
mozliwosci przypisania pojedynczej czgstce okreslonych wartosci rzutu spinu na
rozne osie wbrew prawom mechaniki kwantowe;



Wedlug teorii kwantowej (zgodnie z interpretacja kopenhaska)

1) Caty uktad kwantowy zlozony z obu czgstek jest jednym uktadem opisanym
wspolng funkcjg falowa , ktéra zawiera maksymalng informacje o uktadzie
kwantowym ale nie pozwala na okreslenie w sposob deterministyczny wyniku
pomiaru rzutu spinu na zadng z osi dla zadnej z czgstek

2) W trakcie pomiaru rzutu na okreslong os spinu jednej czastki nastepuje zmiana
skokowa tej funkcji jednoczesnie w calej przestrzeni nie zaleznie od wielkosci
obszaru w ktorym ta funkcja si¢ rozcigga. Po dokonaniu pomiaru nowa funkcja
ma takg postac 1z mozna na jej podstawie okresli¢c wynik pomiaru
przeprowadzonego na drugiej czgstce w sposob jednoznaczny

3) Powyzsze spostrzezenie nie stol w sprzecznosci ze szczegdlng teorig
wzglednosci gdyz dokonujac pomiaru spinu drugiej czastki obserwator nie moze
w ten sposob od razu odebrac zadnej informacji od pierwszego obserwatora
dokonujacego pomiaru spinu pierwszej czastki a zatem zaden sygnal nie moze
by¢ przestany z predkoscig wiekszg od swiatta

4) Przed dokonaniem pomiaru rzut spinu na dowolng o$ zadnej z czastek nie jest w
ogoble okreslony (a nie tylko nie jest znany) w zwigzku z czym nie mozna tych
rzutow traktowac jako majgcych ustalong wartos¢



Czy mozna zweryfikowac¢ eksperymentalnie ktdra teoria opisu doswiadczen z

czastkami znajdujgcymi sie w splatanym stanie singletowym jest poprawna?
Przewidywanie wynikdw eksperymentu w teorii negujacej istnienie lokalnych ukrytych
zmiennych i teorii dopuszczajgcej istnienie takich zmiennych daje wynik identyczny gdy

dokonuje sie pomiaru spinu obu czgstek wzdtuz réwnolegtych osi.

Mozna pokazac iz obie teorie rdznia sie
przewidywaniami dotyczgcymi korelacji
wynikow pomiardw rzutu spindw obu

czgstek na nierdwnolegte do siebie osie
tworzgce ze sobg kat a..

Gdyby istniaty ukryte zmienne a nie istniaty
oddziatywania przenoszone z predkoscia
wiekszg od swiatta prowadzace do ich zmiany

( czyli zmienne te bytyby lokalne) to istniaty by
ograniczenia dotyczgce korelacji takich wynikow

korelacja

1

— MK
—— zmienne ukryte

D

A
w oparciu o ktére mozna by sformutowac nierownosci Bella narzucone na srednie wyniki

180

36

pomiarow iloczyndw rzutu spinu splatanych czastek na rézne osie

tamanie tych ograniczen czyli famanie nierownosci Bella mozna zademonstrowac w

eksperymencie przeprowadzonym dla wielu par identycznych czastek splatanych na ktérych

kazdy z obserwatorow dokonuje pomiaréw spinu przemiennie na jedng z dwu

nierownolegtych do siebie osi, ktore nie pokrywaja sie z osiami wybranymi do pomiaru przez

drugiego obserwatora.

Mechanika kwantowa dopuszcza famanie nieréwnosci Bella. Eksperyment wykazat rowniez

tamanie nierownosci Bella.



Nierownosc Bella

Sformutowana przez Johna Bella w 1964 , zmodyfikowana w 1969 przez J.F. Clausera , M.A.
Horne, S.A. Shimony i R.A. Holta w celu umozliwienia jej eksperymentalnej weryfikacji .

Sformutowanie nierédwnosci Bella
Dwie osoby dokonujg pomiaru rzutu spinu dwdch czastek o s=1/2 znajdujgcych sie w stanie
splatanym singletowym (lub kierunku polaryzacji dwdch splatanych fotonéw) wzdtuz dwéch
dowolnych nieréwnolegtych (niepro'stopadlych) osi. Rzutom spinu (kierunkom polaryzacji )
odpowiadajg cztery wielkoéci 4,4  w przypadku osoby A i B,B' w przypadku osoby B
W wyniku kazdego pomiaru mozna otrzymac dwa wyniki (rzut spinu dodatni lub ujemny,
polaryzacja pionowa lub pozioma), ktérym przypisujemy wynik réwny +1 i -1 odpowiednio
A zatem dozwolone wyniki wszystkich pomiaréw oznaczone przez a,a’,b,b’ mogg
przyjmowac wartosci ze zbioru {-1,1}
Okreslamy srednie z iloczynow wynikow pomiarow wykonanych przez obu obserwatorow
na kolejnych parach splgtanych czgstek.

Tworzymy nowg wielkos¢ fizyczng (= AB+ AB'+A'B'—-A'B
Dozwolone wyniki pomiaru c tej wielkoéci przy zatozeniu iz wielkodci 4, 4,
B,B majg dobrze okreélone wartoéci a,b,a’,b’ juz przed dokonaniem pomiaru
( czyli mozna kazdej wielkosci przypisac¢ konkretng choc nie znang wartos¢ bez
koniecznosSci dokonywania pomiardw) mozna by okresli¢ ze wzoru

c=ab+ab+a'b'-a'b=a(b+b")—a'(b-b")=%2

=2 ‘b—b' =2

wdyi  |p+b =0 . |p+b|=0 ; [p-0




Wartosci wielkosci C nie mozna ustali¢ na podstawie pomiaréw dla dwdch czastek
splatanych ale mozna okresli¢ srednie z iloczyndw wynikéw pomiarow wielkosci
A,B,A',B'" wykonanych przez obu obserwatoréw na kolejnych parach splatanych
czastkach znajdujgcych sie w tym samym stanie kwantowym przed pomiarami
!

<nab (ab') <a'b'> (a'b) , A "
Zhajac te srednie mozna

Jaf te STeenie ,, B a=rl4
oszacowac Srednig wartosc

>

L a=rnl4
wielkosci C, przy czym z

wczesniejszych rozwazan wynika \
ograniczenie na tg wielkoS¢ w

postaci nierownosci Bella a=rxn/4
gdyz ¢=%2

‘<c>‘ = ‘<ab> + <ab’> + <a'b’> — <a'b>‘ <2 | A

Wedlug mechaniki kwantowej gdy osie na ktore rzutujemy spin przeprowadzajac pomiary
wielkosci A1 B tworzg ze sobg kat a to srednia wartos¢ pomiaru i1loczynu wielkosci AB (

wartos¢ oczekiwana ) jest rOwna <AB> — <ab> = — COS(OZ)

Mozna pokazac iz w przypadku gdy 4, A4 B,B odpowiadaja wielkosciom fizycznym
reprezentujgcym rzut spinu na nierownolegte osie tworzace ze soba kat « -2 to mamy

4
=‘—2ﬁ\=2ﬁ

ol {2l

v

(C)|=\(4B)+(4B)+(4 B)~(4 B}~




Z obliczen kwantowych, wynika wiec 1z modut sredniej wartosci wielkosci
fizycznej C moze by¢ przy pewnych ustawieniach osi wigkszy od 2 czyli
nierOwnos¢ Bella moze by¢ tamana ‘ < c>‘ S

Wedhug (interpretacji kopenhaskiej) mechaniki kwantowej rozbieznos¢ tg mozna
tlumaczyc¢ tym 1z rzut spinu czgstek na okreslong o$ przed dokonaniem pomiarow
jest nieustalony (wbrew zatozeniu przyjetemu przy wyznaczeniu c) 1 nie jest
mozliwe okreslenie w poczatkowym stanie jednoczesnie wielkosci A,A’ (oraz B 1
B’) 1 dlatego nierownos¢ Bella nie jest prawdziwa.

W inny sposob niespetnienie nierdwnosci Bella podczas pomiaru mozna by
tlumaczy¢ tym 1z podczas pomiaru rzutu spinu jednej czastki wysytany jest
sygnat do drugiej, ktory wptywa na wynik pomiaru rzutu spinu drugiej czastki,
ktory w ogolnym przypadku musi propagowac z predkoscig wiekszg od predkosci
Swiatla.



Testowanie nierownosci Bella

Pierwszy raz byfa testowana z wykorzystaniem fotonéw przez S.J. Freedmana i J.F. Clausera w
1972 roku .

Ulepszone eksperymenty z wykorzystaniem fotondw zostaty przeprowadzone m.in. na
poczatku lat osiemdziesigtych XX wieku przez A. Aspecta (zwiekszenie odlegtosci miedzy
dwiema czgstkami w chwili pomiardw tak iz przekaz sygnatu pomiedzy pomiarami musiat by
sie odbywac z predkoscig wiekszg od Swiatta PRL 49 (1982) 1804), przez G. Weihsa i
A.Zeilingera w 1998 roku (losowy wybaor kierunku osi polaryzatorow, PRL 81 (1998) 5039)
oraz w roku 2008 przez Salarta (detekcja czastek w punktach odlegtych o 18km od siebie) a
takze A. Zeilingera (odlegtos¢ miedzy czastkami przekraczata 144 km) .

Eksperyment w ktérym zaobserwowano wszystkie splatane pary czgstek zostat
przeprowadzony z uzyciem dodatnio natadowanych jonéw berylu znajdujgcych sie w stanie
singletowym utworzonym z kombinacji stanu podstawowego i wzbudzonego. przez grupe
kierowang przez D. J. Winelanda w roku 2001 (Nature 409 (2001) 791)

W 1998 Z. Zeilinger ze wspotpracownikami analizowat takze stany splatane ztozone z 3
fotonow znajdujacych sie wstanie GHZ, w przypadku ktorych w pewnych sutuacjach w
oparciu o mechanike kwantowg mozna wysnu¢ pewne przewidywania co do polaryzacji 3
fotonu, ktore sg sprzeczne z przewidywaniami opartymi na lokalnym realizmie.

John F. Clauser, Allan Aspect i Anton Zeilinger uzyskali w 2022 nagrode Nobla z fizyki



W eksperymentach z udziatem fotonow wielkosci 4, B, 4, B sa zwigzane z pomiarem
polaryzacji fal zwigzanych z fotonami 1i 2 tworzacymi splatang pare fotondow.

Pomiar dokonujemy przy pomocy polaryzatora dwukanatowego dla kazdego fotonu, ktory
moze skierowac padajgce fotony w dwdch réznych kierunkach w zaleznosci od kierunku
drgan pola elektrycznego zwigzanego z tym fotonem po przejsciu przez polaryzator ( moze
zachodzi¢ w kierunku rownolegtym lub prostopadtym do osi polaryzacji polaryzatora)

Osie polaryzacji kazdego polaryzatora mozemy kierowaé¢ w dwoch réznych kierunkach ,
ktérym odpowiadaja wielkosci fizyczne A, 4 dla1fotonui B,B dla2 fotonu, przy czym
osie polaryzatora pierwszego przy pomiarach Ai A’ nie sg do siebie ustawione prostopadle

To samo dotyczy drugiego polaryzatora przy pomiarach BiB’. o L
Wartos¢ wielkosci A jest

rowna +1 gdy polaryzacja
fotonu jest zgodna z osig
AP peecos T 3N——  polaryzacji polaryzatora

przy jego ustawieniu
2 = . & ;‘ odpowiadajgcemu
A k_/Two—channcl polarizers \J

-1 pomiarowi wielkosci A
Coincidence monitorj{

Gdy jest do niej
prostopadta to za wynik
pomiaru bierzemy -1

Okreslamy takze wartosci wielkosci AB,A’B,AB’ i A’B’ rowne iloczynom mierzonych wielkosci
dla obu splatanych fotonow i sSrednie wartosci wielkosci AB,A’B,AB’ i A’'B’ wykorzystujgc w
kolejnych pomiarach kolejne pary fotondw pochodzace z tego samego zrodta.



Wedtug mechaniki kwantowej srednia wynikdw pomiaru iloczynu wielkosci
AB dla dwoch fotondw splatanych z uzyciem polaryzatoréw ktorych osie
tworzg ze sobg kat & winna by¢ réwna <AB> = <ab> = —COS(2CZ)

A zatem modut Sredniej z wynikéw pomiaréw wielkosci é = ,21]§ + 2@'+2'é'—21’]§
przy ustaleniu osi polaryzatorow jak na rysunku ponizej winien by¢ rowny
‘<C>‘ = ‘<AB> + <AB’> + <A' B'> — <A'B>‘ = ‘— cos(2ar)—cos(2ar) - cos(2ar) + cos(6a){

A A
B _ B’

AI

Modut tej wartosci Sredniej jest maksymalny gdy osie polaryzatorow

sg ustawione wzgledem siebie pod katem a:%

Wodwczas
— co{zj — co{zj — co{zj + cos(3 Zj = ‘— 2«5 ‘ = 2«5
4 4 4 4

(C)|=K4B)+({4B)+({1B)~(4 )=




Eksperymenty przeprowadzono tak iz wybor dwdoch mozliwych osi polaryzacji polaryzatorow
dokonywano losowo w takim czasie iz informacja o ustawieniu osi polaryzacji drugiego
(pierwszego) polaryzatora nie mogta zosta¢ przestana do pierwszego(drugiego) fotonu przed
pomiarem jego polaryzacji , podobnie jak wynik pomiaru polaryzacji 1 fotonu nie mogt zostad
przestany do polaryzatora 2 przed pomiarem polaryzacji drugiego fotonu z predkoscia nie
przekraczajaca predkosci Swiatta

W eksperymencie G. Weihsa i A. Zellingera z 1998 roku otrzymano eksperymentalnie na
podstawie 14700 pomiardow przeprowadzonych w ciggu 10s iz

‘<c>‘ = ‘<ab> + <a'b> + <a'b'> — <ab'> =2,73>2

Jest to wynik sprzeczny z nierownoscig Bella zgodnie z ktorg

‘<c>‘ = ‘<ab> + <ab’> + <a'b’> — <a'b>‘ <2




Wykorzystanie splgtania —teleportacja kwantowa

» Alicja ma czgstke A opisang wektorem.
) =2]0), + A1),
 Chcemy aby czgstka C znajdujgca sie u Bronka znalazta sie w tym
samym stanie
 Dysponujemy stanem splatanym pomocniczej czgstki B znajdujgce;
sie u Alicji z czgstkg C opisanym np. wektorem stanu
1

ic)=—(0), ®[1). -1, ®/0). )

« Uktad ztozony z trzech czgstek jest w stanie

v), @|vac)=let0), +A1), )& (0], 81 |1, B[]



V). 8luse)=(el0) + A1) Je (0, &l 11, ®l0)

e Otrzymany stan przedstawiamy jako kombinacje standw tworzgcych baze
Bella w przestrzeni stanow czastek A i B

®')=—(0),®[0), +[1), @]1),)

v)=75(0), 811, +|1),®0),)

)= 7500, 010,10, 81,)  ly)=T (o), &), -I1), 8o),)

Otrzymujemy |¥),® cDZC> = CD+> ®(0“ 1), _IB‘O>C)+‘(D_> ®(0“ 1), +,B‘O>C)+

v)®-al0). + A1) J+|y ) ®(-f0) .- A1), )

e Alicja dokonuje pomiaru w bazie Bella na czgstkach Ai B, w wyniku czego
otrzymuje informacje w jakim ze standw Bella znalazty sie czastki A i B po
pomiarze. Informacje tg przekazuje Bronkowi, ktory wie w jakim stanie
znajduje sie czgstka C

e Gdy w wyniku pomiaru Alicji wynikto ze czgstki A i B znajdujg sie w stanie ‘W_>
to czastka C znajduje sie w stanie—|y) = —(]0) .+ A1) . Jtozsamym ze
stanem w jakim w chwili poczatkowo znajdowata sie czgstka A



Teleportacja kwantowa —realizacja eksperymentalna
(Zellinger 1999)
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Teleportacja kwantowa —realizacja eksperymentalna z
wykorzystaniem fotonow (A. Zellinger 1999)

« Role czgstek petnig fotony, przy czym ich stan jest okreslony
poprzez dwa mozliwe kierunki polaryzacji.

* Fotony splatane powstajg w wyniku przejscia impulsu Swiatta
laserowego przez krysztat. Foton B jest kierowany do Alicji a foton C
do Bronka.

* Impuls odbity od zwierciadta wywotuje emisje dodatkowego fotonu
A, ktory kierowany jest do Alicji, po przejsciu przez polaryzator
ktory dowolnie ustala jego polaryzacje.

 Fotony A i B docierajg do Alicji jednoczesnie i padajg z dwoch
stron na zwierciadto przepuszczajgce oba fotony z
prawdopodobienstwem 50% i odbijajgce je z prawdopodobienstwem
50% . W trakcie przejscia nastepuje splatanie fotonéw A i B.

« Jezeli fotony docierajg do detektoréw znajdujgcych sie po obu
stronach zwierciadta to znaczy ze znalazty sie w stanie Bela ‘l//_>
, a zatem foton C znalazt sie w stanie w jakim po przejsciu przez
polaryzator znajdowat sie foton A
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W przypadku gdy fotony typu A docierajgce do Alicji przechodza przez polaryzator
ustawiony pod katem 45°to obserwuje sie wyrazne obnizenie iloSci fotonow typu C
docierajgcych w tym samym czasie do Bronka przechodzacych przez polaryzator ustawiony
pod katem -45° ( prawdopodobienstwo jego detekcji zgodnie z teoria dazy do zera). Oznacza to
1z fotony te maja tg sama polaryzacje co fotony docierajgce do Bronka. W przypadku gdy
foton A docierajacy do Alicji nie zostaje splatany z fotonem B to prawdopodobienstwo
jednoczesnego pojawienia si¢ fotondw A 1 B po rdéznych stronach zwierciadta
pOtprzepuszczalnego 1 przejscia fotonu C przez polaryzator jest rowne 25%



Kwantowa teleportacja -sukcesy

W 2004 przy uzyciu opisywanego protokotu i sSwiatlowodow dokonano
teleportacji stanu polaryzacji fotonu na odlegtos¢ 600m pod dnem Dunaju w
Wiedniu

W 2012 udato sie dokonac teleportacji stanu fotonu na
odlegtos¢ 143 km z La Palma na Teneryfe w wolnej

przestrzeni-(-Nature 489 (2012) 269 )
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Teleportacja kwantowa —inne realizacje eksperymentalne

Rainer Blatt z Austrii —realizacja z uzyciem jonow wapnia zamknietych w
putapkach rozmieszczonych w regularne;j sieci krystalograficznej o statej sieci
rzedu 5 (Nature 429 (2004) 734).

Stan dwupoziomowy (qubit) tworzy jon moggacy znajdowac sie w stanie
singletowym podstawowym i metastabilnym stanie wzbudzonym o czasie zycia
rzedu sekundy oraz w stanach bedgacych superpozycja tych standw o czasie zycia
rzedu 0,1 s.

Zmiane stanow uktadu wymusza sie przy uzyciu wigzek laserowych. Wydajnos¢
rzedu 75%

Dawid Wineland z Kolarado —realizacja z uzyciem jonéw berylu (Nature 429
(2004) 737)



5)

6)

Teleportacja splatania

A B C D

Zatdézmy iz mamy pary splatanych fotondw AiBorazCiD

Dokonujemy splatania fotondw B i C

W wyniku tego procesu foton D staje sie replikg fotonu B na skutek
kwantowej teleportacji

Gdy przed splataniem fotonow B i C nie zmieniamy stanu fotonu B, to
poniewaz foton B byt splatany z fotonem A to w momencie splatania
fotonéw B i C foton D staje sie splatany z fotonem A, pomimo iz
wczesniej z nim bezposrednio nigdy nie oddziatywat

Rodzaj splatania zalezy od wyniku pomiaru stanu splgtanego fotonow B i
C . Brak tej informacji nie pozwala na potwierdzenie splatania

Pomiar ten mozna przeprowadzic juz po pomiarze polaryzacji fotonéw A
iD



Kwantowa teleportacja
problemy

 Pomiar stanu Bella jest skomplikowany.

 Dla uktadu ztozonego z 107 atomow
wymagat by uzyskania 108 informaciji.
» Stan czysty uktadu jest nietrwaty i podlega

silnym wptywom ze strony otoczenia w

wyniku czego uktad przechodzi do stanu
mieszanego



Komputery kwantowe ,
W komputerze kwantowym operacje sg przeprowadzane na tzw. qubitach, ktore

moga znajdowac sie w dowolnym stanie bedacym superpozycjg stanow [0) i 1)
Liczba tych qubitdw moze osiggac obecnie wartosci rzedu 100

Uktad ztozony z N qubitéw moze znajdowac sie w stanie bedgcym superpozycjg 2N
stanow. Zaletg komputerow kwantowych jest mozliwos¢ jednoczesnego
wykonywania operacji na wielu qubitach bedacych w stanie splatanym (a wiec
wykonywania jednoczesnie operacji na 2N stanach), co pozwala przy opracowaniu
wtasciwych algorytmow, do bardzo znaczacego przyspieszenia wykonywania
pewnych operacji (np. rozktadu liczby na czynniki pierwsze algorytm Shora), cho¢
wyniki pojedynczych obliczen moga zaleze¢ od wykonanego pomiaru.

Istotnym wyzwaniem jest wybor uktadoéw petnigcych role zbioru qubitow, tak by
ograniczy¢ wptyw otoczenia na stan kwantowy ukfadu tych qubitow. Otoczenie
zwykle prowadzi do dekoherencji i przejscia uktadu ztozonego z qubitéw ze stanu
czystego do mieszanego. Problemem moze byc tez praktyczne zaimplementowanie
wykonania operacji logicznych na uktadzie ztozonym z tych qubitéw

Do stworzenia qubitéw prébuje sie wykorzystac np.:

a)Fotony mogace znajdowac sie w stanie bedacym superpozycjg standw o prostopadtych
polaryzacjach

b)Spiny elektronowe lub jadrowe jondw uwiezionych w putapkach magnetycznych

Cc) prad tunelowy w ztgczu Josephsona mogacy ptynac w przeciwnych kierunkach
d)Uktady moggce znajdowac sie w dwdch wyraznie rozrdznialnych stanach energetycznych (
np. elektrony, ekscytony na kropce kwantowej, atomy w putapce optyczne;j )



Kryptografia kwantowa

Moze stuzy¢ do bezpiecznego przesytania informacii
Algorytm Benneta-Brassarda

Alicja chce przestac¢ informacje do Boba. W tym celu

1)

3)

4)

wysyta cigg fotondw spolaryzowanych. Os polaryzacji ustala losowo albo pionowo
albo wzdtuz osi tworzacej kat 45° z osia pionowa. Przy kazdym ustawieniu osi
moze wystaC foton spolaryzowany w kierunku zgodnym ze zwrotem osi
polaryzatora lub w kierunku prostopadtym do tej osi.

Bob odbiera fotony, przy czym polaryzacje mierzy ustawiajgc losowo o0s
polaryzatora albo w kierunku pionowym albo w kierunku tworzgcym o$ 45° z osia
pionowg. Gdy os ta ustawi w tym samym kierunku co Alicja to moze odkry¢
polaryzacje fotonu wtasciwie, gdy nie to wynik pomiaru jest przypadkowy.
Nastepnie przekazuje on Alicji jawnie kierunki wyboru osi polaryzacji w kazdym z
pomiardw, a ona wiedzgc jakich fotondw polaryzacje odczytat prawidtowo,
przekazuje mu informacje, ktére fotony zawierajg wtasciwg informacje.

W celu sprawdzenia czy sygnat nie zostat podstuchany przez szpiega Bob wysyta
tez Alicji wiadomos¢ o polaryzacji nielicznych fotonéw, sposréd tych ktorych
polaryzacje winien wtasciwie odczytac. Alicja wiedzgc jakie fotony wystata moze
sprawdzi¢ czy polaryzacja fotondw nie ulegta znieksztatcenia. Powodem
znieksztatcenia moze by¢ proba odczytania polaryzacji fotonu przez szpiega ,
ktory ustalit os polaryzacji polaryzatora w innym kierunku niz Alicja. Po pomiarze
przez niego polaryzacji fotonu w ten sposéb polaryzacja tego fotonu przestanego
przez szpiega dalej do Boba moze ulec zmianie, co moze ustalic Alicja
porownujgc swoje informacje z pomiarami Boba .



Ryszard Tanas



Alicja Ai \/"‘_‘“H/ 1 \ I
szpieg k

Bob A

0 1 0 0 0 0 0 0 1

Ryszard Tanas

Bit odczytany zle na skutek dziatalnosci szpiega



Algorytm Ekerta

Pozwala na wykrycie szpiega bez ujawnienia informacji o polaryzacji cz¢sci wtasciwie
odczytanych fotonow, wykorzystujac wlasnosci stanu splatanego

W algorytmie tym wykorzystywane sg wytwarzane prze zrodto pary splatanych fotonow
opisanych funkcija ‘%—H> _ LQO% 1), —|1) @ 0>H) z ktorych jeden trafia do Alicji a
drugi do Boba 2

Alicja 1 Bob mogg wykonywa¢ pomiary polaryzacji tych fotonow przy trzech osiach

polaryzatorow pokazanych na rysunku z katem a=7/8 (osie zwigzane z pomiarami
A,A’,A” dotycza Alicji, a B,B’,B” Boba )

1) Przed kazdym pomiarem kierunek osi polaryzatoréw Alicja 1 Bob
ustalajg niezaleznie w sposob losowy sposrod trzech mozliwych.
2) Po pomiarze polaryzacji przekazuja sobie informacje o kierunkach
wybranych os1 w kazdym pomiarze 1 wybieraja do przestania
zakodowanej informacji wyniki tych pomiarow, w ktorych osie ich
B”’ N A”’B’ polaryzatoréw byly ustawione rownolegle do siebie (wowczas
A'B polaryzacje obu fotondw sg prostopadie do siebie). Liczba takich
wynikow jest rowna 1/3 wszystkich wynikow
a o A 3) W przypadku pozostatych pomiaréw licza $rednie (AB), (AB”),
(A”B), (A”B”’) oraz wielkos¢ (C)= (AB)+ (A”B)+ (A”B”’)- (AB”)
4) Wedtug mechaniki kwantowej dla stanu splatanego |(C)[=2V2
5) Otrzymanie wartosci |{C)| mniejszej od 2 swiadczy o tym ze
fotony te nie byty opisane funkcjg opisujaca stan splatany, co moze
by¢ skutkiem zmiany ich polaryzacji przed pomiarem przez szpiega




