IVD

Zadanie 1. Dwa ciata bedace punktami materialnymi o jednakowych
masach réwnych m moga porusza¢ si¢ po okrggu kota o promieniu R.
Kazde z cial jest polaczone z drugim cialem na okregu przy pomocy
dwodch sprezynek o statej sprezystosci k lezacych wzdluz okregu po
ktérym poruszaja si¢ te ciala. W stanie rOwnowagi ciala znajduja sie w
statej 1 jednakowej odleglo$ci od swoich sasiadow.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przy zatozeniu matych wychylen ciat od
potozenia rbwnowagi.

2) Znalez¢ czestos¢ (czestosci) matych drgan uktadu.

*3) Znalez¢ zwigzek miedzy przyjetymi wspoOtrzednymi uogoélnionymi a wspotrzednymi
normalnymi oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy wykorzystaniu wspoirzgednych normalnych.
Dla znalezionej postaci funkcji Lagrange’a zapisa¢ rownania Lagrange’a II rodzaju i znalez¢
ich ogdlne rozwiazanie.

4) Okresli¢ ogdlng posta¢ zaleznosci od czasu wyjsciowych wspotrzednych uogolnionych przy
zatozeniu matych wychylen ciat od potozenia réwnowagi w trakcie ich ruchu. Przedyskutowaé
otrzymane rozwigzanie.

Wsk. Wielko$¢ wychylenia ciala z potozenia réwnowagi mozna przyblizy¢ przez dlugos¢

odpowiedniego wycinka okregu po ktorym cialo si¢ porusza. Zmiana dlugosci sprezyny

powoduje powstanie sil sprezystosci dziatajacych na ciala znajdujace si¢ na koncu sprezyny o

warto$ci proporcjonalnej do zmiany dhlugosci sprezyny. Za wspohrzedne uogdlnione mozna

przyjac katy ¢, oraz ¢, pokazane na rysunku.

Odp. (czgsciowa do punktu 2) @, =0, o, = 2\/Z
m

(czg$ciowa do punktu 3) ¢, = ﬁ(% ‘i), 9, = ﬁ(u1 ~u,)

Zadanie 2. Dwa punkty materialne o tej samej masie rownej m moga K 3k k
poruszac si¢ po nieruchomym, umieszczonym poziomo gtadkim precie A Lo/

o dtugosci 3a. Punkty te potaczone sa miedzy sobg i koficami preta za® 1

pomoca 3 sprezyn spehiajacych prawo Hooke’a. Wspotczynnik a a a

sprezystosci sprezyny faczacej punkty materialne ze sobg jest rowny

3k, podczas gdy wspolczynnik sprezystosci sprezyn taczacych punkty

materialne z koncami preta jest rowny k. Dlugos$¢ kazdej ze sprezyn w

stanie gdy spr¢zyna nie jest napre¢zona jest rowna a .

1) Przyjmujac za wspotrzedne uogdlnione wychylenie punktow materialnych z potozenia
robwnowagi ¢, =x,—a, ¢,=Xx,—2a znalez¢ funkcj¢ Lagrange'a (poczatek uktadu
wspotrzgdnych umieszczono w lewym koncu preta).

2) Wyznaczy¢ czestosci kotowe drgan 1 ogdlna zalezno$¢ od czasu wspotrzednych ¢,,q, w

trakcie ruchu.

Odp. (czesciowa) o, = \/E ®, = 1/7£
m m

Zadanie 3. Rozwazy¢ uklad ztoZzony z 2 punktéw materialnych o masach k

réwnych 3m 1 2m odpowiednio potaczonych ze sobg oraz z jednej strony o

ze $ciang przy pomocy sprezyn o statej sprezystosci k (rysunek obok).

W stanie rownowagi pokazanym na rysunku dtugosci wszystkich sprezyn
sa rowne a 1 na punkty materialne nie dziala zadna sita. Punkty materialne
moga porusza¢ si¢ tylko po linii prostej prostopadlej do $ciany.




Wydhuzenie lub skrécenie dowolnej sprezyny wywotuje powstanie sity

sprezystosci spetniajacej prawo Hooke’a.

Wyznaczy¢ czestosci kotowe drgan uktadu oraz znalez¢ ogdlne rozwigzanie opisujace zaleznosé
od czasu potozen drgajacych punktéw w trakcie ich ruchu.

.. 1k k
Odp. (czesciowa) o, = ®, = \/%

Zadanie 4. Dwa wahadla matematyczne o jednakowych masa
rownych m 1 jednakowych dtugo$ciach rownych / polaczono sprezyn:

stalej sprezystosci k. Zaktadamy iz wtedy gdy oba wahadla zwis: “ -

pionowo to spr¢zyna nie jest §cisni¢ta ani rozciggnigta. W trakcie ruc

wahadet sita sprezystosci spetlnia zawsze prawo Hooke’a. Ponac K ,
“RVAVAVAVARVAYV;

wychylenia wahadel od pionu sg niewielkie w trakcie ruchu. Znana j
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Znalez¢ czgstosci kolowe matych drgan rozwazanego uktadu oraz okresli¢ postaé zaleznosci od
czasu wspotrzednych uogélnionych «,(f)oraz «,(¢) okreslajacych wychylenie wahadet od
potozenia rownowagi w przyblizeniu matych drgan.

Wsk. Wzor na energie potencjalng zapisaé wzorem przyblizonym pomijajac wyrazy
proporcjonalne do ", gdy m+n>2.Uwzgledni¢ wkiady do energii potencjalnej zwiazane z

sita sprezystosci oraz cigzko$ci. Pokaza¢ iz wklad do energii potencjalnej zwiazanej z sila

2
sprezystosci rowny V = %[\/ (x2 - X, )2 + (y2 - )2 —-d ) (d-dlugos¢ sprezyny gdy oba wahadta

2
zwisaja pionowo do dotu) mozna przyblizy¢ wzorem p — %(0!2 ~a,)

Odp. (czgsciowa o, = \/% ®, = /§+%
m

Zadanie 5. Trzy punkty materialne moga porusza¢ si¢ po
poziomej prostej. Punkty te polaczone sa miedzy soba za
pomocg 2 sprezyn spetiajacych prawo Hooke’a. Wiadomo, iz

dlugos¢ kazdej ze sprezyn w stanie gdy nie jest ona naprezona

m 2m m

wspotczynnik sprezystosci kazdej ze sprezyn jest réwny k, za$ 5 r v g}b q
1

|

jest rowna a. Masa srodkowego punktu materialnego jest rowna a a

2m, za§ masy pozostalych punktow sg jednakowe i rowne m.

1) Przyjmujac za wspoirzedne uogoélnione wielkosci ¢, =x,, ¢,=x,—a oraz g, =x,—-2a

(x;—sktadowa x-owa wektora wodzacego i-tego ciata) znalez¢ funkcje Lagrange'a.

2) Wyznaczy¢ czgstosci kotowe drgan uktadu.

*3) Znalez¢ zalezno$¢ migdzy wspotrzednymi uogoélnionymi g¢,,¢,,q9; a wspotrzednymi
normalnymi u ,u,,u, i wyrazi¢ funkcje¢ Lagrange’a za pomoca wspotrzednych normalnych.
Zapisa¢ rownania Lagrange’a I rodzaju we wspotrzgdnych normalnych i je rozwigzac.

4) Wyznaczy¢ czgstosci kolowe drgan 1 ogolng zalezno$¢ od czasu wspoétrzednych ¢,,q,,q9, W

trakcie ruchu.

Odp. (czgsciowa do punktu 2) @, =0, o, = \/E , Oy = 1I%
m m



