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Zadanie 1. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po gladkiej krzywej opisanej réwnaniami

parametrycznymi: x((p)z bcos((p), y((p)z bsin((p), z((p)z ap w ktorych a,b to dodatnie state.
Na punkt dziata sita F=(-kv,—ky,~kz—mg) gdzie k-stala dodatnia, g-warto$¢ przyspieszenia
ziemskiego.

1) Wyznaczy¢, przy pomocy rownania Lagrange’a I rodzaju, ruch punktu materialnego przy
nastepujacych warunkach poczatkowych ruchu: z(t = O) =0, z'(t = O) =0.

2) Znalez¢ uogolniong energie G. Czy jest on catka ruchu?

Odp. (czesciowa do punktu2) G = %(a2 +b° )qbz +mgap + %kazqo2 + const
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Zadanie 2. Pionowo ustawiona, gladka plaszczyzna obraca si¢ \

dookota osi Oz, ktora zawiera si¢ w tej plaszczyznie. Obrot
nastepuje ze statg predkoscia katowa @ = (0,0,a)). Po ptaszczyznie \
porusza si¢ punkt materialny o masie m, na ktory dziata sila =

cigzkosci }71 :(0,0,—mg) (gdzie g- warto$¢ przyspieszenia 1/1’\;
ziemskiego) oraz sita harmoniczna ﬁh :(— kx,—ky,—kz) (gdzie k-

A\

znana dodatnia stata). /
1) Znalez¢ ruch punktu przy pomocy rownan Lagrange’a II rodzajus’x
Wiadomo, iz w chwili =0 0§ Ox lezala na obracajacej si¢ ptaszczyznie.

Ponadto wiadomo, ze x(r=0)=x,, z(t=0)=z, oraz x(r=0)=1x, i
(¢ =0)= z,. Rozwazy¢ przypadki gdy L3 < wz,ﬁ > wz,ﬁ =0’
m m m

2) Znalez¢ uogolniong energie G. Czy jest on catka ruchu?

Odp. (czesciowa do punktu 2) G = %p’z + %z’z —%pzco2 +mgz + %kp2 + %kz2
Zadanie 3. Prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych
przecinajaca o$ pionowa (Oz) pod statym w czasie katem o (a e (0,%} )
obraca si¢ dookola tej osi ze stala predkosciag katowa @ = (0,0,a)). Po

prostej porusza si¢ bez tarcia cialo (punkt materialny) o masie m. Na

cialo dziala sila harmoniczna ﬁh =—kr = (— kx,—ky,—kz) gdzie k-znana

dodatnia stata oraz sita cigzkosci F, =mg =(0,0,-mg) zwrécona

pionowo w dot. Przyja¢, ze w chwili poczatkowej cialo spoczywato w
uktadzie odniesienia zwigzanym z obracajacg si¢ prosta, za$ jego
odlegtos¢ od poczatku uktadu wspotrzednych wynosita s,, przy czym:

x(t=0)=s,sin(a), y(t = 0): 0.

1) Wyznaczy¢ ruch tego ciata przy pomocy rownania Lagrange’a drugiego rodzaju. Rozwazy¢

: k : k : : . s

przypadki gdy — <w’sin’(a),— > o’ sin’(a ),ﬁ —w’sin*(a). Znana jest warto$c
m m

przyspieszenia ziemskiego g.



2) Znalez¢ uogodlniong energi¢ G. Czy jest ona catka ruchu ?

Wsk. Jako wspotrzedng uogolniong mozna przyjgcé s-wspotrzedng okreslajqcq aktualne potozenie
ciata wzgledem poczqtku uktadu wspotrzednych .

Zadanie 4.

1) Znalez¢ réwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch v
okresowy wahadta matematycznego o dlugosci / i masie m pod *
wpltywem sity cigzkosci skierowanej pionowo w dot, jesli punkt ¢
zawieszenia wahadla porusza si¢ po prostej poziomej w taki sposob, iz
jego polozenie na osi poziomej zmienia si¢ z czasem zgodnie ze o & m

1 . s . .
wzorem: §=5At2 (4-stata), Znana jest warto$¢ przyspieszenia

ziemskiego g. Za wspotrzedng uogdlniong przyja¢ kat ¢ okreslajacy
odchylenie nici wahadta od pionu .

2) Wiadomo, ze w chwili #=0 punkt o masie m umieszczony na koncu nici spoczywal w punkcie

o wspotrzednych x(z =0) =0, y(t =0) = -/ (/-dlugos¢ nici wahadta). Wyznaczy¢ ruch wahadla

matematycznego rozwigzujac znalezione rownanie zaktadajac, iz w trakcie ruchu kat wychylenia
wahadla od pionu ¢ jest na tyle maty, ze mozna zalozy¢, ze sin((p) o, cos((p) ~1. Przy

rozwigzywaniu rownania rézniczkowego zastosowaé podstawienie u = x —— At”.

Odp. ¢(t) = Zwiz[cos(a)t)—l] gdzie ¢ = \/%

Zadanie 5. Znalez¢ roéwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch Y
okresowy wahadla matematycznego o diugosci / i masie m pod wpltywem sity N
cigzkosci skierowanej pionowo w dot, jesli punkt zawieszenia wahadta porusza si¢ £ | g
po prostej pionowej w taki sposob, iz jego potozenie na osi pionowej zmienia si¢ z

. . 1, : y O
czasem zgodnie ze wzorem: & =5At (A-stata). Znana jest warto$¢ | /(p\
przyspieszenia ziemskiego g. Za wspohrzedng uogolniong przyja¢ kat ¢

okreslajacy odchylenie nici wahadta od pionu.
2) Wiadomo, ze w chwili =0 cialo znajdujace si¢ na koncu nici wahadla spoczywalo przy czym
kat odchylenia nici od pionu byt rowny ¢@(z = 0) = ¢,. Wyznaczy¢ ruch wahadta
matematycznego rozwigzujac znalezione rownanie zaktadajac, iz w trakcie ruchu kat wychylenia

wahadta od pionu ¢ jest na tyle maty, ze mozna zatozy¢, ze sin((p) rQ, cos((p) ~1.

g+ 4
[
Zadanie 6. W plaszczyznie pionowej lezy prosta obracajaca si¢ ze stala

Odp. ¢(t) = ¢, cos(wrt) gdzie o =

predkodcia katowa o wartodci @ dookota poczatku uktadu wspotrzgdnych  — - __e-_
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara. Odleglos¢ /
prostej od poczatku uktadu wspotrzednych wynosi d, przy czym w chwili t

poczatkowej =0 prosta byta potozona rownolegle do osi Oy. \.




Po prostej porusza si¢ cialo (punkt materialny) o masie m. Na ciatlo dziata sita ciezkosci
skierowana pionowo w dot }71 = (0,—mg). Nie uwzgledniamy sity tarcia. Wiadomo, ze w chwili
poczatkowej ciato spoczywato w ukladzie zwigzanym z prosta, a jego wspotrzedne w uktadzie
kartezjanskim byty rowne x(r=0)=d, y(t =0) =s,. Znalez¢ ruch ciata przy pomocy roéwnania
Lagrange’a drugiego rodzaju. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. Za wspohrzedng uogdlniong mozna przyja¢ wielkos¢ s okreslajaca potozenie ciata
wzgledem punktu Q lezacego na przecieciu analizowanej prostej z prosta do niej prostopadta
przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych

Odp. s(t)z(so— g jcosh(a)t)+ g cos(a)t)
2w 2w

2 2

Zadanie 7. Napisa¢ rownania Lagrange’a drugiego rodzaju dla punktu materialnego o masie m
poruszajacego si¢ bez tarcia po powierzchni kuli o promieniu R pod wptywem sily ciezkosci.
F = (0,0,—mg) gdzie g to warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. Znalez¢ catki ruchu.

Zadanie 8. Na gladkiej poziomej plaszczyznie znajduje si¢ punkt
materialny o masie m;. Do punktu przymocowano wiotka i nierozciagliwa
ni¢ o dlugosci / i pomijalnie matej masie, ktora przechodzi przez maly
otwor w plaszczyznie i dzwiga na drugim koncu pionowo zwisajacy
punkt materialny o masie m,. Wiadomo iz w chwili poczatkowej punkt

materialny o masie m; znajdowal si¢ w odlegtosci p, od otworu i

poruszal si¢ w poziomej plaszczyznie z predkoscia skierowang
prostopadle do nici o wartosci V =p,0, Znana jest warto$¢

przyspieszenia ziemskiego g.
1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i zapisa¢ roOwnania Lagrange’a Il rodzaju opisujace ruch
uktadu zlozonego z obu punktow.
2) Wyznaczy¢ p w trakcie ruchu jako funkcje p gdzie p oznacza odleglo$¢ ciala o masie
m; od otworu w plaszczyznie.
m, py @y

Odp. (do punktu2) p=——"2 g4
mo+m, " (m, +m,)p
Zadanie 9. Pret o dlugosci / 1 masie m oparty o Scian¢ zaczyna zeslizgiwac si¢ w dot bez tarcia.
Wyznaczy¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju opisujace ruch preta.
Wsk. Energie kinetyczng preta mozna przedstawi¢ jako sume energii
kinetycznej w ruchu postepowym zachodzgcym z predkoscig srodka masy
preta i energii kinetycznej w ruchu obrotowym wokoét osi przechodzacej
przez $rodek masy preta. Energie kinetyczng zwigzang z ruchem obrotowym
wokot osi o wustalonej orientacji w przestrzeni mozna policzy¢ ze
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srodek masy

wzoru:%[ao2 gdzie I- moment bezladnosci prgta wzgledem tej osi, ©-

predkos¢ katowa w ruchu obrotowym.
Moment beztadnos$ci prgta o masie m i dhugosci / wzgledem osi prostopadlej do preta

przechodzacej przez jego Srodek I/ =%ml2 Za wspotrzedng uogo6lniong mozna przyjac kat

o pokazany na rysunku. Odp. o — %Sin(a): 0



