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Zadanie 1 (rozwigzanie dodatek do wykladu). Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta
oraz rOwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego
si¢ bez tarcia po prostej lezacej na przecigciu ptaszczyzn o rownaniach:

x+y+z=0. X+2y+5z=0
Na punkt dziata sita ciezkosci F = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot. Przyjac, ze w chwili
poczatkowej: z(t =0)=z,,2(t =0)=z,,x(t = 0) = x,,%(t =0) = %, . Okresli¢ rowniez site reakcji
ptaszczyzny dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego
g.
Zadanie 2. Wyznaczy¢ przy pomocy rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju oraz zasady
d’Alemberta ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego si¢ bez tarcia po prostej lezacej
na przecigciu plaszczyzn o roOwnaniach z =2y oraz z=x. Na punkt dziala sita cigzkosci

F’c = (0,0,—mg) (g-znana warto$¢ przyspieszenia ziemskiego) skierowana pionowo w dot oraz
sita harmoniczna F Y = (— kx,—ky,—kz) (k-znana stata dodatnia). Przyjac¢, ze w chwili poczatkowe;j:
Z(t = 0) =0,z(t =0) = 0. Okresli¢ site reakcji dziatajaca na punkt materialny ze strony wigzow.

Odp. x=z= g%[cos(a)t)— 1], y= %%[cos(a)t)— 1] gdzie o = \/g,ﬁR = (_ gmg,_émg,;mgj

Zadanie 3. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz réwnan Lagrange’a pierwszego
rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajagcego si¢ bez tarcia po ptaszczyznie o

rownaniu: z =3y . Na punkt dziata sita cigzkosci FC = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot

Przyjac, ze w chwili poczatkowej: z(t =0)=z,,2(t =0)=z,,x(t =0) = x,,%(t = 0) = x, .

Okresli¢ rowniez site reakcji ptaszczyzny dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest
wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g.
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Zadanie 4. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz rownan Lagrange’a pierwszego

) z, z 3 . 9 - 3 1
Odp. x(t)=x, + %, t; y()="2+2¢——ot?; z(t) =z, + 2t ——gt’; F :(0— - j
p () 0 0 y() 3 g () 0 0 20g R ) lomg’lomg

rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajagcego si¢ bez tarcia po ptaszczyznie o
réwnaniu:
a) z=3y b) y=4z

Na punkt dziata sita ciezkosci F, =(0,0,-mg) skierowana pionowo w dét oraz sita harmoniczna
F, Wy = (— kx,—ky,—kz) (k-znana stata dodatnia). Przyja¢, ze w chwili poczatkowe;:
Z(t=0)=z,,2(t =0)=2,,x(t =0) = x,,%(t = 0)= %, . Okresli¢ réwniez site reakcji plaszczyzny
dzialajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Zadanie 5. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po gladkiej elipsoidzie o rownaniu:

2 2 2
x° oy ozm
RS ®
pod wplywem sity skierowanej w kierunku $rodka elipsoidy F = —k7 = (- ch,—ky,—kz) gdzie
k-znana stata dodatnia. Znalez¢ przy pomocy réwnan Lagrange’a I rodzaju w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych zalezno$¢ sktadowych wektora sily reakeji od sktadowych potozenia i
predkosci poruszajacego si¢ punktu. Poming¢ wptyw sity ciezko$ci na ruch punktu materialnego.



Wsk. Wykorzystac¢ oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo rownanie wigzow
(*) oraz rownanie powstale po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania (*).

2 2 2
x z k_m(z‘{‘);z‘*'z]
Odp. F, :{21—2,22%,21—2} gdzie ,_ a” b” c
a b c [xz yz sz
A 4+
a bt !

Zadanie 6. Punkt porusza si¢ po gtadkiej elipsoidzie o rownaniu:

2 2 2
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_2 _i.—-|-—2 :1 (*)
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bez dziatania zadnych sit (za wyjatkiem sit reakcji). Wykaza¢, przy pomocy réwnan Lagrange’a
pierwszego rodzaju, ze warto$¢ jego predkosci jest stata.
Wsk. Wykorzysta¢ oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo rownanie powstale
po zrézniczkowaniu po czasie rownania (*).
Zadanie 7. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w przestrzeni trojwymiarowej po
powierzchni o réwnaniu z =bx* (b-znana stala) pod wpltywem sily cigzkosci skierowanej
pionowo w dot F = (0,0,—mg) (skfadowe sity cigzkosci sa rtowne F, =F, =0,F, =-mg).

1) Napisa¢ rownania Lagrange’a I rodzaju opisujace ruch tego punktu materialnego.

2) Znalez¢ sile reakcji dzialajaca na punkt materialny w chwili czasu ¢ =¢, wiedzac, iz

x(t =t,)=x,,za$ x(t zto)z)'co.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. do punktu 2: Wykorzystaé oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo
rownanie powstate po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania wiezow.

Zadanie 8.

Znalez¢ przyspieszenia, z jakim porusza¢ si¢ beda klocki o q
masach mj, m2 oraz ms pokazane na rysunku. Klocek o !

masie m; znajduje si¢ na koncu liny o dlugosci /; A \
przerzuconej przez niewazkie bloczki A i B o promieniach

R4 1 Rp odpowiednio, ktorej drugi koniec przymocowano
do sufitu. Do bloczka B przymocowano przy pomocy

czerwonego preta o pomijalnie matej masie i dlugosci d> ‘ B
niewazki bloczek C o promieniu Rc. Przez ten bloczek d,
przerzucono ling o dlugosci />, na koncu ktorej zwisaja
klocki o masach m> i m3 odpowiednio. Tarcie lin o @ C
nieobracajace si¢ i niewazkie bloczki poming¢. Bloczki B

1 C moga porusza¢ si¢ tylko w kierunku pionowym, za$ my r_'l

bloczek A nie porusza si¢ bedac sztywno przymocowany
do sufitu przy pomocy preta zielonego o pomijalnie matej D
masie 1 dlugosci d;. Na kazdy z klockéw dziala sita my
cigzkosci skierowana pionowo w dot.
Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade d’Alemberta. z )
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g. ‘
Odp. (czesciowa) przyspieszenie ciala o masie mo:

5 _mm, +mym, —2mm; _
, =

mm, +mm; +m,m,



Zadanie 9.

Przez uktad nieobracajacych si¢ 1 niewazkich bloczkoéw przerzucono ling o pomijalnie matej
masie (rysunki ponizej). Lina ta z obu stron (rysunek a) lub z jednej strony (rysunki (b) i (c))
umocowana jest sztywno do sufitu. W przypadku sytuacji ukazanych na rysunkach (b) i1 (c) na
drugim koncu liny umieszczono klocek o masie m;. Pozostate klocki przymocowano sztywno do
bloczkdéw przy pomocy czerwonych pretdéw o pomijalnie matych masach. Bloczki dotaczone przy
pomocy zielonych pretdow o pomijalnie matej masie do sufitu sg nieruchome, za$ pozostate
bloczki wiszace na linie moga poruszac si¢ tylko w kierunku pionowym. Znalez¢ przyspieszenia,
z jakim porusza¢ si¢ beda klocki o masach m;, m, oraz m3 pokazane na rysunkach (a) i (c) oraz
klocki o masach m;, m>na rysunku (b). Tarcie liny o bloczki pomina¢. Na kazdy z klockow dziata
sita cigzkosci skierowana pionowo w dot. Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade d’ Alemberta.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
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Odp. (czesciowa)
8) = mm, —2m,m; +m;m, 5.4, = m,m, + m,m, —2m,m, g d = —2mm, +mym, + mm, _

mm, +mm, +m,m, mm, +mm, +m,m, mm, +mm, + m,m,
b) G = 4m, —2m, _

4m, + m,
0 a - dm,m, —4m,m; +4mm; _

dm,m, +4mm; +m,m,

Zadanie 10. Dwa ciatla o masach m; 1 m> poruszaja si¢ po gladkich y
prostych opisanych rownaniami y=-x oraz y=x odpowiednio (rysunek -
obok) pod wplywem sity cigzkosci skierowanej pionowo w dot oraz sity y:'x .
odpychajacej dziatajacej w kierunku réwnoleglym do prostej taczacej £\ A
oba ciata, o warto$ci wprost proporcjonalnej do odlegtosci » tych cial od “ D F,
siebie (‘17“12‘ = ‘ﬁﬂ‘ =kr). Wypadkowe sily (bez sil reakcji wigzow) LI X

dzialajace na ciata o masach m; i m>sa wigec rowne odpowiednio:

Fi = Fiz +F;-1 = (_k(xz _xl)’_k(yz _yl)_mlg) ﬁz = ﬁzl +ﬁc2 = (k(xz _xl)»k(yz _yl)_ng)
(k-dodatnia stata, g-warto$¢ przyspieszenia ziemskiego).
1) Sformutowac zasade d’Alemberta dla opisanego uktadu oraz znalez¢ rownania ruchu.

2) Znalez¢ potozenie rownowagi tych ciat. Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade prac
wirtualnych (wynikajaca z zasady d’Alemberta).

3) Znalez¢ ruch obu cial uwzgledniajgc warunki poczatkowe ruchu pierwszego ciata
x,(t=0)=x,,, x,(t =0) =0 oraz drugiego ciala x,(# =0) =x,,, x,(t=0)=0

Odp. (do punktu 2). x, =-y, = e X, =y,
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