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Zadanie 1 (rozwigzanie dodatek do wykladu). Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta
oraz rOwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego
si¢ bez tarcia po prostej lezacej na przecigciu ptaszczyzn o rownaniach:

xX+y+z=0. x+2y+5z=0

Na punkt dziata sita ciezkosci F = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot. Przyjac, ze w chwili
poczatkowej: z(t =0)=z,,2(t =0)=z,,x(t = 0) = x,,%(t =0) = %, . Okresli¢ rowniez site reakcji
ptaszczyzny dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego
g.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ przy pomocy rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju oraz zasady
d’Alemberta ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego si¢ bez tarcia po prostej lezacej
na przecigciu plaszczyzn o roOwnaniach z =2y oraz z=x. Na punkt dziala sita cigzkosci

F’c = (0,0,—mg) (g-znana warto$¢ przyspieszenia ziemskiego) skierowana pionowo w dot oraz
sita harmoniczna F Y = (— kx,—ky,—kz) (k-znana stata dodatnia). Przyjac¢, ze w chwili poczatkowe;j:
Z(t = 0) =0,z(t =0) = 0. Okresli¢ site reakcji dziatajaca na punkt materialny ze strony wigzow.

Odp. x=z= g%[cos(a)t)— 1], y= %%[cos(a)t)— 1] gdzie o = \/g,ﬁR = (_ gmg,_émg,;mgj

Zadanie 3. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz réwnan Lagrange’a pierwszego
rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajagcego si¢ bez tarcia po ptaszczyznie o

rownaniu: z =3y . Na punkt dziata sita cigzkosci FC = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot

Przyjac, ze w chwili poczatkowej: z(t =0)=z,,2(t =0)=z,,x(t =0) = x,,%(t = 0) = x, .

Okresli¢ rowniez site reakcji ptaszczyzny dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest
wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g.

) z, z 3 . 9 - 3 1
Odp. x(1)=x, +x,t; v(O)="2+"2t——ot’; z(t) =z, + 2t ——gt’; F. =| 0———me.—
p () 0 0 y() 3 3 20g () 0 0 20g R ) lomg’lomg

Zadanie 4. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz rownan Lagrange’a pierwszego
rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajagcego si¢ bez tarcia po ptaszczyznie o
rOwnaniu:

a) z=3y b) y=4z

Na punkt dziata sita ciezkosci F, =(0,0,-mg) skierowana pionowo w dét oraz sita harmoniczna
F, Wy = (— kx,—ky,—kz) (k-znana stata dodatnia). Przyja¢, ze w chwili poczatkowe;:
Z(t=0)=z,,2(t =0)=2,,x(t =0) = x,,%(t = 0)= %, . Okresli¢ réwniez site reakcji plaszczyzny
dzialajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Zadanie 5. Rozwazy¢ ruch wahadta matematycznego pod wptywem sity
ciezkos$ci skierowanej pionowo w dol, jesli punkt zawieszenia wahadta S s

(0]
porusza si¢ po prostej poziomej w taki sposob, iz jego potozenie na osi

. T . 1
poziomej zmienia si¢ z czasem zgodnie ze wzorem: & = EAt2 (4-znana )
i m

stata). Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.




1) Znalez¢ przy pomocy formalizmu opartego na rownaniach Lagrange’a pierwszego rodzaju
roOwnanie opisujace ruch ciata (punktu materialnego) o masie m umieszczonego na koncu nici
wahadta o dhlugosci /. Zalozy¢, iz ruch ciala odbywa si¢ w stalej w czasie pionowej
ptaszczyznie 1 analizowa¢ go w dwuwymiarowym kartezjanskim uktadzie wspotrzednych
pokazanym na rysunku.

2) Wiadomo, ze w chwili /=0 cialo o masie m spoczywalo w punkcie o wspdtrzgdnych
x(t =0)=0, y(¢ = 0) = —1 (I-dlugo$é nici wahadta). Okresli¢ ruch ciata zaktadajac, iz w jego
trakcie kat wychylenia nici wahadta od pionu jest na tyle maly, ze mozna zatozy¢, ze y = -/,

y=0.

Wsk. i odp. do punktu 2: Przy rozwigzywaniu rownania rozniczkowego zastosowac podstawienie

u= x—lAt2 ;X = Iél—l[cos(a)t)—l]+lflt2
2 g 2

Zadanie 6. Rozwazy¢ ruch wahadla matematycznego pod wplywem sity
cigzkosci skierowanej pionowo w dot, jesli punkt zawieszenia wahadta S

porusza si¢ po prostej pionowej w taki sposob, iz jego polozenie na osi

pionowej zmienia si¢ z czasem zgodnie ze wzorem: & = EAt2 (4-dodatnia

stata). Znana jest wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g. Zalozy¢, iz ruch \om

ciala odbywa si¢ w stalej w czasie pionowej ptaszczyznie i analizowa¢ go
w dwuwymiarowym kartezjanskim uktadzie wspotrzednych pokazanym na
rysunku.

1) Znalez¢ przy pomocy formalizmu opartego na rownaniach Lagrange’a pierwszego rodzaju
roOwnanie opisujace ruch ciata (punktu materialnego) o masie m umieszczonego na koncu nici
wahadta o dlugosci /. To samo zadanie wykonac¢ postugujac si¢ zasada d’ Alemberta.

2) Okresli¢ ruch ciata zaktadajac, iz w jego trakcie kat wychylenia nici wahadla od pionu jest na

tyle maly, ze mozna zatozy¢, ze yz—l+%At2, y=~ A (I-dlugos¢ nici wahadla). Przyjac

nastepujgce warunki poczatkowe ruchu x(t =0) = x,,x(t =0)=0.

+ A
Odp. (czesciowa) x(t)= x, cos(wt) gdzie = & ]
Zadanie 7. \
Pionowo ustawiona ptaszczyzna obraca si¢ dookota osi Oz, )Z
\

ktora zawiera si¢ w tej plaszczyznie. Obrot nastgpuje ze stata

predkoscia katowa @ = (0,0, a)) Po plaszczyznie porusza sig¢

punkt materialny o masie m, na ktory w uktadzie inercjalnym

dziata sita cigezkosci FC :(0,0,—mg) oraz sita harmoniczna . F
Fh = (— kx,—ky,—kz) (g-znana  warto$¢  przyspieszenia 0
ziemskiego, k-znana dodatnia stata). Znane s3g warunki d
poczatkowe  ruchu: x(t=0)=x,>0, y(t=0)=0, /

2(r=0)=0 oraz i(t=0)=0,2(r =0)=z,. ) \



Wyznaczy¢ ruch tego punktu korzystajac z zasady d’Alemberta. Rozwazy¢ przypadki gdy

k k k
<ot —>0',—=0".
m m m

Zadanie 8. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po gladkiej elipsoidzie o rownaniu:

2 2 2

y .z _

RS ®
pod wplywem sity skierowanej w kierunku $rodka elipsoidy F = —ki = (— kx,—ky,—kz) gdzie
k-znana stata dodatnia. Znalez¢ przy pomocy rownan Lagrange’a I rodzaju w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych zaleznos¢ sktadowych wektora sity reakcji od skltadowych potozenia 1
predkosci poruszajacego si¢ punktu. Pomina¢ wptyw sity ciezko$ci na ruch punktu materialnego.
Wsk. Wykorzystac oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo rownanie wigzow

(*) oraz rownanie powstate po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania (*).

2 2 2
= X z k_m( 2 yz +22]
Odp. F, :{2/1—2,2/1%,2/1—2} gdzie ,_ a- b ¢

a c

Zadanie 9. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w przestrzeni tréjwymiarowej po
powierzchni o réwnaniu z =bx* (b-znana stala) pod wpltywem sily cigzkosci skierowanej

pionowo w dot F = (0,0,—mg) (sktadowe sity cigzkosci sa rowne F, =F, =0,F, =-mg).
1) Napisa¢ rownania Lagrange’a I rodzaju opisujace ruch tego punktu materialnego.
2) Znalez¢ sile reakcji dzialajaca na punkt materialny w chwili czasu ¢ =1, wiedzac, iz

x(t=1t,)=x,,7a8 x(t=1,)=x,.

Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. do punktu 2: Wykorzystac oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo
rownanie powstate po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania wigzow.

Zadanie 10.

Przez uktad nieobracajacych si¢ 1 niewazkich bloczkow przerzucono ling o pomijalnie matej
masie (rysunki ponizej). Lina ta z obu stron (rysunek a) lub z jednej strony (rysunki (b) i (c))
umocowana jest sztywno do sufitu. W przypadku sytuacji ukazanych na rysunkach (b) 1 (c) na
drugim koncu liny umieszczono klocek o masie m;. Pozostate klocki przymocowano sztywno do
bloczkow przy pomocy czerwonych pretow o pomijalnie matych masach. Bloczki dotaczone przy
pomocy zielonych pretow o pomijalnie malej masie do sufitu sg nieruchome za$ pozostale
bloczki wiszace na linie mogg poruszac si¢ tylko w kierunku pionowym. Znalez¢ przyspieszenia,
z jakim porusza¢ si¢ beda klocki o masach m;, m> oraz ms3 pokazane na rysunkach (a) 1 (c) oraz
klocki o masach m;, m>na rysunku (b). Tarcie liny o bloczki poming¢. Na kazdy z klockéw dziata
sita ciezkosci skierowana pionowo w dot. Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade d’ Alemberta.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
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Odp. (czesciowa)

mim, = 2m,my +mms - mym, +mymy —2mms —2m;m, + mym, +mm, _

9 a = §:d- g4,

m,m, +m,m, + m,m, mm, + m,m; + m,m, mym, +m;m, + m,m,

. 4m,-2m, _

b) a, =— 2

4m, +m,
o d - dm,m, —4m,m; +4mm, _

| =
dmm, +4mm, + m,m,

Zadanie 12.
Znalez¢ przyspieszenia, z jakim poruszac si¢ beda klocki o masach m,
m2 oraz m3 pokazane na rysunku. Klocek o masie m; znajduje si¢ na (9

koncu liny o dlugosci /; przerzuconej przez bloczki A 1 B o
promieniach R4 i Rp odpowiednio, ktorej drugi koniec przymocowano
do sufitu. Do bloczka B przymocowano przy pomocy czerwonego
preta o pomijalnie malej masie i dlugosci d> bloczek C o promieniu
Rc. Przez ten bloczek przerzucono ling o dlugosci /2, na koncu ktorej
zwisaja klocki o masach m> 1 m3; odpowiednio. Tarcie lin o
nieobracajace si¢ i niewazkie bloczki pominaé. Bloczki B i C moga
porusza¢ si¢ tylko w kierunku pionowym, za$ bloczek A nie porusza
si¢ bedac sztywno przymocowany do sufitu przy pomocy preta 2
zielonego o pomijalnie matej masie i dlugosci d;.Na kazdy z klockow
dziata sita cigzko$ci skierowana pionowo w dot. Zadanie rozwigzaé
wykorzystujgc zasade d’Alemberta. Znana jest warto$¢ przyspieszenia
ziemskiego g.

mm, +m,my —2mm; _

Odp. (czesciowa) przyspieszenie ciala o masie mo: a, =
m,m, + mm, + m,m;

Zadanie 13. Dwa ciatla o masach m; 1 m> poruszaja si¢ po gladkich y

prostych opisanych rownaniami y=-x oraz y=x odpowiednio (rysunek -

obok) pod wplywem sity cigzkosci skierowanej pionowo w dot oraz sity

odpychajacej dziatajacej w kierunku réwnoleglym do prostej taczacej EO\M

oba ciata, o warto$ci wprost proporcjonalnej do odlegtosci » tych cial od

siebie (‘Ez‘z‘ﬁzl‘zkr). Wypadkowe sity (bez sit reakcji wiezow) X

dzialajace na ciata o masach m; i m>sa wigc rowne odpowiednio:

FI = Fiz +ﬁcl = (_k(xz _xl)’_k(yz _yl)_mlg) E = le +Fcz = (k(xz _xl)’k(yZ _yl)_ng)

(k-dodatnia stata, g-warto$¢ przyspieszenia ziemskiego).

Znalez¢ polozenie rownowagi tych cial. Zadanie rozwigzaé wykorzystujac zasade prac
wirtualnych (wynikajaca z zasady d’Alemberta).

mg _ ., g

Odp. x, =-y, =- 2% Xy, =), = 2%




