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Zadanie 1.

Punkt materialny o masie m zsuwa si¢ pod wptywem silty cigzkosci F = (0,0,—mg) po gladkiej

spirali opisanej rOwnaniami:

x = acos(kz y = asin(kz)

gdzie a,k to znane state, a>0. Wyznaczy¢ ruch punktu materialnego przy pomocy

a) zasady d’Alemberta
b) rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju.

Wiadomo, ze z(t = 0) =z, oraz z'(t = 0) = Z,. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Znalez¢ zalezno$¢ od czasu sity reakceji dziatajacej na punkt materialny.

Zadanie 2.

Punkt materialny o masie m porusza si¢ w przestrzeni trojwymiarowej po powierzchni o réwnaniu

z=bx? (b-znana stata) pod wplywem sity cigzkosci skierowanej pionowo w dot F = (0,0,—mg)

(skfadowe sity cigzkosci sa rowne F, = F, =0,F, =-mg).

1) Napisa¢ rownania Lagrange’a I rodzaju opisujace ruch tego punktu materialnego.
2) Znalez¢ site reakcji dzialajaca na punkt materialny w chwili czasu ¢=¢, wiedzac, iz

x(t=t,)=x,,zas$ 2(t=1t,)=x,.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. do punktu 2: Wykorzystac oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo

rownanie powstale po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania wiezow.

Zadanie 3.

Pionowo ustawiona plaszczyzna obraca si¢ dookola osi Oz,
ktora zawiera si¢ w tej plaszczyznie. Obrdt nastepuje ze statg
predkoscia katowa @:(0,0,a)). Po ptaszczyznie porusza si¢
punkt materialny o masie m, na ktéry w uktadzie inercjalnym
dziala sita ciezkosci FC = (0,0,—mg) (g- znana warto$¢
przyspieszenia ziemskiego). Znane sg warunki poczatkowe
ruchu: x(r=0)=x,>0, (t=0)=0, z(r=0)=0 oraz
i(t=0)=0,2(t=0)=z,.

a) Wyznaczy¢ ruch tego punktu korzystajac z zasady d’Alemberta.
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b) Wykorzystujac formalizm prowadzacy do rownan Lagrange’a I rodzaju pokaza¢ iz sktadowa
z-owa sity reakcji jest rowna zeru Fr=0, oraz zachodzi ponizsza relacja wiazaca ze sobg

sktadowe x-owa Frx 1 y-owg Fry sity reakeji F, sin(ot) = —F,, cos(wt).

c) Okresli¢ site reakcji wigzoéw dziatajacg na ten punkt (do samodzielnego rozwigzania).

Wsk. Rownanie wigzow we wspotrzednych kartezjanskich mozZna zapisa¢ w postaci:
y cos(a)t)— xsin(a)t) = 0. Przy rozwigzywaniu rozniczkowego rownania ruchu zaleznego od drugich

pochodnych po czasie zmiennych x i y wprowadzi¢ nowg zmienng p (na wartosci ktorej rownanie

wiezow nie wprowadza ograniczen) zwiqzang ze wspotrzednymi kartezjanskimi rownaniami:

x = pcos(wt) y= psin(wt).
Odp. (do punkiu c) Fy, =—2ma’x, sinh(et)sin(wt), F,,
Zadanie 4.

Rozwazy¢ ruch wahadla matematycznego pod wplywem sily
cigzkosci skierowanej pionowo w dot, jesli punkt zawieszenia
wahadla § porusza si¢ po prostej poziomej w taki sposob, iz jego
potozenie na osi poziomej zmienia si¢ z czasem zgodnie ze wzorem:

&= Asin(Qt) (4, 2-znane state, Q = \/% ).

y
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= 2ma*x, sinh(wt )cos(wt), F,.




Zatozy¢ iz ruch ciata odbywa si¢ w statej w czasie pionowej ptaszczyznie i analizowaé go w
dwuwymiarowym kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych pokazanym na rysunku. Znana jest
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

1) Znalez¢ przy pomocy formalizmu opartego na rGwnaniach Lagrange’a pierwszego rodzaju
réwnanie opisujace ruch ciala (punktu materialnego) o masie m umieszczonego na koncu nici
wahadta o dtugosci /. To samo zadanie wykona¢ postugujac si¢ zasada d’ Alemberta (do
samodzielnego rozwigzania).

2) Wiadomo, ze w chwili /=0 ciatlo o masie m spoczywato w punkcie o wspotrzednych

x(t =0)=0, y(t = 0) = —/ (I-dtugo$¢ nici wahadta). Okresli¢ ruch ciata zaktadajac, iz w jego trakcie
kat wychylenia nici wahadla od pionu jest na tyle maty, ze mozna zatozy¢, ze y = -/, y = 0.
Zadanie 5.

Znalez¢, wykorzystujac zasade d’Alemberta, przyspieszenia, z jakimi beda poruszac si¢ klocki o
masach mj, m> oraz ms3 pokazane na ponizszym rysunku. Klocek o masie m; jest polaczony z
bloczkiem o promieniu R; ling o dtugosci /; przerzucong przez bloczek o promieniu R;. Bloczek o
promieniu R; jest nieruchomy, za$ bloczek o promieniu R> moze poruszaé si¢ tylko w kierunku
pionowym. Przez bloczek o promieniu R, przerzucono ling o dlugosci /> na koncach ktorej
umieszczono dwa klocki o masach réwnych m. oraz ms. Na kazdy z klockéw dziata sita cigzkos$ci
skierowana pionowo w dot. Znana jest wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g. Tarcie niewazkich 1
nierozciagliwych lin o bloczki poming¢.
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Zadanie 6.

Dwa punkty materialne o masach m; 1 m> znajduja si¢ na
ptaszczyznie o rownaniu z=0 i1 s3 polaczone sztywnym pretem o
pomijalnie matej masie 1 dlugosci d. Punkt o masie m; musi
pozosta¢ na prostej o rownaniu x =0, za$ punkt o masie m> na
prostej o réwnaniu y = x (rysunek obok). Na punkty dziata sita
ciezkosci skierowana pionowo w dot. Znalez¢ potozenie
rébwnowagi punktow wykorzystujac zasad¢ prac wirtualnych
(zasad¢ Lagrange’a).
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