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Zadanie 1 (zadanie rozwigza¢ wykorzystuja wzory wyprowadzone w zadaniu
1zseriil)

W uktadzie sferycznym do okreslenia potozenia ciata stuzg wspotrzedne 7,60, ¢ ktorych zwigzek
ze wspotrzednymi kartezjanskimi dany jest wzorami

x =rcos(p)sin y = rsin(p)sin 6 z =rcosb

1) Znalez¢ zwiazek pomiedzy wersorami ¢ =¢,, é,=¢,, € =¢,

sferycznego ukladu wspotrzednych oraz  wersorami  ukladu

kartezjanskiego &, =i, é,=j, &, = k.

2) Dla punktu materialnego o masie m znalez¢ rozklad na sktadowe \ /
we wspohrzednych sferycznych wektorow wodzacego 7, predkosci i
V =7, przyspieszenia d =7 oraz momentu pedu L = F x mv. X N /

3) Znalez¢ odpowiednie wzory dla uktadu biegunowego wprowadzonego w plaszczyznie z=0

ktadac 6 :%’9 =0,0=0.

Odp.
1) €. =sin(@)cos(p)i +sin(6)sin(p); + cos(@)lg, é, = cos(0)cos(p)i +cos(0)sin(p); —sin(6 )k

E(p = —Sil’l((p)z + COS(gD)j
2) ";:ré'r ﬁ:fér+r9§e+rsin9¢§¢,

a= (f—réz —rsin’® 6g” )Er + (2#9 + 70 —rsin 0 cos 0 )Ee + (2 sin 6 + 2r cos 00¢ + r sin qu)é(p
L=(7x p)=m|0é, —r*sinOge, +r*¢e |

3) ¢ =cos(p)i +sin(p);, e, = —sin(p)i +cos(p);

F=re, v=re +trge, ,d= (iﬂ—rgo )e 2rqo+rgo

L=(7xp)=—mr’ge, = mr’pk

Zadanie 2. Rozwazy¢ toroidalny ortogonalny uktad wspotrzednych. W uktadzie toroidalnym do
okreslenia polozenia ciala stuza wspotrzgdne r,p,y ktorych zwigzek ze wspotrzednymi

kartezjanskimi dany jest wzorami

x = (a+rcos(p))cosy
y =(a+rcos(p))siny
z=rsing

gdzie a-stala dodatnia , przy czym r > 0,0< @ <27,0<y < 27x.



1) Znalez¢ zwiazek migedzy wersorami toroidalnego uktadu wspoétrzednych

a) e, b) e, c)e,

oraz wersorami uktadu kartezjanskiego.

2) Wyrazi¢ wektory polozenia 7 oraz predkoéci ¥ we wspotrzednych toroidalnych.
3) Znalez¢ we wspotrzednych toroidalnych sktadowe wektora przyspieszenia

a) a, b) a, ¢ a,

Zadanie 3. Znalez¢ w ukladzie biegunowym tor, po jakim w plaszczyznie rownoleglej do
powierzchni ziemi powinien lecie¢ samolotem ponaddzwigkowym z predkoscia o stalej wartosci
réwnej v pilot, ktory chce, aby jego koledzy stojacy na lotnisku ustyszeli w tym samym czasie
huk silnika z calego toru. Predko$¢ dzwigku v, jest znana. Zatozy¢, iz r(go = O)= r,. Zatozy¢
ponadto, iz odleglo§¢ samolotu od lotniska jest znacznie wigksza od jego wysokosci nad
lotniskiem. Ruch samolotu rozpatrywac jako ruch zachodzacy na plaszczyznie potozonej w statej
odleglosci od powierzchni ziemi.

Wsk. Sktadowa radialna predkosci samolotu v, =-v,, v, = + v =V’
Zadanie 4. Cialo o masie m porusza si¢ pod wptywem sity centralnej opisanej wzorem:

- F
F = —%— (7 -wektor wodzacy ciata, « -stala)
rr

Znalez¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych wprowadzonym w plaszczyznie ruchu rownanie

toru, po jakim porusza si¢ to cialo. Wiadomo, iz calkowita energia ciala wynosi E 1 jest mniejsza
od zera, za§ moment pedu ciata okreslony wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych ma wartos¢

L#0. Zatozy¢ iz 02—21 > 1. Ponadto wiadomo iz dla ¢ = 0 zachodzi ;I_r =0.
@

Wsk. Wykorzysta¢ wzor Bineta 1 wzor na calkowita energi¢ ciata. Przy rozwigzywaniu rOwnania

rézniczkowego wprowadzi¢ podstawienie u = —.
r

Zadanie 5. Punkt materialny o masie m porusza si¢ pod wpltywem sily centralnej: F = f (r)z
r

(gdzie f(r) pewna nieznana funkcja odleglosci ciata » od poczatku uktadu wspotrzednych) po
torze danym w ukladzie biegunowym wzorem:

a) r(p)=

7, o

C"{—i@"j b) rlp)= corlip)

gdzie ¢ -kat okreslajacy polozenie ciata w biegunowym uktadzie wspotrzgdnych.
1) Znalez¢ wartos¢ predkosci v = |\7| w zaleznosci od 7.
2) Wyznaczy¢ zaleznos¢ (p(t)—kqta @ od czasu .
3) Wykazaé, ze warto$¢ sity wywolujacej ruch punktu jest odwrotnie proporcjonalna do
trzeciej potegi odleglosci od centrum sily (poczatku uktadu wspoéhrzednych) czyli

const
7'3

zachodzi f(r)= Czy sita ta dziala w kierunku poczatku uktadu wspotrzednych

czy w kierunku przeciwnym?
Znane sg warunki poczatkowe ruchu 7(t =0) =7, p(t =0)=0, w(t=0)=v,.



Wsk. Wykorzysta¢ fakt, ze moment pedu jest staty w trakcie ruchu. Zalezno$¢ wartosci predkosci
v od r mozna okre$li¢ wykorzystujac rownanie toru » = r((p) oraz wzory okreslajace energie

. : r 1 1 ’ .
kinetyczng ciata: T = — 4l +— | oraz T = n Brakujace stale mozna wyznaczy¢ z
2m|| dp\r r 2

warunkow poczatkowych ruchu. Przy okresleniu sity wykorzysta¢ wzor Bineta.
Odp. (czesciowa)

115 t

a) v(r) =—vy, |1+ I;O , o(t)=4arctg A
4 r 4r,

: 1 4yt

b) v(r)=vm/16—15%,(p(t)=—arctg[ %o J
r 4 7,

Zadanie 6. W ruchu pod wptywem sity centralnej punkt materialny o masie m porusza si¢ po

spirali logarytmicznej opisanej w ukladzie biegunowym wzorem r = ae”” (a>0,b-state).
Sita dziatajagca na punkt materialny jest stale skierowana w kierunku poczatku uktadu
wspotrzednych. Znalez¢ zalezno$¢ ¢ =¢@(t)oraz r=r(¢t) gdy dla t=0 ¢@(=0)=0 oraz w
chwili poczatkowej ruchu

a) wartos¢ predkosci v(t =0) =v,.

b) wartos¢ sity [F(t = 0)| = F,

Wykaza¢, ze warto$s¢ wypadkowej sity wywotujacej ruch punktu jest odwrotnie proporcjonalna
do trzeciej potegi odleglosci od centrum sity (poczatku uktadu wspotrzednych).

2 2ab
Odp. Do punktu a (czesciowa) ¢(t)= Lln + At +1| r(t)= [+ S
2b " ab* +1 b +1

Zadanie 7. Punkt materialny o masie m porusza si¢ pod wptywem sily centralnej. Wartos¢
bezwzgledna jego predkosci v jest odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci » od centrum sity,
ktérego potozenie pokrywa si¢ z poczatkiem ukladu wspotrzednych tzn. vr = const. Wiadomo
ponadto, iz w chwili poczatkowej =0 spelnione sa warunki r(t=0)=7r,, @(=0)=0,

v(t =0) =v,, kat miedzy wektorem wodzacym punktu, a wektorem jego predkosci jest rowny

0£O£<Z
002'

1) Wyznaczy¢ wartos¢ momentu pedu punktu materialnego.

2) Wyznaczy¢ tor ruchu punktu w ukladzie biegunowym wprowadzonym w plaszczyznie
ruchu o poczatku w centrum sity wiedzac iz w trakcie ruchu ciata (,b(t) >0.

3) Wykaza¢, ze warto§¢ wypadkowej sity wywotujacej ruch punktu jest odwrotnie
proporcjonalna do trzeciej potegi odleglosci od centrum sity. Jaki jest zwrot tej sity?

4) Okresli¢ wartos¢ sity w chwili czasu /=0. Okresli¢ warto$¢ energii punktu materialnego
przy zatozeniu iz warto$¢ energii potencjalnej w nieskonczonej odlegtosci od centrum sity
jestrowna 0.

muv,

> 2
Odp. (do punktu4) |F(t = 0)|=""2, E=0

To

Wsk. Moment pedu L=Fxmy i energia catkowita sq statymi ruchu



Zadanie 8. W ruchu pod wplywem sily centralnej punkt materialny P o masie m porusza si¢ po
okregu o Srednicy a przechodzacym przez poczatek uktadu wspotrzednych O potozony w
centrum sily . Zatozy¢ iz punkt materialny nie przechodzi przez punkt O. Warto§¢ momentu pedu
ciata w trakcie ruchu wynosi L

a) Wykaza¢, ze warto$¢ sily wywolujacej ten ruch jest odwrotnie
proporcjonalna do piatej potegi odlegltosci od poczatku uktadu

wspotrzednych O.

b) Znalez¢ warto$¢ predkosci ciata gdy znajdowato si¢ ono w odlegtoscei 7,
od punktu O

c) Znalez¢ zwiazek miedzy katem ¢ a czasem ruchu zakladajac, ze

o(t =0)=0 oraz w trakcie ruchu ¢ >0 , go<%.

ma2
TR

Wsk. r = acos((p) Odp. (czesciowa). t = i 20 + sin(2go))

Zadanie 9. Punkt materialny porusza si¢ pod wplywem sily centralnej po lemniskacie o
réwnaniu w uktadzie biegunowym: > = 2a” cos(2¢) gdzie a to stata. Wykazaé, ze wartosé sity

wywotlujacej ten ruch jest odwrotnie proporcjonalna do siddmej potegi promienia wodzacego,
jesli centrum sity pokrywa si¢ z poczatkiem uktadu wspodtrzgdnych.

Zadanie 10. Dla ciata o masie m poruszajacego sie pod wptywem sily centralnej F = —%1
r-r

(a -stata dodatnia) po paraboli o rownaniu w ukladzie biegunowym wprowadzonym w
2

L
gdzie P=—

ptaszczyznie ruchu z=0 : r(¢p) = —+——
1+cos(qo—q00) mo

znalez¢ rOwnanie wigzace czas trwania ruchu z katem ¢ . Znana jest z-owa skladowa momentu

pedu ciata L,. Zatozyé iz ¢t = 0) = ¢, .
Wsk. Przy rozwigzywaniu rownania rozniczkowego zastosowac podstawienie & = tg(wj.

2
L -9, 1 s(o-0
Odp. t =——=_|¢ 0 |4 —god| 20
P 2m(x2{g[ 2 j 3g[ 2

Zadanie 11. Elipsa o duzej polosi rdwnej a oraz parametrze P jest torem ruchu ciala

poruszajacego si¢ pod wplywem sily centralnej skierowanej w kierunku poczatku uktadu
wspotrzednych o wartosci odwrotnie proporcjonalnej do jego odleglosci od poczatku uktadu

wspotrzednych. Okresli¢ warto$¢ stosunku Y gdzie v, —warto$¢ predkosci ciata poruszajacego
V4

si¢ po elipsie w punkcie polozonym najblizej od poczatku uktadu wspoétrzednych oraz v -

warto$¢ predkosei ciata poruszajacego si¢ po elipsie w punkcie polozonym najdalej od poczatku

uktadu wspotrzgdnych.

Wsk. Réwnanie parametryczne elipsy w ukladzie biegunowym:
P

r= gdzie P - parametr elipsy, & -mimos$rod elipsy.
1+scos(q0—q00)
P
— 1+ 1=
Odp. 22 = a

val  4_ |1_P
a



