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Zadanie 1 (seria I). W uktadach krzywoliniowych ortogonalnych, w ktérych do okreslenia

potozenia stuzg wspotrzedne ¢;(i =1,2,3), wektory wodzacy 7, predkosci 17:%:? 1

rzyspieszenia a = LN d’r
preys dt dr’
opisujacych rozktad tych wektoréw na sktadowe:

3 3 3
’7:2’351- 17:2\/;. ﬁzZaﬁi

i=1 i=1 i=1

=7 mozna przedstawi¢ w nastepujacych postaciach

gdzie €, -Wersory uktadu krzywoliniowego spetiajace relacje
éi'éj:é‘ij:{l gdy i.:j}’ élxgzzéwéz)(és:él’ésxaZEZ

0 gdy i#]j
Ponadto wiadomo iz wersor €, w dowolnym punkcie przestrzeni jest styczny do linii wzdtuz

ktorej zmienia si¢ tylko wspotrzedna ¢; 1 wskazuje kierunek przy przesuwaniu si¢ wzdhuz
ktorego wartos¢ tej wspotrzednej wzrasta.
1) Pokaza¢ 1z zachodza nastepujace relacje:

; . , , olF|’
g go L Mo . ag by r = L
L oq, L,\O0q, oq, 0g, 2L, 0q,
1
I o a-Lld(F) o
L |dt\oq, ) 0g,
gdzie: 7, ], k -wersory uktadu kartezjanskiego, x,y,z—sktadowe wektora wodzacego w ukfadzie
dq.
kartezjanskim, q,-wspotrzedne krzywoliniowe i=123), q;, = % ,

or

L =—
oq,

1

2 2 2
_ [ 0% n . + oz -wspolczynniki Lamé (i =1,2,3),
aql aqz aql

" =x*(91.92-95)+ 2 (01,925 05) + 22(415 9245 )

f(Q1aq2aQ3’qlaq2’q3):%Mz :%[Vlz "'Vz2 +V32]
2) Pokaza¢ iz moment pedu ciata o masie m mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci z
wykorzystaniem wyznacznika
é] EZ 53
L=L¢ +L,;e, +Le,=mr, r,
Vi Vo Vs
pozwalajace] na znalezienie rozkladu tego wektora na skladowe L, L,L; w ukladzie
krzywoliniowym ortogonalnym
3) Pokaza¢ iz operator gradientu dziatajacy ma funkcje skalarng zalezng od wspotrzgdnych
uog6lnionych mozna wyrazi¢ wzorem grad =V = 3 %%
i=l & i
Wsk. (do udowodnienia)
1) o :6_?’ 1(6_17] = v (do punktu 14d)
0q, 0q, dt\oq,) Oq,
2) dla dowolnych dwoch wektoréw o znanym rozkladzie na skladowe w ukladzie
krzywoliniowym ortogonalnym A = 4,6, + 4,é, + A,é, oraz B = B,é, + B,é, + B,é, zachodzi
e, € &
A =l v a}+ 42 AxB=|4, 4, 4,
B, B, B,

A-B=AB, +A,B, + 4,B, ,




Zadanie 2.
W uktadzie cylindrycznym do okreslenia potozenia ciata stuzg
wspohzegdne p,p,z  ktorych zwigzek ze wspdlrzednymi
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kartezjanskimi dany jest wzorami
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x=pcoslp) y=psinlp) z=z
1) Znalez¢ zwiazek pomigdzy wersorami e, =¢,, ¢, =¢,,
e, =e_cylindrycznego ukladu wspotrzednych oraz wersorami e

. . - r

uktadu kartezjanskiego €, =i, e, =j, é; =k . z
2) Dla punktu materialnego o masie m znalez¢ rozklad na
sktadowe we  wspohrzgdnych cylindrycznych  wektorow
wodzacego 7, predkosci V=7, przyspieszenia d=r oraz

momentu pedu L=Fxmy. Zapisa¢ w tym ukladzie operator
gradientu.

3) Znalez¢ odpowiednie wzory dla uktadu biegunowego
wprowadzonego w plaszczyznie z=0 kladac z=0 oraz wprowadzajac
oznaczenie r = p.

Zadanie 3. Znalez¢ zaleznos$¢ od czasu qo(t) czyli kata jaki tworzy z
osig Ox wektor wodzacy punktu materialnego poruszajacego si¢ po
okregu o promieniu 7, w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek

zegara, jezeli kat miedzy promieniem wodzacym a wektorem

przyspieszenia ma stalg warto§¢ 7 —a przy czym « e (0,71'/ 2).
Przyjac, ze p(t=0)=0, ¢(t =0)= , .

Wsk. Przy rozwiazywaniu rownania rozniczkowego wprowadzi¢
podstawienie ¢ =u .

Odp. ¢(t)= ctg(a)n[tg(a)w,z +1]

Zadanie 4. Punkt materialny o masie m porusza si¢ pod wptywem sity
centralnej skierowanej w kierunku poczatku ukladu wspolrzednych. y
Wiadomo 1z w trakcie ruchu wektor wodzacy punktu materialnego 7»
tworzy staly w czasie kat o z wektorem jego predkosci v, za$ odleglosc

Bt

punktu materialnego od poczatku uktadu wspotrzednych r» = |?| oraz

miara kata ¢ jaki tworzy jego wektor wodzacy z osig Ox rosnie. Ponadto

wiadomo, iz w chwili /=0 odleglos¢ punktu materialnego od poczatku

<l
Q

o=const

uktadu wspotrzednych wynosita »(¢ = 0) =r,, przy czym kat jaki wektor
wodzacy punktu materialnego tworzyt z osig Ox byl rowny qo(t = 0) =0,
za$ warto$¢ predkosci punktu materialnego wynosita |\7 (t = 0] =V,.

1) Okresli¢ rownanie toru po ktérym porusza si¢ to ciato.

2) Okresli¢ zaleznosci od czasu:

a) odlegtosci punktu materialnego od poczatku uktadu wspotrzednych czyli okresli¢ postac
zaleznosci r(¢).

b) kata jaki jego wektor wodzacy tworzyl z osig Ox czyli okresli¢ posta¢ zaleznosci ¢(t) .

3) Pokaza¢ iz wypadkowa sila dzialajacg na ciato jest odwrotnie proporcjonalna do 3 potegi
odleglosci od centrum sity

. - . dr .
Wsk. Moment pedu L =7 xmv =mr’ge. jest stalg ruchu, F :d—rqo, przy rozwigzywaniu
@

L (1) 1 . —~
punktu 3 wyprowadzic¢ i wykorzysta¢ wzor Bineta f (r) =— { d (—j + —} gdzie L = ‘L‘ .

mr®| do*\r) r



Odp. (czesciowa) r = \/ro2 +2r,v, cos(a)t , Q= %tg(a)h{l n 2v, COS(O‘)f}

o

Zadanie 5 (seria I). Cialo o masie m porusza sic pod wplywem sily centralnej F = f (,,)ﬁ
-

po torze danym w ukladzie biegunowym wzorem: r(¢) = b (gdzie b-znana stala dodatnia).
4

Wiadomo 1z dla t =0 r(¢ = 0) = r, oraz wartos¢ predkosci v(¢t = 0) = v,. Wiadomo ponadto
1z nieznana co do wartosci ¢(¢ = 0) jest dodatnia.

1) Wykaza¢, ze wartos¢ wypadkowej sitly wywotlujacej ruch ciala jest odwrotnie
proporcjonalna do trzeciej potegi odleglosci od centrum sity (poczatku ukfadu
wspohrzednych)

2) Okresli¢ warto$¢ momentu pedu ciata.

3) Okresli¢ catkowitg energie ciata £ = T +V przy zalozeniu 1z warto$¢ energii potencjalnej V'
w nieskonczonej odlegtosci od centrum sity jest rowna 0.

4) Znalez¢ zalezno$¢ ¢ = @(¢) oraz r = r(t) . Po jakim czasie ciato spadnie na centrum sity?
Wsk. Wykorzysta¢ fakt, ze moment pgdu jest stalty w trakcie ruchu. Przy okresleniu sity

i R L d® (1) 1
wykorzysta¢ wzér Bineta f(r)=— 5 Sl=+=] -
mr-|dp°\r) r

Moment pedu mozna okresli¢ wykorzystujac wzory okreslajace energie kinetyczng ciata:

2m r r?

2 2 2
T L_Hdi(lﬂ +i} (do udowodnienia) oraz T = m; a takze warunki poczatkowe
@

ruchu.
7 b mv;
Odp. (czgéciowa) czas spadkus, =—- |1+— , energia E = 2

Yo o 2 1+5
”'02

Zadanie 6. Cialo o masie m porusza si¢ pod wplywem sity centralnej opisanej wzorem:

. al :
F= R (7 -wektor wodzacy ciala, «a -stata)

Znalez¢ w biegunowym ukladzie wspohrzgdnych wprowadzonym w plaszczyznie ruchu
rownanie toru, po jakim porusza si¢ to cialo. Wiadomo, iz catkowita energia ciata wynosi £ 1
jest wigksza od zera, za§ moment pegdu ciala okreSlony wzgledem poczatku uktadu

wspohrzednych ma warto$¢ L=0. Zatozy¢ 1z 02—’:1 < 1. Ponadto wiadomo iz odlegto$¢ ciata od

poczatku uktadu wspdtrzednych r osigga wartos¢ minimalng dla ¢ =0.

. L (1) 1. . .
Wsk. Wykorzysta¢ wzor Bineta f (r): i { d 5 (—]+—} 1 wzor na catkowitg energi¢
mr-|dp°\r) r

L2 2 2
ciata E:T+V(r):lmr'2 + > +V(r):L— i(l] +i2 +V(r).
2 2mr 2m || do\r r

Przy rozwigzywaniu roéwnania rézniczkowego wprowadzi¢ podstawienie u = —.
r
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Zadanie 7. Ciatlo o masie m porusza si¢ pod wptywem wypadkowej sity F = f(r)—,
r

bedacej silg centralng. Ponadto sita ta jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci

ciala od poczatku ukfadu wspoétrzednych, tzn. f (r): —%. W oparciu o rOwnania ruchu
r

pokaza¢, iz wektor Runge-Lentz’a zdefiniowany wzorem: M =r7FxL -«

~ |

(gdzie L-

moment pegdu ciata)
a) jest staty w trakcie ruchu ciata

- r } 217
b) stuszny jest wzor: M = |oc|g—” gdzie ¢ =4/1+ E——, wektor /_
r ma
p

7, jest wektorem wodzacym punktu na torze ciala najblizej rysunek dla
E<0

potozonym od poczatku uktadu wspoétrzednych.

(ze wzoru tego wynika m.in. iz wektor jest Runge-Lentz’a jest
rownoleglty do duzej potosi elipsy o mimosrodzie ¢, begdacej
torem ruchu ciata w przypadku gdy energia ciata jest ujemna
E<0)

Wsk.

L
e Skorzysta¢ z zasady zachowania momentu pedu: % =0.
o Ax (E’ X C’) = E’(Z . C’)— (7(;1 . E’) dla dowolnych wektorow ;4, E’, C

- r -
e Aby udowodni¢ wzor M :|oc|g—” wygodnie jest obliczy¢ wektor M w punkcie w
r
p
ktorym odleglo§¢ ciala od centrum sity (poczatku uktadu wspdtrzednych) jest
najmniejsza.



