Zadania z Fizyki Statystycznej

1. Wyznaczy¢ skok wartoSci pochodnej ciepta wlasciwego w temperaturze kry-
tycznej dla gazu bozonéw, w temperaturze w ktérej pojawia si¢ konensacja [1].

2. Wyznaczy¢ réwnanie stanu dla gazu fermionéw o relatywistycznej zaleznosci

energii od pedu [1, 2]:
&(p) = cyJm?c? + p?

Zastosowa¢ podstawienie p = mc sinh 6

3. ZnaleZ¢ ciepto wlasciwe gazu idealnego w przypadku ultrarelatywistycznym
(1, 4]:
&(p) = pe

4. ZnaleZ¢ energi¢ gazu doskonatego znajdujgcego si¢ w cylindrycznym naczyniu
o promieniu R i wysokosci [ obracajacym si¢ wokdt swojej osi z czestoscig w.
Zatozy¢, ze obrét jest rownowazny pojawieniu si¢ dodatkowej energii poten-
cjalnej:

mw*r?

2

V) =

gdzie r — jest odlegtoscig od osi walca, a m jest masg czasteczki gazu [1].

5. Dla gazu kwantowego w wysokiej temperaturze (staba degeneracja) obliczy¢
stosunek ciepla wlasSciwego przy statej objetosci do ciepta wlasciwego przy
stalym ci$nieniu [2].

6. ZnaleZ¢ cieplo wiasciwe dla niskich temperatur dla gazu fermionéw w jednym
wymiarze [2].

7. Obliczy¢ Srednig liczbe czastek i réwnanie stanu dla gazu fermionéw w dwéch
wymiarach.

8. Znale7¢ objetos¢ przestrzeni fazowej (g;, p;), i = 1,2,..., N dla uktadu N oscy-
lator6w harmonicznych odpowiadajacej statej wartosci energii:

N . wazqiz
U=;2 +; 5

gdzie w jest czestodcia oscylatora, m jego masa [3].
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9. Uktad sktada si¢ z trzech czastek mogacych przebywaé w jednym z trzech
stanéw jednoczastkowych o energiach: —E, 0 lub +E. Z warunku maksymal-
nej entropii wyznaczy¢ funkcje rozktadu metoda mnoznikéw Lagrange’a, przy
dodatkowym warunku:

(E) = Ep
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oznaczajacym, ze Srednia warto§¢ energii jest rowna Ey [3].

Uktad zlozony z N czastek umieszczony jest w objetosci V i temperaturze 7.
Kazda z czastek moze mie¢ energi¢ albo réwna zeru albo réwna E = b/V gdzie
b = const. Wyznaczy¢ réwnanie stanu tego uktadu [3].

Uktad sktada si¢ z trzech czastek, z ktérych kazda moze przyjmowaé wartosci
energii: 0, 2E, 5E. Obliczy¢ sume statystyczna i entropi¢ przy warunkach:

a) czastki sg rozréznialne,

b) czastki sa fermionami,

¢) czgstki sg bozonami,

d) czastki sa maxwellonami [3].

Pokazaé nastgpujacy wzér dla entropii bozonéw:

S=-kY [ni Inn — (1 +n)In(l +n;)
gdzie n; jest wartoScig rozktadu Bosego-Einsteina dla energii jednoczastkowej

&i. [3]

Pokaza¢ nastepujacy wzér dla entropii fermiondw:

S = —kz [ni Inn + (1 —n)In(1 = ny)
i
gdzie n; jest warto$cig rozktadu Fermiego-Diraca dla energii jednoczastkowe;j
;. [3]
Uktad posiada N réwnoodleglych pozioméw energii:

&, =ngy, gdzien=1,2,...N

przy czym wszystkie wartosci g, sg male w por6wnaniu z k7. Wyznaczy¢ sumg
statystyczng, energi¢ swobodng i cieplo wilasciwe ukladu [4].

Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny posiada poziomy energii:

&g, =hw(n+1)

gdzie n=0,1,2,...,00. Stopiefi degeneracji poziomu &, Wynosi:

W,=n+1

Wyznaczy¢ sume statystyczng i energie wewnetrzng dla uktadu ztozonego z N
takich oscylatoréw [4].
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Energia potencjalna oscylatora anharmonicznego wynosi:

k 2
Vix) = % +ax’ +,Bx4

Obliczy¢ sume statystyczng dla jednej czastki:

1 (o)
ViN2rmkT _
2y = fe VEKT g x

stosujac przyblizone wyrazenie dla funkcji wyktadnicze;j:

2
exz1+x+? dla x < 1

a nastgpnie wyznaczy¢ energie wewnetrzng i cieplo wlasciwe. Ile wynosi po-
prawka dla ciepta wlasciwego dla jednej czgstki pochodzaca od wyrazéw an-
harmonicznych z a i 8? [4]

Znalez¢ réwnanie stanu i ciepto wlasciwe dla slabo zdegenerowanego gazu
fermionéw. Skorzysta¢ z rozwinigcia w szereg funkcji polilogarytmiczne;.

Znalez¢ sumg statystyczna dla kwantowego rotatora (czasteczki dwuatomowej)
o momencie bezwladnosci 7, ktérego poziomy energetyczne wynosza:

ﬁZ
&= 5710+ 1)

gdzie [ jest orbitalng liczbg kwantowa numerujgcg dozwolone warto$ci momen-
tu pedu. Jak wiadomo z mechaniki kwantowej stopieri degeneracji poziomu &
WYynosi:

W, =2[+1

W koricowym wyniku zamieni¢ sumowanie przez catkowanie. Obliczy¢ cieplo
wlasciwe na jeden rotator [5].

Stosujgc rozktad Maxwella predkosci czgstek w gazie doskonalym wyznaczyé
Srednig energi¢ czastek, a takze energi¢ najbardziej prawdopodobna.

Korzystajac ze wzoru na wielki potencjat dla gazu fotonéw (promieniowania)
obliczy¢ entropi¢ i energi¢ swobodng. Poréwnaé ze wzorami z termodynami-
ki [4].

Dany jest uktad 4 czastek z ktérych kazda moze przyjmowaé dwie wartosci
energii: £y lub E;. ZnaleZ¢ sumy statystyczne dla przypadkéw kiedy czastki sg
rozrdznialne albo nierozréznialne [5].
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Znalez¢ temperature kondensacji Bosego-Einsteina dla cieklego helu “He. Kon-
centracje czastek wyznaczy¢ z gestosci cieczy i masy czgstki helu. Skorzystaé
ze wzoru dla gazu bozondéw.

Oszacowac temperature przy ktérej pojawia si¢ degeneracja gazu elektronéw w
metalu. Zatozy¢, ze kazdy atom metalu uwspdlnia jeden elektron. Jako rozmiar
atomu przyjaé¢ warto$¢ 0,2 nm.

Obliczy¢ wspdtczynnik Scisliwosci dla gazu fermionéw w 7' = 0°K:

10V

V ap

Zat6zmy, ze istniejg czastki, z ktérym najwyzej p moze przebywaé w tym sa-
mym stanie kwantowym. Obliczy¢ wielki potencjat, Srednig liczbg czastek w da-
nej temperaturze, a stad Srednig liczbe obsadzeni pozioméw jednoczastkowych.
Przypadek p = 1 odpowiada fermionom, p = oo bozonom. Dla ustalonego p
moéwi si¢ o tak zwanej parastatystyce [2].

Uktad statystyczny sktada si¢ z dwdch rozrdéznialnych czastek. Kazda czastka
moze przebywaé w jednym z trzech stanéw. Jesli obie czastki sg w tym samym
stanie energia ukfadu wynosi —e, jesli sg w réznych stanach energia uktadu wy-
nosi 0. Obliczy¢ Srednig energi¢ i entropi¢ ukladu jako funkcje temperatury. [6]

Uklad statystyczny sktada si¢ z czterech rozréznialnych czastek, mogacych prze-
bywaé w jednym z dwéch standéw. Jesli wszystkie czastki sg w tym samym stanie
energia ukladu wynosi E = —6e, jesli trzy sg w tym samym stanie £ = 0, jesli
zajmujg parami oba stany to E = 2e. Obliczy¢ $rednig energi¢ i entropi¢ ukladu
jako funkcje temperatury. [6]

Poréwaé ubytek entropii w mézgu czytelnika czytajgcego to zadanie, ze wzro-
stem entropii spowodowanym o$wietleniem tego tekstu przez zaréwke. [7]

Obliczy¢ objetos¢ przestrzeni fazowej rozkladu mikrokanonicznego dla gazu N
czastek ultrarelatywistycznych, dla ktérych E = c|p]. [7]

Korzystajac z rozkiadu mikrokanonicznego obliczy¢ energi¢ swobodna F jako
funkcje temperatury dla uktadu N rozréznialnych czgstek mogacych przebywac
w jednym z dwoch stanéw kwantowych o energii O lub €. [7]

Dany jest uklad N rozréznialnych czastek moggcych przebywaé w jednym z
dwoch stanéw kwantowych o energii £y = 0 lub E, = €. Poziom nr 1 jest
niezdegenerowany, poziom nr 2 jest g-krotnie zdegenerowany. Stosujac rozktad
mikrokanoniczny wyznaczy¢ Srednie liczby obsadzen n; i n, obu pozioméw w
temperaturze 7. [7]

Dany jest uktad N czastek mogacych znajdowac si¢ na trzech poziomach ener-
getycznych —e, 0, €. Hamiltonian uktadu jest nastepujacy
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N
H=GZO',-, o;=-1,0,1
i=1

Wyznaczyé energie swobodng ukiadu. [7]

Uklad statystyczny sklada si¢ z N punktéw. Jesli dany punkt jest zajety przez
czgstke energia punktu wynosi €, je§li w danym punkcie nie ma czgstki ener-
gia wynosi 0. Dodatkowo uktad znajduje si¢ w stalym polu magnetycznym B.
Czastki posiadaja staly moment magnetyczny u, ktéry moze by¢ zorientowany
w kierunku pola magnetycznego lub przeciwnie. Wyznaczy¢ $rednig energi¢
wewnetrzng i Srednig magnetyzacje uktadu w temperaturze 7. [7]

Dany jest uklad N rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze miec ener-
gie —e lub €. Dla N — oo stosujac rozktady: mikrokanoniczny, kanoniczny i
wielki kanoniczny obliczy¢ zalezno$¢ entropii uktadu od energii wewnetrznej
(liczone na jedng czastke). Sprawdzié, ze wszystkie trzy rozktady daja taki sam
wynik. [7]

Dany jest uktad N klasycznych czastek nieoodziatujgcych ze sobg (gaz). Czast-
ki przebywajg na powierzchni sfery. Wyznaczyé energie wewnetrzng U jako
funkcje temperatury 7 i powierzchni A. [7]

N czastek klasycznego gazu doskonatego znajduje si¢ w pudetku o objetosci V,
ktérego scianki zawierajg Ny < N miejsc mogacych absorbowaé czastki. Kazde
miejsce moze zaabsorbowac jedng czgstke. Energia takiej czastki wynosi —e.
Stosujgc wielki rozktad kanoniczny obliczy¢ réwnanie stanu gazu. [7]

Poziomy energetyczne jedngstkowe wynosza E, = ne, gdzie degeneracja n-tego
poziomu wynosi g(n) = 2n+ 1. Obliczy¢ sume statystyczng dla N takich czastek
w przypadku kiedy sa one fermionami albo bozonami. [7]

Pokazad, ze dla gazu bozonéw w poblizu temperatury krytycznej 7, konden-
sacji Bosego-Einsteina wspétczynnik Sci§liwosci izotermicznej «xr zalezy od
temperatury w nastepujacy sposéb [8]

kr ~(T=T)™"

ZnaleZ¢ energie wewnetrzng i energi¢ swobodng gazu zlozonego z N czastek
umieszczonego w polu grawitacyjnym g. Wysoko$¢ naczynia z gazem wynosi
h. [9]

Obliczy¢ $redniag energi¢ czastek gazu doskonalego wylatujacych z matego
otworu w naczyniu z gazem. Zastosowa¢ rozktad Maxwella. [9]

Znalez¢ zalezno$¢ potencjatu chemicznego od temperatury dla gazu bozo-
néw. [9]



42. Obliczy¢ Srednig predkos¢ molekul azotu i tlenu w temperaturze pokojowej i
ci$nieniu atmosferycznym. [10]

43. Gaz doskonatly znajduje si¢ w zewnetrznym polu o potencjale V = acos ¢, gdzie

¢ jest kierunkiem pomiedzy osig molekuty i kierunkiem pola. ZnaleZ¢ rozktad

sz 2z

prawdopodobienistwa f(¢) i warto$¢ Srednig cos ¢ w danej temperaturze 7. [10]

44. Zakladajac, ze drgania atoméw jednowymiarowego krysztalu opisywane sg an-
harmonicznym potencjalem: U = ax*—bx*, gdzie x jest wychyleniem z poloze-
nia réwnowagi, obliczy¢ cieplo wlasciwe na jeden atom. Zastosowac twierdzenie
o wiriale (zasade ekwipartycji energii) [10]:

45. Obliczy¢ Srednig liczbe fotonéw promieniowania cieplnego w temperaturze
1000 K i w objetosci 1 m?. [10]

46. Wyznaczy¢ réwnanie Clausiusa-Clapeyrona dla gazu bozonéw. [11]

47. Pokazaé, ze w granicy wysokich temperatur entropia gazu bozonéw dazy do
entropii gazu doskonalego (wzoru Sackura i Tetrodego). [12]
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