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1. O czym jest ten skrypt.

Skrypt ten przeznaczony jest dla studentéw poczatkowych lat studidw, rozpoczynajacych prace z
pomiarami, w szczegdlnosci w Centralnym Laboratorium Fizyki. Jest on kompilacja tekstow
napisanych przez jednego z autoréow (J. Gatazke — Friedman) do skryptu pt. ,,Metody opracowania i
analizy wynikow pomiardéw.” oraz nowych napisanych przez K. Szlachte. Decyzje o napisaniu tak
skompilowanego tekstu podjeliSmy po wieloletnich doswiadczeniach z przyblizaniem tej
problematyki studentom ro6znych Wydziatéw Politechniki Warszawskiej.

W skrypcie przyjeto zasady zalecane przez JCGM' i opisane w dokumencie ,,Evaluation of
measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement”, zwanym
powszechnie Guidem. Gtowny Urzad Miar 1 Wag wydat opracowanie ,,Wyrazanie niepewnosci
pomiaru. Przewodnik.”, ktore jest, jak sam stwierdza na swojej stronie internetowej, polskim
tlhumaczeniem wymienionego wczes$niej dokumentu. Stad tez niektorzy uzywaja zamiennie nazw
Guide i Przewodnik. Niestety polskie ttumaczenie nie jest dostgpne na stronie GUM. Wersje
angielska natomiast mozna bez klopotu znalez¢ w internecie 1 bez ograniczen czerpa¢ wiedz¢ u
zrodta.

Opis metod postgpowania zalecanych w tym dokumencie zostal uzupeliony odpowiednimi
modelami matematycznymi. Potrzebe ich zrozumienia najlepiej uzasadnia sam Guide: ,,3.4.8.
Although this Guide provides a framework for assessing uncertainty, it cannot substitute for critical
thinking, intellectual honesty and professional skill. The evaluation of uncertainty is neither a
routine task nor a purely mathematical one; it depends on detailed knowledge of the nature of the
measurand and of the measurement. The quality and utility of the uncertainty quoted for the result
of a measurement therefore ultimately depend on the understanding, critical analysis, and integrity
of those who contribute to the assignment of its value®.”

Aby spetni¢ oczekiwania rozbudzone tytutem rozdzialu pierwszego, omowimy teraz krotko tres¢
dalszych rozdziatow:

W rozdziale drugim zostaly omowione biedy oraz niepewnosci pomiarowe. Problem niepewnosci
pomiarowych zostal zilustrowany przyktadem gry w kosci. Dlugoletnie doswiadczenie zwigzane z

prowadzeniem zaj¢¢ w Centralnym Laboratorium Fizycznym Wydzialu Fizyki PW przekonato nas

1 Joined Comitee for Guides in Metrology

2 Chociaz ten przewodnik zawiera metody oceny niepewno$ci nie moze on zastgpi¢ krytycznego myslenia,
uczciwosci intelektualnej oraz wiedzy. Ocena niepewnosci pomiarowych nie jest ani tatwym ani rutynowym czy tez
czysto matematycznym zadaniem. Wymaga szczegotowej wiedzy o mierzonej wielkosci i samym pomiarze.
Wiarygodnos$¢ niepewnos$ci pomiarowej przypisanej do wyniku zalezy zatem od zrozumienia, krytycznej analizy
oraz uczciwosci 0sob bioracych udziatl w jego ocenie.
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iz z pozoru prosty problem wykonania wykresu nastr¢cza studentom wiele trudnos$ci. Rozdziat
trzeci powinien przeczyta¢ kazdy student przed rozpoczeciem konstruowania wykresu!

W rozdziale czwartym podane sg zasady poprawnego zapisywania wyniku koncowego wraz z
niepewnoscig pomiarowa.

Rozdzial piaty to zapewne najwazniejszy rozdzial tego skryptu. Podaje on metody szacowania
niepewnos$ci pomiarowych. Metoda A dotyczy szacowania niepewnosci metodami statystycznymi.
Metoda B za§ dotyczy tak naprawde pozostatych przypadkéw. Obie metody zilustrowane sa
przyktadami.

W rozdziale szostym podane sa metody ,dodawania” do siebie niepewnosci pomiarow
bezposrednich jak réwniez ,,dodawanie” do siebie niepewnosci pomiaréw posrednich. Oba
zagadnienia zilustrowano przyktadami!

W rozdziale siodmym oméwiono metod¢ najmniejszych kwadratow, ktora stuzy do znajdowania
krzywej teoretycznej opisujacej punkty doswiadczalne otrzymanych w eksperymencie.

Rozdziat 6smy na przyktadzie rozpadu promieniotworczego omawia problemy poshugiwania si¢
innymi rozktadami niz rozktad Gaussa. Zaprezentowany jest tu zarowno rozktad dwumianowy jak 1
rozktad Poissona. Nalezy zapozna¢ si¢ z nim przed przystgpieniem do wykonywania ¢wiczen
jadrowych.

W rozdziale dziewigtym oméwiony jest zardwno test x* jak i problem niepewnosci rozszerzonych.
W rozdziale ,,Dodatki” wyprowadzone sa wzory opisujace warto$¢ oczekiwang i wariancje
rozktadu Gaussa 1 rozkladu prostokatnego oraz wzor opisujacy odchylenie standardowe
pojedynczego pomiaru. Ze wzoréw tych korzystaliSmy juz w poprzednich rozdziatach.
Wyprowadzenie ich zostatlo przesunigte do osobnego rozdzialu, aby nie zaciemnia¢ prostych
rozwazan dotyczacych elementarnych wiadomosci z rachunku btedow.

W ostatnim rozdziale dowiemy si¢ czy kos¢ jest uczciwa i poznamy kolejne przyktady zastosowan
rachunku btedow.

Z zatozenia skrypt jest opracowaniem uproszczonym, nie wyczerpujacym tematu. Ograniczylismy
si¢ do najprostszych modeli matematycznych (rozktad Gaussa, rozktad Poissona, rozktad
prostokatny 1 rozklad dwumianowy). StaraliSmy si¢ uzy¢ mozliwie tatwego jezyka a rozwazania
teoretyczne uzupetni¢ praktycznymi wskazowkami. Bedziemy wdzieczni za wszelkie uwagi,
propozycje uzupehnien, etc.

Autorzy
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2. O co chodzi z niepewnosciami pomiarowymi?

Praca w laboratorium polega na obserwacji zjawisk fizycznych, wykonywaniu pomiaréw i ich
interpretacji w oparciu o poznane teorie i prawa fizyki. Oprocz poprawnego wykonania pomiarow,
bardzo istotna jest analiza koncowych wynikéw pod wzgledem ich wiarygodnos$ci i doktadnos$ci
oraz przedstawienie uzyskanych rezultatow w sposéb umozliwiajacy ich prawidlowa interpretacje,
to jest jasno, przejrzyscie 1 zgodnie z ogdlnie przyjetymi zasadami.
Czesto jednym z zadan stojacych przed nami jest wyznaczenie jakiej$s wielkosci fizycznej, takiej jak
np. wspolczynnik zatamania $wiatta, dlugo$¢ fali, energia kwantéw gamma itp. Wynik pomiaru
kazdej wielkosci nie pokrywa si¢ z jej warto$cig rzeczywista, nazywang roéwniez wartoscig
prawdziwa. Przyczyny tego faktu moga by¢ rdzne i roznie moga si¢ one objawiac.
Na samym poczatku warto wyjasni¢ ze dzi$ pojecie ,,blad” rozumiane jest na kilka sposobow:

* w metrologii i Guidzie jako r6znica pomiedzy wartoscig rzeczywista (nie znang) a wynikiem

pomiaru,

* jako synonim pomyiki (ten rodzaj zwany jest czasem ,,btedem grubym”)

* oraz nazywa si¢ tak czasem niepewnosc.
Natomiast niepewno$¢ jest to liczbowe oszacowanie bledu’. W dalszej czesci tego skryptu beda
opisane te wlasnie metody.
Czytelnikow  zainteresowanych poglebieniem tematu odsylamy do literatury bardziej
zaawansowane;j.
Jesli wyniki pomiarow wykazujg systematyczne przesuni¢cie w stosunku do wartos$ci rzeczywiste;,
badZz tez odznaczaja si¢ niepowtarzalno$cig przekraczajaca znacznie nominalng doktadnos$é
przyrzadow, wowczas moéwimy, ze s3 one obarczone bledami systematycznymi. Sama nazwa
(btad) tej wady pomiarow sugeruje mozliwos¢ jej usunig¢cia. Rodzaje btedow pomiarowych
omowimy na prostym przykladzie wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego za pomocg wahadta

matematycznego.

biedy systematyczne
warlosc
rZeczywista pomytka
tHH I i -
X - wynik pomiaru
Rysunek 1: Blgd systematyczny, btqd gruby (pomytka) oraz bledy przypadkowe.

3 Formalna definicja niepewnos$ci pomiarowej mowi ze ,,jest to parametr ktory opisuje rozrzut wynikow pomiaréw
ktore moga by¢ przypisane do tej wielko$ci.”
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Wyobrazmy sobie, ze zmierzyliSmy kilkakrotnie czas stu wahni¢¢ metalowej kulki przywigzanej do

konca nici o dlugosci /. Poczatkowe wychylenie kulki wynositlo 20°. Obliczenie przyspieszenia

ziemskiego g, w oparciu o wzor T:2Tr\/Z , spowoduje otrzymanie wynikéw systematycznie
g

zanizonych w stosunku do wartosci rzeczywistej. Przyczyna jest zastosowanie przyblizonego wzoru
na okres wahadla — stusznego tylko w przypadku matych wychylen. O tak otrzymanych wynikach
powiemy, ze s3 one obarczone systematycznym bledem pomiarowym (rysunek 1). Inng przyczyna
powstawania tego typu bledow moze by¢ np. uzycie stopera, ktérego wskazoéwki z chwilg
rozpoczecia pomiardw nie pokrywaja si¢ z poczatkiem skali, powodujac systematyczne zanizenie
lub zawyzenie warto$ci okresu wahadta.
Przypus¢my, ze w serii 5 pomiarow czasu stu wahnig¢, jeden z pomiaréw zostal zakonczony po 90
wahnigciach. Pomiar ten da drastycznie r6zng wartos¢ przyspieszenia ziemskiego. Okreslimy go
jako pomiar obarczony bledem grubym czyli pomylka (rysunek 1).
Opisane powyzej btedy pomiarowe mozna wyeliminowaé poprzez:

1. Uzycie wlasciwie dziatajacych przyrzadéw pomiarowych.

2. Poprawne przeprowadzenie pomiarow.

3. Stosowanie poprawek matematycznych do wzoréw przyblizonych.

4. Usunigcie z serii pomiarowej wyniku obarczonego btedem grubym.
Wyeliminowanie btedow pomiarowych, rozumianych jako pomyiki, jest zabiegiem koniecznym, ale
nie prowadzacym do uzyskania wynikow jednoznacznie pokrywajacych si¢ z rzeczywista wartoscia
wielko$ci mierzonej. Kazdy bowiem pomiar jest obarczony btedem przypadkowym.
Wsréd bledow pomiarowych wyr6zni¢ mozna bledy przypadkowe i bledy systematyczne. Czesto
jednak ktory$ z wymienionych btedéw pomiarowych dominuje.
Jesli doktadnos$¢ pomiaru jest dostatecznie duza, woéwczas w serii pomiarowej otrzymamy pewien
rozrzut wynikéw. Swiadczy to o przewadze btedow przypadkowych nad systematycznymi.
Zrédtem wystepowania btedéw przypadkowych moze byé mierzona wielko§¢ (moéwimy wowczas o
btedzie przypadkowym obiektu) lub sam eksperymentator wraz z otoczeniem i1 przyrzgdami
pomiarowymi (btad przypadkowy metody). Blad przypadkowy obiektu, przy pomiarze grubosci
ptytki otowianej $ruba mikrometryczng, bedzie miat swe Zréodlo w roznicach grubosci ptytki
mierzonej w kilku réznych punktach. Blad przypadkowy metody wynika¢ moze natomiast z réznic
w dociskaniu $ruby przy kolejnych pomiarach.
Na powstanie niepewnosci przypadkowych naktada si¢ wiele niezaleznych przyczyn, co prowadzi

do tego, ze wyniki pomiaréw, w ktorych dominuja btedy przypadkowe, uktadaja sie symetrycznie
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wokol wartos$ci rzeczywistej (rysunek 2). Pojecie niepewnos$ci przypadkowej jest czgsto okreslane
jako blad przypadkowy lub losowy, ktére to nazwy stosowane sg w wielu pracach dotyczacych
analizy pomiarow. Z tego tez powodu w dalszych rozdzialach bedziemy stosowacé rownolegle

nazewnictwo tradycyjne.

warlasd

rzeczywista

i >
¥ - wynik pomiaru

Rysunek 2: Bledy przypadkowe.

Zrédlem bledow systematycznych sa ograniczone mozliwosci pomiarowe zwiazane z konstrukcja
uzytego przyrzadu oraz z mozliwoscig odczytu jego wskazan przez obserwatora.

Przewaga bledow systematycznych nad przypadkowymi ujawni si¢ poprzez otrzymanie
identycznych wynikow w okres$lonej serii pomiarow. Jak juz wspominaliémy catkowite usunigcie
niepewnos$ci nie jest mozliwe. Mozna je co najwyzej zmniejszy¢ poprzez stosowanie
doktadniejszych przyrzadow pomiarowych oraz zwickszenie liczby pomiarow. Doktadnemu
omoOwieniu tych probleméw poswiecony jest rozdziat 5.

Doskonatym przyktadem ilustrujacym powyzszy problem jest gra w kosci. Sprobujmy postawié
pytanie: czy kos¢ do gry jest ,,uczciwa” (Czy mozemy nig gra¢ nie narazajac si¢ na powazne
straty?). Teoretycznie prawdopodobienstwo wyrzucenia dowolnej liczby oczek powinno by¢ takie
samo. W przypadku szesciennej kostki do gry oznacza to, ze prawdopodobienstwo otrzymania 1
oczka wynosi 1/6, prawdopodobienstwo otrzymania 2 oczek wynosi 1/6, itd. Zgodnie z definicja
prawdopodobienstwa zatem, przeci¢tnie, w serii 6 rzutow, kazda liczba oczek powinna wystapié
raz. Inaczej uymujac to samo, mozemy powiedzie¢ ze w serii 60 rzutow kazda liczba oczek powinna
wystapi¢ 10 razy. Powrd¢my teraz do postawionego na poczatku problemu ,,uczciwosci” kostki. Jak
sprawdzi¢ czy konkretny egzemplarz jest uczciwy? Zapewne kazdy od razu odpowie: trzeba rzuci¢
wiele razy kostka, policzy¢ ile razy wypadnie kazda liczba oczek a potem poréwnaé otrzymane
liczby. Zat6zmy zatem ze wykonalismy 600 rzutow kostka. Spodziewamy si¢ wigc ze kazda liczba
oczek zostanie wyrzucona 100 razy. Jezeli otrzymamy wynik taki jak w tabeli 1 uznamy ko$¢ za

nieuczciwg?

Liczba oczek 1 2 3 4 5 6
Liczba wystapien 92 110 98 112 95 93

Tabela 1: Wyniki 600 rzutow kostkq

A co jesli wyniki beda jeszcze bardziej odbiegaty od oczekiwanej wartosci 100 wystapien? Bez
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pomocy matematyki nie mozemy odpowiedzie¢ na to pytanie w sposob $cisty. OdpowiedZ na
postawione powyzej pytanie znajdziesz Drogi Czytelniku na koncu tego skryptu.

Opisany powyzej przyktad ilustruje problematyke pomiaru dowolnej wielkosci fizycznej. W
przypadku kosci do gry chcielibySmy ,,zmierzy¢” prawdopodobienstwo. Mozemy to zrobié
zliczajac liczbg wystapien danej liczby oczek. Otrzymany wynik nie bedzie jednak zgodny z
wartoscig rzeczywistg (zakladamy ze ko$¢ jednak jest uczciwa). Ta rdznica pomigdzy warto$cig
rzeczywista a otrzymang odzwierciedla wiasnie niepewnos¢ pomiarowg. Co wazne, niepewnos¢
wynika z natury pomiaru. Mozna ja czesto minimalizowa¢ réznymi sposobami, ale nigdy nie mozna
si¢ jej pozby¢ zupehie.

W dalszej czesci opracowania bedzie przedstawiona teoria rachunku niepewnos$ci pomiarowych

wraz z konkretnymi przyktadami.

3. Jak narysowaé wykres?

,,Jeden obraz wart wiecej niz tysigc stow.”

Chinskie przystowie

Dobrze zrobiony wykres moze zawiera¢ bardzo wiele informacji prezentujac je jednoczes$nie w
bardzo przejrzysty sposob. Aby jednak tak bylo, nalezy przestrzega¢ kilku prostych regut. Do
ilustracji tych zasad postluzmy si¢ przykladem. Student ma za zadanie umiesci¢ na wykresie wyniki
10 wykonanych przez siebie pomiaréw spadku napigcia U na oporniku o nieznanym oporze
elektrycznym (oznaczmy go R) przy réznych warto$ciach nat¢zenia pradu / plynacego przez ten

opornik. Wyniki pomiaréw umiescit w Tabeli 2.
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Lp. U[V] I[mA] Lp. U[V] I[mA]
1 2,3 5 6 13,7 30
2 4.6 10 7 16,0 35
3 7,0 15 8 18,2 40
4 9,1 20 9 20,1 45
5 11,4 25 10 22,8 50

Tabela 2: Wyniki pomiarow U(I).
Warto zwréci¢ uwage, ze jednostki mierzonych wielkosci zostaly umieszczone tylko raz, w
nagtowku tabeli. Na razie przyjmijmy bez uzasadnienia nastgpujace niepewnosci pomiarowe: dla
pomiaréw od / do 4: dla natezenia pradu: / mA oraz dla spadku napiecia: 0,/ V oraz dla

pozostatych pomiarow / m410,3 V.

3.1. Co umiescié na wykresie?

Na wykresie zwykle umieszczamy dwie rzeczy: punkty pomiarowe i krzywa teoretyczng. Kazdy
punkt na wykresie reprezentuje wynik pomiaru. W naszym przyktadzie: dla kazdej wartosci
nat¢zenia pragdu mamy spadek napigcia na badanym oporniku. Pamigtajmy jeszcze o umieszczeniu
stupkow niepewnosci pomiarowych na kazdym punkcie! Bez tego informacja bylaby niepekna.
Krzywa teoretyczna przedstawia matematyczng zalezno$¢ ktéra wynika z przyjetego modelu
fizycznego. Nalezy podkresli¢, ze krzywa teoretyczna na wykresie to tylko linia — bez punktow.
Punkty sg zarezerwowane dla wynikow pomiarow.

W naszym przyktadzie modelem jest prawo Ohma:

U_

—=const

1
Jezeli zatem wykres bedzie przedstawiat zalezno$¢ spadku napig¢cia na oporniku od natezenia
ptynacego przezen pradu, krzywa teoretyczna bedzie prosta:

U(I)=RI(+0),

gdzie: wspotczynnik kierunkowy prostej — R zwany jest oporem elektrycznym. Parametry

fizycznego modelu opisujgcego badane zjawisko (w naszym przykladzie opor elektryczny R)
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otrzymujemy zwykle jako wynik dopasowania modelu do danych do$wiadczalnych. Temat ten

zostanie doktadniej oméwiony w jednym z nastepnych rozdziatow.

3.2. Jak dobra¢ skale na osiach wykresu?

Pierwszym zadaniem Studenta jest dobranie skali na osiach wykresu. Zakres mierzonego napigcia
to 2,3 V do 22,8 V. Zakres mierzonego nat¢zenia pradu to 5 mA do 50 mA. Wydawatoby si¢ zatem
ze sensownie byloby przyjac¢ dla osi X: 5-50 mA a dla osi Y: 2-23 V. Mozna tez przyjac skale dla
osi X: 0-51 mA a dla osi Y: 0-30 V. Dzigki temu mozna bedzie pokaza¢ calo$¢ shupkéw
niepewnosci oraz ze otrzymana zalezno$¢ rzeczywiscie jest typu y = ax. (Krzywa teoretyczna
przejdzie blisko punktu (0,0)).

Kolejng wazng rzecza jest odpowiednie dobranie podziatek na osiach. Powinny one ulatwiaé
czytanie wykresu.

Zwroémy jeszcze raz uwage na fakt ze skala na wykresie zawsze powinna by¢ dobrana do
pomiaréw. W szczegdlnosci nie zawsze nalezy zaczyna¢ od zera, jedynie tam gdzie jest to

uzasadnione.

3.3. Jakie jeszcze informacje powinny znalezé sie na wykresie?

Zawsze trzeba zatytulowa¢ wykres i opisaé osie. Opis osi zawiera dwa elementy: wielko$¢
fizyczng oraz jej jednostke. Zatem o$ X bedzie opisana: ,,I [mA]” albo ,,] /mA”, natomiast o$ Y: ,,U
[V]” albo ,,U /V”. Dobrze jest zatytutowa¢ wykres, podajac wprost zaleznos¢ ktorg ilustruje. W
naszym przyktadzie mozna to zrobi¢ np. tak: ,,Zalezno§¢ U(I) dla opornika R,”. Legend¢ mozemy

umiesci¢ na wykresie lub tez stosowne wyjasnienia zamies$ci¢ w opisie wykresu.

Gotowy wykres moze wygladaé np. tak:
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Rysunek 3: Zaleznos¢ U(1) dla opornika R. Wykres przyktadowy.

Poniewaz na wykresie nie ma legendy trzeba jeszcze w podpisie zamiesci¢ informacje: ,,Kropki
przedstawiaja punkty pomiarowe, a prosta jest dopasowang do danych doswiadczalnych funkcja:
U(I)=RI+b.

Wykres jest gotowy! Jednak caty wysilek z rysowaniem wykresu poszedtby na marne gdybysmy
nie podali wyniku: R = 455(5) Q, b = 0,04(0,14) V. Wartosci w nawiasach to niepewnosci
pomiarowe. Dopasowywanie funkcji do danych do$wiadczalnych oraz zapisywanie wynikow

zostanie doktadniej omoéwione pozniej.

3.4. Histogram

Wro6¢my na moment do przyktadu ze Wstepu. Jak najlepiej pokaza¢ wyniki rzutdw kostka? W tym
przyktadzie nie jest wazna kolejno$¢ wynikow. Nie jest dla nas istotne czy wyrzuciliSmy po kolei:
3,5, 1,2 oczka czy tez 5, 2, 1, 3. Wazne jest, ze w sumie, w caltym eksperymencie, uzyskalismy
wyniki jak w tabeli 1. Taki rodzaj wykresu nazywa si¢ histogramem. Na rysunku 4 wyniki
zaprezentowane sg na dwa sposoby. Po prawej skala pionowa przedstawia liczb¢ wystapien danej
liczby oczek. Po lewej za$ skala pionowa to czestotliwos¢ wystepowania danej liczby oczek.
Obydwa wykresy sa poprawne. Ktéry wybra¢? Najlepiej ten, ktory bedzie bardziej pasowal do

mierzonej wielkos$ci czy tez filozofii obliczen.
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Rysunek 4: Dwa przyktadowe histogramy roznigce si¢ skalg pionowg. Po lewej zliczenia po prawej
czestotliwosc.

4. Jak poprawnie zapisa¢ wynik?

Cata praca wykonana przy pomiarach i analizie otrzymanych wynikdw bytaby niepotrzebna
gdyby$Smy nie byli w stanie poda¢ konkretnego wyniku (np. opor elektryczny opornika to
455,4239 Q). Ale musimy pamigta¢ o niepewnosci otrzymanego wyniku. Jak zatem zapisa¢ wynik?
Po pierwsze musimy pozna¢ przyjeta konwencje zapisu. Wprowadzenie jednolitych oznaczen
bardzo ufatwia czytanie publikacji, norm, specyfikacji i wszystkich innych tekstow tego typu. Jezeli
zatem mierzong wielko$¢ oznaczy¢ X to jej niepewnos¢ bedziemy oznacza¢ u(X). Litera u pochodzi
od angielskiego stowa 'uncertainty' ktore oznacza wilasnie niepewnos¢. Na przyktad: niepewnosé
dtugosci L oznaczymy u(L) a niepewnos$¢ napiecia elektrycznego U oznaczymy u(U).

Po drugie musimy u$wiadomi¢ sobie, ze precyzja wyniku jest catkowicie determinowana przez
niepewno$¢. Pierwszym krokiem jest zatem zaokraglenie niepewnosci do jednej lub maksymalnie
dwoch cyfr znaczacych, tzn. pierwszej albo dwoch pierwszych cyfr roznych od zera. Wynika to z
faktu ze niepewnos$¢ tez jest wyznaczona z pewng niepewnos$cig. Na przykiad jezeli w wyniku
obliczen otrzymaliSmy niepewno$¢ 0.532334 € to nalezy mnapisa¢ u(R)=0.5Q (albo
u(R) = 0.53 Q). Nastepnie trzeba z takg sama dokladnoscig zapisa¢ wynik. Poniewaz niepewnos¢
zaokragliliSmy do cze¢$ci dziesigtych, rowniez wynik musimy zapisa¢ z takg samg dokltadnoscia.

Guide podaje cztery sposoby zapisu niepewnosci:

. R=45540Q u(R)=0.5Q

D

R =455.4(5) Q

|98)

R =455.4(0.5) Q

4. R=(4554+0.5)Q
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Ktora metode wybra¢? Kazda z metod ma swoje wady 1 zalety oraz oczywiscie rzesze zagorzatych

zwolennikow i przeciwnikow.
ad. 1. Ta metoda zapisu jest po prostu dluga i przez to mato wygodna i mato czytelna.

ad. 2. Ta metoda zapisu jest czesto stosowana w pracach naukowych. W szczegdlnosci jest

uzyteczna w tabelkach ze wzgledu na swoja kompaktowg forme.

ad. 3. Ta metoda jest bardzo podobna do tej z pkt. 2. Naszym zdaniem jest jednak
czytelniejsza. Zapisanie niepewnosci jako wartosci bezwzglednej znacznie przyspiesza jej

interpretacje.

ad. 4. Zapis z punktu czwartego jest czesto stosowany w tekscie. Nie jest on jednak
zalecany przez Guide poniewaz moze by¢ zle zinterpretowany przez nieuwaznego
Czytelnika. W bardzo podobny sposob zapisujemy niepewnosci rozszerzone o ktérych

bedzie mowa dale;.

5. Jak oszacowac niepewnos¢ pomiaru

Guide podzielit metody szacowania niepewnosci pomiarowych na dwie grupy nazwane Metoda A i

Metoda B. Ponizej zamie$cilismy opisy obydwu.

5.1. Metoda A

Prezentacje Metody A zacznijmy od rozwazenia przyktadu.

Wykonano 40 pomiaréw grubosci ptytki olowianej za pomoca $ruby mikrometrycznej. Niepewno$¢
systematyczna zwigzana z uzytym przyrzadem pomiarowym wynosi zatem & X=0.01mm wyniki

pomiaru przedstawiono w postaci histogramu na rysunku 5 wybierajac szeroko$¢ przedziatu 0.05

mm.

Gdyby$my mieli mozliwo$¢ wykonania pomiarow grubo$ci ptytki otowianej z jeszcze wigksza
dokladnoscia (niepewnosé systematyczna pomiaru 2 X 0') i bardzo wiele razy (7 2 ® ) wowczas

wykres przedstawiony na rysunku 5 dgzytby do funkcji ciggte;j:
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Rysunek 5: Histogram 40 pomiarow grubosci plytki ofowianej.

Funkcja ta nosi nazwe rozniczkowego rozkladu prawdopodobienstwa lub  gestosci

prawdopodobienstwa.  Znajomo$¢  gestosci  prawdopodobienstwa  pozwala  obliczy¢

prawdopodobienstwa znalezienia warto$ci x w przedziale (x X +AXx )  p(x)=¢(x)Ax

Na rysunku 5 mozna latwo zaobserwowaé podstawowe cechy rozkladu pomiaré6w obarczonych
niepewno$ciami przypadkowymi: rozktad ma jedno maksimum, jest symetryczny i szybko maleje w

miar¢ oddalania si¢ od maksimum.

Jezeli zalozymy, ze niepewno$¢ przypadkowa pojedynczego pomiaru sklada si¢ z szeregu
niepewnosci elementarnych, ktoérych naktadanie si¢ na siebie ze znakiem plus lub minus okreslone
jest identycznym prawdopodobienstwem p = (0.5, to mozemy oczekiwaé ze rozktad niepewnosci

przypadkowej duzej liczby pomiarow opisany bedzie krzywa Gaussa:
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Dowod tego twierdzenia znajduje si¢ w ksigzce A. Wroblewskiego 1 J. Zakrzewskiego pt. ,,Wstep
do fizyki” na stronie 54 (wyd I).

Funkcja P (x) opisywana wzorem (2) nosi nazwe¢ rozktadu Gaussa lub rozkladu normalnego.
Zalezy ona od dwu parametréw a i o oraz spetnia warunek normalizacyjny

o0

J o(x)ax=1 (3)

—00

Warunek ten wynika z faktu, ze prawdopodobienstwo znalezienia wyniku pomiaru w przedziale od
xdox+dx jest rowne @ (x)dx , a prawdopodobienstwo znalezienia dowolnej warto$ci w

przedziale od —® do * % musi by¢ rowne 1.

Parametry a 1 0 majg tatwa interpretacj¢ analityczng. Dla wartosci ¥=4a funkcja ¢(x) osigga

maksimum. Parametr ¢ ma natomiast te ceche ze warto§¢ ¢+T0 i @—0 okre§laja punkty
przegiecia krzywej Gaussa. A wigc warto$¢ ¢ zwyczajowo traktuje si¢ jako miar¢ szerokos$ci

rozkladu.

Statystyczng interpretacje parametrow a i o znajdzie czytelnik w rozdziale 11.2 Wykazano tam, ze
warto$¢ a przy ktérej funkcja Gaussa przyjmuje maksimum, jest warto$cig oczekiwang E(X)

rozktadu, parametr o natomiast jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji D*(X).

Z punktu widzenia pomiaru natomiast parametr a jest interpretowany jako wynik pomiaru
(doktadnie jest to najlepsze znane nam przyblizenie warto$ci rzeczywistej mierzonej wielko$ci
fizycznej). Parametr o interpretowany jest jako niepewnos$¢ standardowa pomiaru. W tym
miejscu trzeba jeszcze zwrdci¢ uwage ze parametr o jest wielkos$cig ktorej wartosci nigdy nie
poznamy. Mozemy natomiast latwo wyliczy¢ jej estymator (czyli przyblizenie) korzystajac z
warto$ci otrzymanych w eksperymencie. Estymator ten oznacza si¢ przez S. Oznaczenia te czgsto

stosuje si¢ zamiennie chociaz nie jest to do konca Sciste.

Z przedstawionych na rysunku 6 wykreséw funkcji Gaussa dla r6znych wartosci parametru ¢ widac,
ze ze wzrostem warto$ci o rozklady stajg si¢ coraz bardziej sptaszczone, co mozna interpretowac

jako wzrost liczby pomiaréw rdznigcych si¢ od wartosci rzeczywiste;.
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Rysunek 6: Wykresy funkcji Gaussa dla roznych wartosci parametru S'i dla x, = 0.

Rozklad Gaussa jest rozkladem cigglym, dobrze przyblizajacym nam doswiadczalny rozktad
pomiarow, w ktorych dominuja niepewnosci przypadkowe. Stoimy teraz przed praktycznym

problemem oszacowania parametrow tego rozktadu na podstawie skonczonej liczby n pomiarow.

Warto$¢ rzeczywista x, ktérg zinterpretowaliSmy jako warto$¢ oczekiwang rozkladu, najlepiej

przyblizy nam $rednia arytmetyczna:

Parametr ¢ okres$lajacy rozrzut wynikdw wokot warto$ci rzeczywistej x, przyblizamy wielko$cia o,

liczong na podstawie wzoru:

Poniewaz nie znamy jednak wartosci rzeczywistej xy, a jedynie jej oszacowanie przez $rednig

arytmetyczng ¥ , postugujemy si¢ wzorem w postaci
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Tak zdefiniowana niepewno$¢ pomiarowa nosi nazwe¢ odchylenia standardowego pojedynczego
pomiaru: stosuje si¢ rowniez nazwe Sredniego btedu kwadratowego. Roznica pomiedzy wzorami 5 i
6 polega nie tylko na zastgpieniu wartosci rzeczywiste] x, przez $rednig arytmetyczng X, ale

réwniez na zamianie mianownika z n na n — /. Wynika to z faktu, ze w liczniku, ktory jest sumag

kwadratow odchylef pomiaru x; od $redniej arytmetycznej ¥, mamy juz tylko n — I niezaleznych
sktadnikoéw: n-ty skladnik mozna zawsze wyliczy¢ z definicji $redniej arytmetycznej. Doktadne

wyprowadzenie tej zalezno$ci mozna znalez¢ w rozdziale 11.2

Wielkos¢ s, okresla niepewnos¢ przypadkowa pojedynczego pomiaru i jej warto$¢ nie zalezy od
liczby pomiaréw, a tylko od wilasciwosci obiektu mierzonego i warunkow, w jakich jest
wykonywany pomiar, poniewaz tylko te czynniki decyduja o szerokosci rozkladu

prawdopodobienstwa.

Dla eksperymentatora wykonujacego n pomiarow danej wielkos$ci najistotniejsza jest ocena, o ile i z

jakim prawdopodobienstwem wyznaczona warto$¢ srednia X rozni sie od warto$ci rzeczywistej x;.
Wielkoscig pozwalajacg na taka oceng jest odchylenie standardowe S$redniej, noszace rdéwniez

nazwe Sredniego btedu kwadratowego $redniej, zdefiniowane wzorem:

z (x _xi)2 (7)

Sx i=1
S;=—F—=\—F——F—
Vn n(n—1)
Wzor ten wyprowadzimy w nast¢gpnym rozdziale. Z powyzszego wzoru wynika, ze odchylenie

standardowe $redniej maleje ze wzrostem liczby pomiaréw .

S5 jest n razy mniejsze od odchylenia standardowego

Fakt, ze odchylenie standardowe $rednie;j
pojedynczego pomiaru, mozna wyttumaczy¢ nastepujaco: wyobrazmy sobie ze wykonujemy kilka
serii pomiarowych jakiej$s wielkos$ci x. Z kazdej serii otrzymujemy troszeczke inng warto$¢ srednig,
ale rozktad tych warto$ci bedzie znacznie wezszy od rozktadu pomiarow bezposrednich, gdyz w

warto$ciach $rednich otrzymujemy znacznie mniejszy rozrzut. Odchylenie standardowe rozktadu

S

X

srednich bedzie wlasnie rowne Vn .
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Warto$¢ S+ okreéla wielkoéé rozrzutu wyniku wokol wartosci $redniej: °x w ktérym z

prawdopodobienstwem 68% mozna oczekiwac warto$ci rzeczywistej.

Standardowo, wynik pomiaru podajemy na poziomie jednego odchylenia standardowego
(niepewnos¢ standardowa) i tylko w innych przypadkach (niepewnosci rozszerzonej) musimy obok

koncowego wyniku podawa¢ dodatkowe informacje.

Co wazne, wzory 4 i 7 oraz ich interpretacja s3 stuszne zawsze, nawet jezeli nie mozemy
postugiwac si¢ rozktadem Gaussa. Metoda A polega wtasnie na wyliczeniu z tych wzoro6w wartosci

sredniej 1 odchylenia standardowego dla uzyskanej serii pomiarow.

Na zakonczenie wré¢my do pomiardw grubosci ptytki olowianej, ktorych wyniki zostaly

przedstawione w postaci histogramu na rysunku 5. Srednia arytmetyczna obliczona dla 40

x=2, x/n=11.017mm , a odchylenie standardowe $redniej obliczone za

pomiardw wynosi
pomocg wzoru (7) wynosi $:=0.012mm . Wynik pomiaru grubosci tej ptytki powinien by¢ zatem

przedstawiony w sposOb nastepujacy:

x+s5,=(11.017£0.012) mm. ,

X

gdyby nie potrzeba oszacowania niepewnosci Metoda B.

5.2. Metoda B

Opis Metody B rozpoczniemy rowniez od analizy pewnego konkretnego przypadku. Wykonujac
pojedynczy pomiar jakiej$s wielko$ci nie mozemy postuzy¢ si¢ opisang w poprzednim rozdziale
metodg. Na niepewno$ci pomiarowe w takim przypadku skladaja si¢ dwa przyczynki, jeden
pochodzacy od uzytego przyrzadu pomiarowego (Ax), drugi zwigzany z wykonywaniem czynnosci

pomiarowej przez obserwatora (Ax.).

Niepewno$¢ zwigzana z uzytym przyrzadem zalezy od klasy doktadno$ci tego przyrzadu
wskazujacej na jego odstepstwa od wzorca. W dobrych przyrzadach pomiarowych podziatka skali
zgadza si¢ zwykle z klasa danego przyrzadu, ktoéra oznacza maksymalng niepewno$¢ wnoszong
przez sam przyrzad, np. dla termometru pokojowego niepewno$¢ maksymalna A7=1°C, a dla

miarki milimetrowej A/=1mm , itp.

Niepewno$¢ odczytu ustala sam obserwator, uwzgledniajac rozne czynniki wplywajace na wynik

pomiaru. Tak wigc, jesli wykonujemy pomiar napigcia woltomierzem analogowym, jego klase
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odczytujemy z tabliczki znamionowej. Przyrzad klasy 1, na zakresie 300V, pozwala dokonac
pomiaru z niepewnoscig 300 V (zakres) 1% (klasa przyrzadu) = 3V. Dodatkowo konstrukcja skali i
sposob odczytu wyniku moze stanowi¢ kolejne Zrodlo niepewnosci pomiaru. W przypadku odczytu

z miernika moze to by¢ np. p6t dziatki (w tym przyktadzie pominiemy to zrédto niepewnosci).

Tak okreslong niepewnos¢ pomiarowg nazywamy czesto maksymalng, przyjmujac ze rzeczywista
warto$¢ mierzonej przez nas wielkoSci miesci si¢ z prawdopodobienstwem 100% w okre§lonym

przez nas przedziale. Takg sytuacje zwykle opisuje si¢ rozkladem prostokatnym — patrz Rysunek 7.

0 dlax&(x—Ax;x+Ax)
p(x)=
2A x

dlax€(x—Ax;x+Ax)

Poniewaz zdecydowali§my si¢ przedstawia¢ niepewno$ci pomiarowe na poziomie jednego
odchylenia standardowego to musimy z niepewnos$ci maksymalnej oszacowaé niepewnosc
standardowg. Czyli wyliczy¢ odchylenie $rednie standardowe rozktadu prostokatnego. Parametr ten

mozna policzy¢ wprost z definicji (wprowadzone oznaczenia a=x—Ax, b=x+Ax):

p(x) 4

b-a

a b

-
Rysunek 7: Rozktad prostokqgtny.
b b b 2
I x 1 b"—a _b+a
E(X):fxp(x)dx:fxb_ dx—ab_a > h_q 7
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Zatem:
u (x):% (8)

Czyli niepewnos$¢ standardowa pomiaru w przypadku wspomnianego powyzej woltomierza klasy 1

na zakresie 300V bedzie:

u(U)= ELA 1.7320508075688772935274463415059~2V |

VB
a zatem wynik pomiaru zapiszemy: U =239(2) V.

Zanim przejdziemy do nastgpnego tematu nalezy si¢ stowo wyjasnienia. W zamieszczonym dwie
linijki wyzej przeliczeniu niepewno$ci maksymalnej napigcia na niepewno$¢ standardowa celowo
napisaliémy absurdalnie duzo cyfr. Chcieli§my pokazaé ze zawsze powinna ona by¢ zapisana z
odpowiednig precyzja, pomimo duzej precyzji obliczen zapewnianej przez wspotczesne komputery
czy kalkulatory. Innymi stowy, to na nas, swiadomych uzytkownikach, spoczywa obowigzek

interpretacji otrzymanych liczb.
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6. Jak ,,dodac¢” do siebie niepewnosci?

Na niepewno$¢ mierzonej wielkosci ma wptyw kilka czynnikow. Na ogot mamy do czynienia z
niepewnosciami przypadkowymi, niepewnos$ciami wynikajagcymi z rozdzielczosci przyrzadu i
niepewno$ciami odczytu wartosci przez eksperymentatora. Czasami powinnismy uwzgledniaé
rowniez inne czynniki. Odpowiedz na pytanie jak uwzgledni¢ te wszystkie czynniki przedstawiona

jest wlasnie w tym rozdziale.

6.1. Niepewnosci pomiarow bezposrednich

Jak juz wspominaliSmy, przyjeto konwencje ze wszystkie niepewno$ci wyrazane s3 jako
niepewnosci standardowe tzn. odpowiadajace wariancji rozktadu. Jezeli pomiar obarczony jest
réznymi, opisanymi wcze$niej niepewnos$ciami musimy uwzgledni¢ w koncowym wyniku kazda z
nich. Poniewaz jednak niepewnos$ci sa wyrazone jako odchylenia standardowe do ich sumowania

musimy postuzy¢ si¢ metodami odpowiednimi dla dodawania odchylefi standardowych®.

uc(X):\/ui(x)+(Ax)2+(Ax€)2 9)

Czytelnik mogt zauwazyC, ze na oznaczenie niepewnosci (podawanej na poziomie jednego
odchylenia standardowego) dotychczas zastosowaliSmy az cztery symbole: uc, us, s, 6. Ponizej

wyjasnienie znaczenia tych symboli:

c —,,sigma” jest to parametr funkcji Gaussa rOwny pierwiastkowi z wariancji
Sx — »,es 1ks” jest estymatorem ,,sigmy”’

us — jest to niepewno$¢ standardowa wyznaczona metoda A

uc — jest to niepewnos¢ (rowniez standardowa) wyznaczona ze wzoru 9, czyli uwzgledniajaca rdzne

zrodta niepewnosci.

Warto podkresli¢ ze bardzo czesto wszystkie z powyzszych wielko$ci nazywa si¢ po prostu
niepewnoscig (lub niepoprawnie btedem) pozostawiajgc Czytelnikowi domyslenie si¢ z kontekstu o

ktorej konkretnie wielko§ci mowa.

4 Wynika on z faktu ze rozktad sumy zmiennych losowych jest splotem rozkladéw tych zmiennych. Formalne
uzasadnienie mozna znalez¢ w kazdym podreczniku do statystyki.
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Dobra ilustracja tego zagadnienia bgdzie kontynuowanie rozwazan o niepewno$ci pomiarowej
grubosci ptytki otowianej. W rozdziale 5.1 na podstawie 40 pomiaréw grubosci ptytki przy pomocy

sruby mikrometrycznej wyznaczono $rednig warto$¢ grubosci oraz jej niepewno$¢ standardowa:

x=11.017mm u (x)=0.012 mm

W tych obliczeniach nie uwzgledniono jednak niepewnos$ci pochodzacych z doktadnosci przyrzadu
pomiarowego A x oraz niepewnosci pochodzacej od eksperymentatora A x, . Niepewno$¢ $ruby
mikrometrycznej okre$lamy z jej rozdzielczo$ci. Niepewno$¢ eksperymentatora jest zwigzana z
odczytem wartosci z podziatki Sruby. Autorzy tego skryptu doszli do wniosku ze, rozsadnie bedzie

przyjaé polowe dzialki skali $ruby jako te niepewno$¢ (czyli A x,=0.005mm ),
Po wprowadzeniu tych wielkos$ci do wzoru (9) otrzymujemy:

Ax=0.01mm A x,=0.005mm

c

2 2
u,(x):\/(0.012)2+ (0'(3”) + <0'0305) =V1,44-10 *+3.3-10 5+ 8.3-10 *~0.013

A wiec ostatecznie warto$¢ grubosci ptytki otowianej wyniesie:
x=(11.017+0.013) mm

W sytuacjach, gdy niepewnos¢ przypadkowa pomiaru jest znacznie wieksza (przynajmniej o rzad
wielkosci) od niepewnosci wynikajacej z uzytego przyrzadu i dziatalnos$ci eksperymentatora —

uwzglednianie tych dwoch ostatnich niepewnosci nie ma wielkiego sensu.

6.2. Niepewnosci pomiaréow posrednich

Problem dodawania niepewno$ci posrednich uwazany jest przez studentow za dos¢
skomplikowany. I nie mozna si¢ temu dziwi¢. Ztozono$¢ problemu polega na tym, ze wynik
dodawania dwoch niepewnosci rownych 2 nie jest weale 4, lecz 8. Aby ten szok poznawczy
nieco zlagodzi¢ podamy najpierw chyba najprostszy z mozliwych przyktadow. Nastepnie
napiszemy wzér na dodawanie niepewnosci posrednich gdy wynik koncowy zalezy tylko od
wynikow pomiarow dwoch wielkosci fizycznych 1 zilustrujemy ten problem prostym przyktadem.

Na zakonczenie wyprowadzimy wzoér dla dowolnej liczby wielko$ci mierzonych.

5  Wynik mozna réwniez zapisac jako:
x=11.017(13) mm

x=11.017(0.013) mm

x=11.017 mm u.(x) = 0.013 mm
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6.2.1. Chyba najprostszy przykiad

Na samym poczatku rozwazmy chyba najprostszy z mozliwych przyktadow®. Powiedzmy, ze
interesuje nas jaka$ wielko$¢ F ktora jest suma dwoch innych wielkosci X 1 Y. Wielko$ci F' nie
mozemy zmierzy¢ bezposrednio, ale mozemy zmierzy¢ wielkosci X1 Y. Wyliczenie wartosci F nie
jest trudne bo jest to zwykte dodawanie. Pytaniem na ktére musimy da¢ odpowiedz jest jak znalez¢é
niepewnos¢ wielko$ci F znajac niepewnosci wielkosci X1 Y. Wroé¢my do przyktadu z rozdziatu 5.1
gdzie do wymodelowania pomiaru postuzyliSmy si¢ rozktadem Gaussa. Upraszczajac nieco
rozumowanie, ale nie tracg nic z jego ogdlnosci, przyjmijmy, ze wartosci wielkosci X i Y sg rowne

zero a ich niepewnosci sg odpowiednio # (x)=0, u(y)=o » - Mozemy zatem napisac ze:

Interesujace dla nas jest znalezienie rozktadu prawdopodobienstwa wielkos$ci F. Poniewaz jest ona
sumg X i ¥ mozemy zacza¢ od znalezienia prawdopodobienstwa zmierzenia pary (x,y), ktore to jest
po prostu iloczynem prawdopodobienstwa uzyskania wartosci x i prawdopodobienstwa uzyskania

wartosci y. Czyli:

Przeksztatémy nieco wyktadnik:

2
v (ery)z+ o, x+0, 0] _(x+y) .

X2 2
_2+ : 2+ g0 (0 +o )_ 2+ 2+Z
y O_X g y X y X v o X o y

X

g

(0)

Zatem prawdopodobienstwo P(x, y) mozna zapisac jako:

_ ey)? 2z

P(x,y)=P(x+y,z)~e 2" 2
Zauwazmy, ze zdarzenie polegajace na wystapieniu pary (x, y) zastapiliSmy parg (f = x+y, z), a to
juz prawie poszukiwana gestos¢ prawdopodobienstwa. Trzeba jeszcze tylko pozby¢ si¢ zaleznosci

od z. Mozna to zrobi¢ dosy¢ fatwo: trzeba zsumowac prawdopodobienstwa wystgpienia x+y dla

6 Przyklad zaadoptowany z ksigzki Johna R. Taylora ,,Wst¢p do analizy btedu pomiarowego™.
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wszystkich warto$ci z, czyli policzy¢ calke oznaczong’ po calym przedziale zmiennosci zmiennej z.

Dochodzimy zatem do wyniku:

2

+oo __(xty) _JS
2(oi+0l) _ 20,

P(f)ZP(x—Fy)::r P(x+y,z)dz~e =e

Co to oznacza? Ze nowa zmienna losowa f'= x + y rowniez ma rozktad Gaussa. Warto$¢ $rednia
jest rdbwna zero (bo 0 = 0 + 0), natomiast odchylenie §rednie standardowe wielkos$ci f rowne jest

pierwiastkowi z sumy kwadratow odchylen standardowych x i y:

) 2
o_f—J0x+ o,.

0.25 0,25 0,25
0.2 0.2 0,2
0,15 0,15 0,15
[y %3 =
= 01 E 01 = 01
0,05 — 0,05 + 0,05
0 0 0
-10 -5 0 5 10 =10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
F=X+Y X Y

Rysunek 8: Graficzna ilustracja dodawania zmiennych losowych.

6.2.2. Przykiad nieco bardziej ztozony.

W tym paragrafie bedziemy zajmowali si¢ obliczaniem niepewnosci wielko$ci ztozonej f(x,y), ktora
zalezy tylko od dwoch wielkosci x 1 y mierzonych bezposrednio. To ze wielko$¢ zostata zmierzona
oznacza ze znamy nie tylko jej warto$¢ ale rowniez niepewnos$¢ (standardowg), zatem znamy
rowniez u.(x) 1 u.(y). Woéwczas niepewnos¢ standardowa (na poziomie jednego odchylenia

standardowego) wielkosci f(x,y) jest rbwna:

(s teomy 2 w2 .

Przypomnijmy tu jeszcze raz, ze zwykle, jesli pomiar polega na otrzymaniu serii wynikow to

wielkosci $rednie X 1 J interpretujemy jako wynik pomiaru, natomiast odchylenie $rednie

-
7 Warto tu przypomnie¢ ze: f e 2 :\/ 2

—00
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standardowe wartosci Sredniej §; uznajemy za niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru.

Zastosujmy podany powyzej wzor w praktyce. W poprzednim rozdziale wyznaczyliSmy grubos¢
ptytki olowianej, ktora wynosi x = 71.017(0.013) mm. Wyznaczmy objetosc¢ tej ptytki, jesli pomiary

srednicy wykonane za pomocg suwmiarki zostaty umieszczone w tabeli 3.

Liczba wynikdw pomiarow n; 1 6 11 6 3 3
Wynik pomiaru ¢, [cm] 4.87 | 488 | 489 | 490 | 491 | 4.92

Tabela 3: Wyniki pomiarow srednicy plytki.

Korzystajac ze wzorow (5) i (6) obliczamy $rednig wartos¢ $rednicy plytki oraz odchylenie
standardowe S$redniej — Metoda A. Roéwniez szacujemy niepewnosci maksymalne zwigzane z

przyrzadem i eksperymentatorem — Metoda B.

$=4.894cm  u($)=0.002cm A $=0.01lcm A ¢$,=0.005cm

Catkowita niepewnos$¢ standardowa Srednicy ptytki jest zatem:

uc(¢)=\/(“s(¢))2+ AT¢+ %:\/o.oozﬁ 0'212+ 0-03052 -

V4.0-10°+33-10 "%+ 8.3-10 °=4/37-10 °=0.61-10">~0.006

A wiec ¢=(4.894+0.006)cm .

Objetos¢ ptytki obliczamy ze wzoru:

Podstawiajac odpowiednie wartosci liczbowe otrzymujemy (Uwaga! Grubos$¢ x ptytki wyrazona

rmvtg.sie

N |6

jest w mm trzeba zatem przeliczy¢ ja na cm.):

2
v:3.1415(4'iﬁ) 11.017-10'=20.72375036420495 cm’

Nastepnie obliczamy niepewno$¢ objetosci ptytki postugujac si¢ wzorem (16).

1= 22 tore (22 o= 2o o (2 e
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Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy:

2 2
uc(V):\/(B"l;ls-4.894-1.1017) 0.00132+(3'1:15-4.8942) 0.006"=

v0.000121214750+ 0.012738330314=1/0.012859545064 =0.113399934144~0.11 cm’

Zwr6¢ Czytelniku uwage na dwie rzeczy. W wyrazeniu powyzej, pod pierwiastkiem jest suma
dwoch sktadnikéw. Sg to dwa przyczynki do niepewno$ci wyznaczenia objetosci pochodzace od
niepewno$ci wyznaczenia $rednicy (pierwszy) i niepewnosci wyznaczenia grubos$ci (drugi). Patrzac
na warto$ci liczbowe wida¢, ze dominuje niepewno$¢ zwigzana z pomiarem Srednicy. Po drugie
za$, pomimo duzej precyzji obliczen (ktora to jest jak najbardziej pozadana) wynik zostal zapisany
z odpowiednig doktadnoscig. Najpierw niepewnos$¢ zostata zapisana z doktadnosciag do dwoch cyfr

znaczacych a nastepnie wynik z takg samg doktadnoscia co niepewnos$¢.

Ostateczny wynik zatem zapisujemy w postaci®: v=(20.72+0.11) cm’ .

6.2.3. Wyprowadzenie wzoru ogolnego.

Zatozmy, ze wielkos$¢ fizyczna z jest funkcja dwodch innych wielkos$ci fizycznych x 1 y, ktorych
pomiar mozemy wykona¢ bezposrednio: z=f(x,y). Probki pomiaréw wielkosci x i y maja
rozktady o znanych parametrach X,0,1y,0 . Jak na podstawie tych informacji oceni¢ rzeczywista

warto$¢ 1 odchylenie standardowe wielkosci z?

Ustalmy, ze wykonaliSmy » pomiaréw wielkosci x i m pomiarow wielkosci y. Na podstawie
dowolnego pomiaru x; i dowolnego pomiaru y, mozemy otrzymac jaka$ wartos¢ wielkosci ztozone;j
z,=f(x, ). Zauwazmy, ze liczba mozliwych mozliwych do otrzymania wielko$ci z; rowna jest

iloczynowi nm.

Mozna wykaza¢ ze $rednig warto$¢ z, réwna z definicji:

n m

=3z (o)

nm =y j=1
dobrze przybliza zaleznos¢
z=/(x.y) (1)

Zatem, analogicznie jak przy pomiarach bezposrednich warto$¢ $rednig z przyjmiemy jako

8 Rownie dobre beda notacje: v = 20,72(11) cm’ czy tez v = 20,72(0,11) cnr’.
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najlepsze przyblizenie jej wartosci rzeczywistej. Ponizej wyprowadzimy wzor na odchylenie

standardowe wielkosci ztozonej z=f(x, y).
WprowadZmy oznaczenia

d=x—x, i=12,...n

==Yy J=L2,...,m
Wik=Zy— 29

gdzie: xy, yo, zo — warto$ci rzeczywiste zmiennych x, y, z.

Rozwijajac funkcje z w szereg Taylora 1 pomijajac wielkosci mate drugiego 1 wyzszych rzgdow

otrzymamy

of

0
Zik:f(xi’yk):f(x0+ d;, y,+ gk):f(xo,yo)"' dia L

*egyl a2

%o, Yo %0, Vo

Poniewaz oczywiste jest, ze z,=f (X0, o) , wzor przyjmuje postac

+gk% (13)

X0, Yo

_, of
_diﬁx

Wik

X0, Yo

A zatem odchylenie standardowe s. wielko$ci ztozonej z, ktére zgodnie ze wzorem (12) jest rowne

_ L n m )
SZ—\ mn;/;W,‘k (14)

po uwzglednieniu zaleznos$ci (13) mozna zapisa¢ w postaci:

2
0
+gk %
Koo Vo

YO’ yt)

2
of| 9g 0g
+2d,g,d —— P gz
ng I X \'Ov."'oay\‘fw}’n (gkayl‘fo“"o

2_L nom %
0.= _ZZ[dlax

of
(di 0x

n m

2P

1
mn ; 1 j=1

o, Vo

2]
Jezeli wielkosci x 1y sa wyznaczone niezaleznie, wowczas:

Z Z d;g,~0

i=0 k=1

oraz, zgodnie ze wzorem (5), spelnione sg zaleznosci
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n m
Sdi=nal, ¥ ai=no

\=nOL, 2, g=ma,
i=1 k=1

Po uwzglednieniu powyzszych zaleznos$ci wzor (14) upraszcza si¢ do postaci:

2
¥

ﬂ)z
dy

o, Vo

Przechodzac od warto$ci rzeczywistych do wartosci srednich, tzn. stosujac przyblizenie:

of
ox

of
X0 Yo ay

_9f
0x

_of
vy Oy

X,y Xo0 Yo

oraz zastgpujac o przez ich estymatory s, ostatecznie otrzymujemy:

Uogolniajac to na funkcje wielu zmiennych f(x,, ..., xy) mamy:

N0 f(x,x,, X5, Xy)
Sz_\/z axj

Jj=1

Powyzszy wzor nosi nazwe prawa przenoszenia odchylen standardowych.

W tym momencie mozemy udowodni¢ wzor (5) na odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej
X . Ot6z wartos$¢ $rednig X mozna traktowac jako wielko$¢ mierzong posrednio; obliczong na

podstawie wzoru:

Odchylenie standardowe warto$ci Sredniej liczymy w oparciu o wzér (15) przyjmujac, ze

estymatory odchylen standardowych pomiaré6w X, X,, ..., X sg sobie roéwne:

zatem:

Strona 29 z 65



a wigc:

Warto zastanowi¢ si¢ nad statystyczng interpretacja odchylenia standardowego warto$ci $redniej.
Gdybysmy zrobili kilka serii pomiaréw 1 w kazdej takiej serii policzyli warto$¢ $rednig, woéwczas
rozktad wartos$ci $rednich bylby réwniez rozkladem normalnym o odchyleniu standardowym
mniejszym niz odchylenie standardowe dowolnej serii. W przedziale X=*s, powinno si¢ miesci¢

68% wartos$ci Srednich ze wszystkich serii pomiarowych.

Estymator odchylenia standardowego warto$ci §redniej Z otrzymujemy wstawiajac do wzoru (15)

odchylenia standardowe $rednich zamiast odchylen standardowych pojedynczych pomiarow:

Sz:\/i 8f(x1,x2,x3,...,xN) S; (16)

j= ox;, 5 ety]

Odchylenie standardowe wielko$ci mierzonej posrednio ma analogiczng interpretacje statystyczng

jak odchylenie standardowe wielko$ci mierzonej bezposrednio.
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7. Jak dopasowac teorie (model matematyczny) do danych
doswiadczalnych?

7.1. Metoda najmniejszych kwadratéw

W dos$wiadczeniach czesto si¢ zdarza, ze jedna mierzona przez nas wielkos$¢ y jest funkcja drugiej
mierzone] wielko$ci x, przy czym mierzymy jednocze$nie wartosci x; 1 y.. Na przyktad mierzymy
warto$¢ oporu w zaleznosci od temperatury, czy tez wielko$¢ pradu ptynacego przez fotokomorke,
w zaleznosci od dtugosci fali padajacego $wiatla. Zmierzone wartosci przedstawiamy nastgpnie na
wykresie 1 probujemy znalez¢ krzywa odpowiadajaca funkcji y = f(x), ktéra najlepiej opisywataby

przebieg punktéw doswiadczalnych.

W ogdlnym przypadku, funkcja ta ma m+1/ parametrow, co mozemy wyrazi¢ jako y = f(x, aq, ...,
an). Parametry te sg liczbami, ktore chcemy wyznaczy¢. Ze wzgledu na to, ze pomiary x; 1 y; s3
obarczone niepewno$ciami przypadkowymi, réwnania y = f(x, as, ..., a,) nie sg nigdy Scisle

spetnione, a wigc
yi_f(xi’ao,“"am):di (17)

Za najbardziej prawdopodobne parametry a, ..., a, uwazamy takie, dla ktéorych suma

kwadratéw odchylen d; bedzie najmniejsza, tzn.:

n

Z[yi_f(xwao,"-:am)r:mm (18)

i=1
Zaktadamy przy tym, ze odchylenia d; maja rozktad normalny.

Zastosujemy teraz metode najmniejszych kwadratow do obliczenia parametrow funkcji liniowe;.
Zatozmy, ze wykonujemy pomiar wielkosci y, podlegajacej rozkladowi normalnemu i bedacej
funkcja liniowa wielko$ci x, ktdérej niepewnosci przypadkowe mozemy zaniedbaé. Punkty P;

odpowiadajace parom wielkosci mierzonych x;, y; uktadajg si¢ wokot szukanej prostej
y=ax+Db (19).
Jesli podstawimy do tego rownania zmierzong warto$¢ x;, to otrzymamy wartos¢

$=ax+b  (20)
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odbiegajaca na ogot od zmierzonej wartos$ci y..

Parametry prostej] @ 1 b musimy dobra¢ w ten sposob, aby suma kwadratow roznic miedzy

warto$ciami zmierzonymi y; i obliczonymi byta najmniejsza, czyli

n

Z (yi—axi—b ’= min (21).

i=1

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum tego wyrazenia jest zerowanie si¢ pochodnych

czastkowych wzgledem a i b, tj.

22 (=1)(y,~ax,—b)=0.

i=1

Po dokonaniu przeksztalcen algebraicznych otrzymujemy uktad rownan liniowych

n n n

2 _
inyi_az xi_bz x,=0,
i=1 i=1 i=1

Zn: yi—ai x;—nb=0.
i=1 i=i

Rozwigzujac ten uktad rownan wzgledem a i b otrzymujemy parametry prostej najlepiej pasujacej

do danych pomiarowych

n n n
XD V), XY,
g=iZl =] i=1
n 2 n (22)7
2
x| -n) x;
i=1 i=1

b=+

} ] (23)
(Z x,) —nz X7

A odchylenie standardowe s, 1 5, wspolczynnikdéw a 1 b oblicza si¢ ze wzorow:
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gdzie:

Powyzsze wzory zostaly wyprowadzone po zatozeniu, ze wszystkie wielkosci y; zmierzone zostaly
z jednakowa doktadnos$cig i obarczone s3 tylko niepewnosciami przypadkowymi. Wowczas, gdy
wielkosci y; zmierzone zostaly z rdéznymi doktadnos$ciami, musimy uwzgledni¢ wagi

poszczegbdlnych pomiardow 1 wzory znacznie si¢ komplikuja.

W wielu przypadkach, jezeli zalezno$¢ miedzy y i1 x nie jest lintowa, mozemy naszg funkcje

sprowadzi¢ do postaci liniowej poprzez odpowiednig zamian¢ zmiennych.
Do postaci liniowej tatwo jest sprowadzi¢ funkcje wyktadnicza typu

y=ce®
Po zlogarytmowaniu otrzymujemy

In y=Inc+ ax.
Po podstawieniu z=Iny, b=Inc otrzymujemy funkcje liniowa
z=ax+b.

W podobny sposoéb mozna do postaci liniowej sprowadzi¢ funkcj¢ potggowa

y=cx"“
podstawiajac z=logy,b=logc,t=logx , otrzymujemy z=at+b .

W przypadku funkcji typu hiperbolicznego
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. . . 1
posta¢ liniowa otrzymujemy przez podstawienie = T

7.2. Dopasowanie do dowolnego modelu

Zdarza si¢, ze funkcje z ktorymi mamy do czynienia sg skomplikowane 1 nie dadzg si¢ przeksztatci¢
do prostej. Moga mie¢ zbyt wiele parametrow czy tez ich posta¢ matematyczna moze by¢ bardziej
ztozona. W takiej sytuacji metoda najmniejszych kwadratdéw z rozdzialu 7.1 nie daje si¢
zastosowac. Najprosciej zastosowa¢ wtedy ktorg$ z numerycznych metod optymalizacji funkcji.
Metoda ktéra taczy w sobie wigkszos¢ zalet znanych sposobow jest algorytm Levenberga —
Marquardta. Jest on zaimplementowany w znakomitej wigkszo$ci programow do analizy danych.
Zatem, wczesniej czy pdzniej, bedziesz zmuszony jej uzy¢. ChcielibySmy zatem przedstawic jej

krotki opis, najwazniejsze cechy, zalety 1 oczywiscie wady.

Celem kazdej optymalizacji jest minimalizacja (albo maksymalizacja) jakiejs funkcji zwanej
funkcja celu. W przypadku dopasowania modelu matematycznego do danych doswiadczalnych jest
to zwykle ,,odstepstwo” punktow do$wiadczalnych od krzywej teoretycznej mierzone zmienng y’.
Znajdowanie minimum przebiega w trzech krokach. Pamigtaj Zze zmiennymi dla funkcji celu sa

parametry modelu! (Na pierwszy rzut oka moze to by¢ trochg skomplikowane.)

1. po pierwsze, poprzez policzenie pochodnych, sprawdzamy jaki jest wplyw poszczegdlnych

parametréw na funkcje celu

2. nastepnie zwykle zakladamy, Zze funkcja celu jest wielowymiarowg parabolg (paraboloidg) 1

wyliczamy gdzie znajduje si¢ jej minimum przy zadanej wielkos$ci kroku

3. otrzymane minimum staje si¢ nowym punktem startowym jezeli tylko jest lepsze tzn.
funkcja celu jest mniejsza w nowym minimum, jezeli tak nie jest to wracamy do punktu 2 i

zmieniamy wielkos¢ kroku

4. postepujemy tak do czasu az uzyskiwane zmiany funkcji celu beda mniejsze od zadanego

progu.

Opisana powyzej metoda jest bardzo szybka. Zwykle mniej niz 10 krokéw pozwala osiggnaé

poszukiwane dopasowanie. Dzisiejszym komputerom zajmuje to mniej niz sekunde! Nie ma tez
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zadnych ograniczen w uzywanych modelach matematycznych.

Metoda ta dobrze dziala jesli znajdujemy si¢ blisko minimum (tzn. musimy dobrze zgadnac
poczatkowe wartosci wszystkich parametréw) i dobrze odgadniemy warto$¢ kroku. Poniewaz
rezultat opiera si¢ na doswiadczeniu eksperymentatora (czyli zgadywaniu podbudowanym wiedzg i

umiejetnoscig) zawsze musimy by¢ bardzo krytyczni w stosunku do otrzymanych rezultatow.

Stosujac za§ metode najmniejszych kwadratow otrzymamy poprawny wynik o ile nie pomyliliSmy

si¢ przy wprowadzaniu danych lub postulujagc model matematyczny.
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8. Jesli nie Gauss to co?

Rozpad promieniotworczy ma charakter statystyczny. Wyniki rozpadéw promieniotworczych
opisywane s3a rozktadem Poissona. W niniejszym rozdziale omowiony zostanie rozklad
dwumianowy, rozklad Poissona oraz bedzie podany przykiad opracowania wynikéw pomiarow

promieniotworczych.

8.1. Rozktad dwumianowy

Wyprowadzenia rozktadu dwumianowego nie bedziemy przytaczaé¢ (kiedy$ to wyprowadzenie
stanowilo materiat szkoty Sredniej). Przypomnijmy tylko, Ze zmienng losowa X o rozkladzie
dwumianowym otrzymujemy w nast¢pujacym schemacie do$wiadczen, zwanym schematem
Bernoulliego. Dokonujemy n doswiadczen losowych. W rezultacie kazdego do$§wiadczenia moze

zaj$¢ zdarzenie A z prawdopodobienstwem p i1 zdarzenie przeciwne do A z prawdopodobienstwem

qg=1-p.

Przyporzadkujmy zdarzeniu A liczb¢ [ 1 zdarzeniu przeciwnemu liczbe 0. W rezultacie »
doswiadczen losowych zdarzenie 4 moze nastapic¢ 0, I, 2,...,n razy. Wobec tego zmienna losowa X
moze przybiera¢ wartosci k = 0, I, 2,..., n, przy czym réwnos¢ X = k oznacza, ze W n
do$wiadczeniach zdarzenie 4 zaszlo dokladnie k razy. Funkcja prawdopodobienstwa tej zmiennej

dana jest wzorem:

P(X:k)=(Z)Pk(1‘p)n_k (26)

n
1 nosi nazwe rozktadu dwumianowego. Nazwa ta wynika z faktu, ze wspotczynniki ( k) w

powyzszym wzorze pokrywaja si¢ ze wspotczynnikami przy z* w rozwinigciu na szereg dwumianu

(1 +2z)".

8.2. Rozktad Poissona

Rozklad Poissona otrzymujemy jako przyblizenie rozktadu dwumianowego przy przejsciu do
granicy z liczbg prob n i zatozeniu, ze prawdopodobienstwo pojedynczego zdarzenia p jest mate (co

implikuje warunek k<<n).

Zastanowmy sie, co dzieje si¢ wowczas ze wspdlczynnikiem przy iloczynie prawdopodobienstw w
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rozktadzie dwumianowym

n| _ (n—k)!(n—k+l)...(n—l)n - nk
k| (n—k)! k! ) (27)

k<n
Przeksztalémy teraz iloczyn prawdopodobienstw, wprowadzajac oznaczenie y = (I -p)" ~ %
Logarytmujac to wyrazenie otrzymamy /ny = (n - k) In (I - p). Korzystajac z przyblizenia (n — k)

— norazln (1 - p) = p dostajemy In y = - np, a wigc:
y=(1-p)>e™ (28)

Podstawiajac te dwa przyblizenia, (27) i (28), do wzoru (26) otrzymujemy rozktad Poissona:

k

P (k)= pte™  (29)

Oznaczmy iloczyn np literg m 1 potdézmy k = x, wowczas rozklad Poissona przyjmie postac (30).

e (30)

Wyrazenie (30) okresla prawdopodobienstwo zarejestrowania x rozpadoéw promieniotwdrczych w
obranym odcinku czasu przy ustalonej warto$ci m. Zastanéwmy si¢ nad doswiadczalng interpretacja
illoczynu np = m. Prawo wielkich liczb Bernoulliego méwi nam, ze jesli wykonujemy n
doswiadczen i prawdopodobienstwo. ze nastapi zdarzenie A wynosi p, to przy duzej liczbie prob
mozemy okresli¢ oczekiwang liczbe pozytywnych zdarzen jako np = m. llo$¢ pozytywnych zdarzen
nosi nazwe¢ wartosci oczekiwanej w schemacie prob Bernoulliego. Przypomnijmy, ze wartosé¢

oczekiwana rowna jest z definicji:
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=1

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X
Rysunek 9: Rozklad Poissona dla m=1, m=2, m=3, m=10.

E(X)=Y xp(x) 1)

gdzie x; — zmienna losowa a p(x;) — prawdopodobienstwo jej wystgpienia. Obliczmy warto$¢

oczekiwang dla rozktadu Poissona

0 mx o 0 mx . o0 mx—l o s m—j m
ElX )= — = . = = =
(X) );)x, x!e ;x, x!e ;m(x_l)!e mi:O i e m (32)

Jak wynika z powyzszych zaleznos$ci rozklad Poissona jest wyznaczony jednoznacznie tylko przez
jeden parametr — warto§¢ oczekiwang, jest wiec rozktadem jednoparametrycznym. Na rysunku 9
przedstawiono wykresy rozktadow Poissona dla roznych warto$ci m, wyraznie niesymetryczne. Ze

wzrostem m rozklad staje si¢ coraz bardziej symetryczny.

Badajac probke n jader promieniotworczych warto$¢ oczekiwang rozktadu Poissona m = np mozna
bardzo dobrze przyblizy¢ przez $rednia liczb¢ rozpaddéw zarejestrowanych w naszym

eksperymencie w jednostkowym przedziale czasu, tzn np = m = N. Obliczmy wariancj¢ w
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rozktadzie Poissona
D*(X)=E(X*)-(EX)"  (33)

Liniowa miarg rozrzutu zmiennych losowych wokot wartosci $redniej jest pierwiastek kwadratowy

z wariancji (odchylenie standardowe)

0 X 00 o0 J
E(XZ)ZZ x?m—'e_m:mz X; uL e_m:mZ(j+l)%e_m=m(m+l) (34)

x=0 X x=0 (X_l)' j=0
Wstawiajac (32) i (31) do wzoru (29) otrzymujemy:
DZ(X):m:G (35)

Odchylenie standardowe w rozktadzie Poissona réwne jest m, co thumaczy wzrost szerokosci

rozktadu ze wzrostem $rednie;.

Z powyzszego wynika, ze jezeli mamy do czynienia ze zmienng losowa podlegajaca rozktadowi
Poissona, to wickszo$¢ wynikow bedzie sie grupowato w przedziale m=++m . W przypadku, gdy
przeprowadzany eksperyment polega na zliczaniu niezaleznych wielkosci przypadkowych 1 gdy
mamy do dyspozycji tylko jeden pomiar (V) — niepewno$¢ tego pomiaru mozemy okresli¢ stosujac

kolejne przyblizenia’:

N=~N o=JN~JN (36).

8.3. Przyktad

Pomiar polegal na liczeniu kwantow y o energii 7,274 MeV emitowanych przez “’Na. Pierwszym
parametrem ktéry nalezy okresli¢ w czasie tego eksperymentu jest czas zliczania kwantow
(wielkos¢ te nazywa si¢ zwykle bramka) — tu wybrano 50 ms. Drugim parametrem jest liczba
powtérzen pojedynczego pomiaru. W opisywanym eksperymencie dokonano 100 powtdrzen.

Wynik eksperymentu jest zapisany w tabeli 4.

9 Jest to odpowiednik szacowania niepewno$ci standardowej metoda B z tym, ze rozkltad

prostokatny zostat zamieniony na rozktad Poissona.
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i 0 1 2 3
N; 37 38 16 7

Tabela 4: Wyniki eksperymentu. i oznacza liczbe zliczen, N; liczbe wystgpien i w catej serii
pomiarowe;.

Zatem $rednio, w ustalonym przedziale czasu do licznika dociera:

0-37+1-38+2-16+3-7+4-2 _0+38+32+21+8 _ 99

N= 37+38+16+7+2 100 100

kwantow gamma. Jaki rozklad opisuje powyzsze wyniki? Zgodnie z poprzednim podrozdziatem
suma zdarzen niezaleznych (a rozpady promieniotwoércze s3 niezalezne) jest opisana rozktadem
Poissona. Wartos$¢ $rednia (poprzednio oznaczona przez m) jest juz policzona powyzej. Na rysunku

przedstawione sg rozktad otrzymany do$wiadczalnie i policzony ze wzoru 30.

40

3527 7
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- / s
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7 / g
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Rysunek 10: Doswiadczalny rozktad liczby rozpadow (stupki) i rozktad
teoretyczny (kropki) policzony ze wzoru 30.

Na koniec powtorzmy ze dokonujac w ustalonym czasie pomiaru N zliczen rozpadow
promieniotworczych mozemy bez dodatkowych pomiarow stwierdzi€, ze niepewnos¢ tej wielkosci,
na poziomie jednego odchylenia standardowego wynosi + N. Ta niepewno$é statystyczna wynika

ze statystycznego charakteru zjawiska.
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9. Jak interpretowac¢ wyniki

9.1. Testy’

Test y* (czyt. ,,chi kwadrat”) stuzy do iloSciowej oceny zgodno$ci serii pomiardw z krzywa
teoretyczng, ktoéra naszym zdaniem powinna opisywaé uzyskane punkty doswiadczalne. Niech
wspomniana krzywa teoretyczna ma posta¢ y=f(x), a seric pomiarowa stanowi¢ bedzie /

wartosci wielkosci y; zmierzonych przy ustalonych wartosciach x; .

Wowcezas suma:

I 2
yi—f(x)
=2 (7) (37)
i=1 O
gdzie: 0; — niepewno$¢ mierzonej wielkosci »;, moze dobrze odzwierciedla¢ odstepstwa
wszystkich punktow eksperymentalnych od krzywej teoretycznej. Spodziewana wielko$¢ ¥* winna
by¢ zblizona do liczby sktadnikow sumy, gdyz wktad kazdego ze skladnikéw przy poprawnie

przeprowadzonym eksperymencie jest rzgdu 1.

Doktadne przesledzenie problemu moze dostarczy¢ bardziej precyzyjnych informacji. Mozna
udowodni¢, ze jesli wielkos¢ y; obarczona jest tylko niepewnos$ciami przypadkowymi (z
odchyleniem standardowym 0;), to wielko$¢ y* réwniez podlega pewnemu rozktadowi

prawdopodobienstwa o gestosci:

(38)

P(xY)=——lx
kIR (126)

gdzie: k jest liczba stopni swobody rozkladu y°, rowng liczbie niezaleznych sktadnikoéw sumy (7).

Warto$¢ oczekiwana wielkosci y° jest rowna liczbie stopni swobody k. Wyrazenie:

o0

JPodyax’=Px’>x]) (39

%o

oznacza prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa > przyjmie warto$¢ wiekszg od x%,. Wielko$¢ P

nosi nazw¢ poziomu istotnosci — rysunek 11.
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Rysunek 11: Graficzna interpretacja poziomu ufnosci dla testu y*.

9.2. Niepewnosci rozszerzone/przedzialy ufnosci

Niepewno$¢ standardowa u.(x) okresla rozrzut wynikéw. Czasem taka informacja jest jednak

niewystarczajaca. Wré¢my do modelu w ktérym nasze pomiary opisywaliSmy rozktadem Gaussa.

Wazne znaczenie majg warto$ci nastgpujacych calek oznaczonych:

:f ¢(x)dx=0.683  (40)

f @(x)dx=0.954 (41)

20

fo ¢(x)dx=0.997 (42)

=30

gdzie: ¢lx) _ funkcja Gaussa.
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X,x

Mozna z nich wyciagna¢ nastepujace wnioski: w przedziale 9 powinno znajdowaé sie 68%

X,x20

pomiardéw, w przedziale —95.4% pomiardéw, a w przedziale Xyx30 _ ponad 99%.

Rysunek 12: Interpretacja odchylenia standardowego.

Oznacza to, ze jezeli np. x bedzie wytrzymalos$cig mostu to okoto 30% mostow nie wytrzyma
planowanego nat¢zenia ruchu. Oczywiscie taka sytuacja jest niemozliwa do zaakceptowania!
Wszedzie tam gdzie w gre wchodzi zycie, zdrowie albo duze pieniagdze chcielibysSmy duzo wigkszej
pewnosci niz ,,prawie” 70%. W takich przypadkach wprowadza si¢ tzw. niepewnos¢ rozszerzong —

U. Niepewnos¢ ta jest po prostu k — razy zwigkszong niepewnoscia standardowa.
U=ku,y)

Dobor wspolczynnika &k nie jest tatwym zadaniem. Trzeba znalez¢ rozklad statystyczny
interesujacej nas wielkosci Y (co jest chyba najtrudniejsze), ustali¢ jakie prawdopodobienstwo jest
akceptowalne 1 wyznaczy¢ odpowiadajacy mu przedzial ufnosci czyli wspolczynnik

rozszerzenia - k.

W praktyce, jezeli niepewno$¢ standardowa zostala oszacowana na podstawie duzej liczby

pomiardw 1 jest ona wzglednie niewielka, mozna przyja¢ ze pomiar Y moze by¢ opisany rozkladem

Strona 43 z 65



normalnym. Jezeli tak to k = 2 odpowiadaloby p = 95% a k = 3 odpowiadaloby p = 99%. Jesli
wyniki pomiar6w nie moga by¢ opisane rozkladem normalnym, to warto$ci wspotczynnikow

rozszerzenia beda inne niz podane powyzej.
Niepewno$ci rozszerzone zapisujemy:
Y=yxU

podajac jednoczes$nie warto§¢ prawdopodobienstwa p oraz sposéb okres§lenia wspotczynnika k i
jego wartos¢.
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10. Jak rozwigzaé¢ problem matej liczby pomiaréw oraz
problem pomiaréw o niejednakowej doktadnosci.

W tym rozdziale zamie$ciliSémy bardziej zaawansowane problemy.

10.1. Mafta liczba pomiaréw (rozktad t — Studenta).

Niepewno$¢ standardowa u(x) pomiaru wielko$ci fizycznej wymodelowany rozkladem Gaussa
oznacza, ze jej warto$¢ rzeczywista x, znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 68.3% w przedziale

x—u(x)<xo<x+u(x). Informacje¢ t¢ mozemy zapisa¢ w postaci:
P(x—u(x)<x,<x+u(x))=0.683
a dla niepewno$ci rozszerzonej w postaci
P(x-U(x)<x,<x+ U(x))=a (43)

Przy czym prawdopodobienstwo a nosi nazwe poziomu istotnosci, a przedziat (X —A x, x+ A x)

- przedzialu ufnosci.

Wyrazenie (43) oznacza, ze z prawdopodobienstwem o wartos¢ rzeczywista znajduje si¢ w
granicach podanego przedzialu. Im wigkszego prawdopodobienstwa zadamy, tym wigkszy
otrzymujemy przedziat ufnosci 1 odwrotnie. Przypomnijmy raz jeszcze, ze dla przedziatu ufnos$ci
x—2u(x)<x,<x+2u(x) poziom istotnosci a wynosi 0.95 (wspdtczynnik rozszerzenia k£ = 2), a

dla przedziatu ¥—3u(x)<x,<x+3u(x) 0=0.997 (k = 3).

Podane powyzej warto$ci przedziatdéw ufnosci i poziomoéw istotnosci sg jednak poprawne tylko w
przypadku dostatecznie duzej liczby pomiardéw, gdy warto$¢ Srednig X z serii pomiarOw i
odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru §, mozemy uzna¢ za bardzo dobre przyblizenie
wartosci rzeczywiste] X, 1 parametru ¢ rozkltadu wynikéw pomiarow. Dzieje si¢ tak dlatego, ze
warto$ci prawdopodobienstwa o wyznaczane sg jako warto$ci calek z funkcji Gaussa o parametrach
X, 1 o, obliczanych w granicach okreslonych przedzialem ufno$ci. Dla matej liczby pomiarow
wartosci X 1 S, mogg bardzo odbiega¢ od wartosci X, i 6. Gdyby$Smy, na przyklad, z 40
pomiarow grubosci plytki otowianej wybierali losowo po 5 pomiaréw, to za kazdym razem

mogliby$my otrzymac rézne wartosci $rednie i rézne odchylenia standardowe.

Dlatego chcac zachowac¢ poziomy ufnosci takie, jak dla nieskonczenie duzej liczby pomiarow,
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musimy w przypadku niewielkiej liczby pomiaréw n, zwigkszy¢ przedzialy ufno$ci, mnozac
oszacowang niepewnosc (u,(x)=5,) przez odpowiednie wspoOtczynniki 7, , noszace nazwe
wspotczynnikow t — Studenta. A wigc:

Ulx)=t,,s
P(x-U(x)<x,<x+U(x))=a

Wspotczynniki ¢, , podlegaja tzw. rozktadowi t — Studenta

13.

1l
= O01 N

Gestos¢ prawdopodobienstwa
o
N
o
I 1

Rysunek 13: Wykres gestosci prawdopodobienstwa rozktadu t — Studenta dla 2, 5 i 15 stopni
swobody oraz rozktad normalny.
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Przyktad.

Wyniki dziesigciu pomiaréw grubosci ptytki otowianej wyrazone w mm wynosza odpowiednio:
10.95; 10.92; 10.97; 10.94; 10.92; 10.96; 10.97; 10.96; 10.93; 10.98. Znajdzmy przedziaty ufnosci
przy poziomach istotnosci o = 0.683 i a. = 0.997 (niepewnos¢ rozszerzona z k = 3) dla odpowiednio

pierwszych 3 i 10 pomiarow.

Dla 3 pierwszych pomiardw obliczamy wartos¢ Srednig X 1 wielko$¢ ;. Otrzymujemy
x;=10.947mm i s.=0.014mm  Dla poziomu ufnosci o= 0.683 znajdujemy w tablicy rozktadu
t— Studenta warto$¢ wspotczynnika Zye33=1.321 . Odchylenie standardowe bedzie zatem

u(xy)=s, ty63.3=0.019mm . Przedziat ufnosci, w ktérym z prawdopodobienistwem 68.3% winna

znajdowac si¢ warto$¢ rzeczywista ktora wynosi (10.947 + 0.019) mm.

Wyniki obliczef uzyskane w wyzej podany sposob zamieszczone zostaly w tabelach 51 6.

Liczba pomiarow X, S, to.683.n u(x,)
n [mm] [mm] [mm]
3 10.947 0.014 1.321 10.947(19)
10 10.950 0.007 1.059 10.950(7)

Tabela 5: Poziom istotnosci o = 0,683.

Liczba pomiaréw X, 3s, £0.997 n Ulx,), k=3
n [mm] [mm] [mm]
3 10.947 0.042 8.89 10.95(27)
10 10.950 0.021 3.89 10,950(28)

Tabela 6: Poziom istotnosci o. = 0.997.

Zamieszczona w powyzsze] tablicy warto$§¢ 3S. podana zostala w celu zorientowania si¢ na ile
istotne sa poprawki wynikajace z rozktadu t — Studenta. Z powyzszego zestawienia nasuwaja si¢

dwa wnioski dotyczace rozktadu t:

1. Zadanie wysokich poziomow istotnosci przy malej liczbie pomiarow (3+6) jest
nieuzasadnione i moze prowadzi¢, ze wzgledu na bardzo duze wspoélczynniki ¢, do

zawyzonego (a niekiedy niefizycznego) oszacowania niepewno$ci pomiarowych.

2. Dla niewysokich pozioméw istotnosci (0.~0.7) stosowanie wspétczynnikow t — Studenta
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dla n>10 staje si¢ juz nieistotne (poprawka jest mniejsza od 6% niepewnos$ci pomiarowe;j).

10.2. Pomiary o niejednakowej doktadnosci.

Czasami zdarza si¢ ze mamy kilka pomiaréw pewnej wielkosci wykonanych z r6zng doktadnoscia.
Przyczyna moga by¢ rdzne metody pomiarowe, istotne réznice w warunkach wykonywania
pomiaru lub znaczaco rézna liczba pomiaréw. Szacowanie wartosci wielkosci rzeczywistej poprzez
srednig arytmetyczng prowadzi wowczas do nieusprawiedliwionego rOwnouprawnienia pomiarow o
roznej doktadnosci. Najbardziej wiarygodng (wyprowadzong z tzw. metody najwigkszej
wiarygodno$ci) oceng wartosci rzeczywistej jest wowczas tzw. $rednia wazona X, , zdefiniowana

wzorcm:

gdzie: x; — wynik i-tego pomiaru, w; — waga i-tego pomiaru, 7 — liczba pomiarow.

Wage w; definiujemy jako odwrotno$¢ kwadratu niepewnosci.

_ 1
w,= (45)

l uz(xi)

Przy tak zdefiniowanej $redniej wazonej, najwickszy wplyw na wynik koncowy maja pomiary o

najwickszej wadze, a wigc obarczone najmniejszg niepewnoscig pomiarowa.

Niepewno$¢ pomiarowq $redniej wazonej mozna tatwo policzy¢ na podstawie znanego juz wzoru

okreslajacego niepewnos¢ wielkosci ztozone;j.

u(xw)=\/i (aaxxw) MZ(xi): i B 1 :2iwfl/l2()€i>— nl = n 1 (46)
i=0 i Z W, i=0 ZWI- - u2(xi)

Przyktad:

Wykonano pomiary potozenia widma I, II 1 III rzedu w siatce dyfrakcyjnej os§wietlonej swiattem
sodowym ($§wiatto pomaranczowe o dtugosci fali A = 589.3 nm), otrzymujac nastepujace wartosci

katéw ugigcia: 6°50', 13°45', 20°50'. Niepewno$¢ wyznaczenia katéw sklada si¢ z doktadnosci
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odczytu kata wynoszacej 1', do ktorej musimy doda¢ potowe szerokosci katowej obrazu szczeliny

(niepewnosci oszacowane Metoda B).

Ostatecznie niepewno$¢ odczytu kata dla I, II 1 III rzedu wynosi odpowiednio: 10", 18', 40'. Nalezy
wyznaczy¢ stalg siatki dyfrakcyjne;.

Stalg siatki dyfrakcyjnej obliczamy ze wzoru:

_ kA

sing,

gdzie: k — rzad widma, A — dlugos$¢ fali swiatta sodowego 1 ¢, — kat ugiecia.

Niepewno$¢ stalej siatki nalezy oszacowac na podstawie zaleznosci opisujacej niepewnos¢

wielkosci ztozone;:

Ik 2u2
u(d)—\/( Sin2¢k) (¢,) .

Niepewno$ci wyznaczenia katow w przeliczeniu na radiany wynosza: 0.0017 rad, 0.0030 rad,

0.0067 rad.

Tak wigc wartosci statych siatki dyfrakcyjnej dla trzech kolejnych rzgdow widma sg rowne:

d,=(4953+70)nm
d ,=(4959+63)nm
d ;,;=(4970+94)nm

Koncowy wynik na stalg siatki uzyskamy liczac $rednig wazong na podstawie wzoru (44) i jej

niepewnos¢ systematyczng z zaleznosci (46). Obliczenia zostaly umieszczone w Tabeli 7.

Zatem:

dy u(dy) Wi dy wy

[nm] [nm] [nm?] [nm’']
4953 70 0.000204 1.01
4959 63 0.000252 1.25
4970 94 0.000113 0.56
Suma:| 0.000569 2.82

Tabela 7: Obliczenie stalej siatki dyfrakcyjnej — d.
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__ 282
0,000569

1
d)=———41.922180815031855354210392334891
u(d) J0.000569

=4956,0632688927943760984182776801

Majac obliczone warto$ci mozna juz zapisa¢ wynik koncowy:

d ,=(4956+42)nm
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11. Dodatki

11.1. Wartosé oczekiwana i wariancja dla rozkfadu Gaussa i
rozktadu prostokatnego

Warto$¢ oczekiwana (przecigtna) zmiennej losowej X o ciaglym rozkladzie gestosci

prawdopodobienstwa f(x) okreslana jest wzorem
E(X)=[ x f(x)dx. (47)

Rozrzut zmiennej losowej wokot warto$ci przecietnej opisuje inny parametr rozktadu, tzw.
wariancja D’(X). Rozrzut ten jest scharakteryzowany poprzez warto$¢ przecietng kwadratu

odchylenia zmiennej losowej od jej warto$ci oczekiwanej

D'(X)=E|[(X —E(X)F]= [ (x=%) f(x)ax.  (48)

Policzmy teraz te dwa parametry: warto$¢ oczekiwang oraz wariancj¢ dla rozkladu normalnego 1

prostokatnego.

Rozklad normalny posiada gesto$¢ prawdopodobienstwa f(x) okreslong wzorem.

b

Obliczenie jego warto$ci oczekiwanej sprowadza si¢ wiec do policzenia catki:

(x—a)

E(X)= ! Txe[_‘z"l]dx
oNV2TT S,

: . X—a
Wprowadzajac podstawienie = —,  Mmamy:

E(X)= ! (0t+a)e[2t2](rdt=L+fte(lztz)dt+ a Te(zltz)dt
o2, \/Z_T(_OO \/Z_T(_OO

Pierwsza z tych catek jest rowna zeru, poniewaz funkcja podcatkowa jest funkcjg nieparzysta, natomiast

drugg calke liczymy nastgpujaco:
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Podstawiajac =2 y 1korzystajac ze znajomosci calki:
= {
f e” dz=—~/
0 2
mamy:

2a \7% -y _2a\5\7r_r
228 B[ eV =222Vt
B {e RN

A wigc dla funkcji Gaussa warto$¢ oczekiwana rowna jest wartosci a, przy ktorej funkcja przyjmuje wartos§¢

maksymalna E (X )=a .

Wariacj¢ rozktadu normalnego policzymy, korzystajac ze wzoru (48) oraz policzonej powyzej wartosci

przecigtnej rozktadu normalnego

zdigkNO,
=0 k=1
o —(x—a)’
2 _ 1 ! 2 ( 20 )
D™ (X)= 5 (x—a)e dx
o2

podstawiajac 7= otrzymujemy

~+00 2 +oo 12

I -
DZ(X)ZUJE{OtzUze( ’ )Udt:\g?‘[ctze 2" £ g1

Calkujac przez czgsci, przy zastosowaniu nastepujacych podstawien

dt=du dvzte_
2 g’ -7 T -5
D (X)—T —te Oo+f e dt
-rl- — 00

Scalkowane wyrazenie jest rOwne zeru, a catka
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1

+o0 )
f e 2! dt=\2T1t

a wiec wariancja rozktadu normalnego przyjmuje wartos§¢
D*(X)=0¢"

Rozktad prostokatny jest to rozktad o gestosci prawdopodobienstwa f(x) stalej w przedziale (a,b) a poza tym
przedzialem — rownej zeru. Warto§¢ funkcji f(x) w przedziale (a,b) otrzymujemy z warunku normalizacji

(powierzchnia pod krzywa, opisujaca gestos¢ prawdopodobienstwa, winna by¢ rowna by¢ rowna 1)

fx)(b—a)=1
czyli
. L , dla as<x<b
f(x)={b—a
0, dla x<a i x>b'

Tak wigc warto$¢ oczekiwang dla rozktadu normalnego policzymy ze wzoru

a

_ 1 _b—
E(X)—fxb_adx— 5

a wariancje dla tego rozktadu definiuje nam zalezno$¢

Dz(X):Jj(x_b;a)zbia dx:(bl_za)z'

11.2. Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru

Réznice pomigdzy pomiarem x; a warto$cig rzeczywista x, oznaczmy przez d;
d;=x—x, (49

natomiast réznice mi¢dzy pomiarem x; a wartoscig srednig X przez w;
w.=X,—X (50)

Woéwcezas wzory (5) 1 (6). z rozdziatu 5.1 przyjmuja postac:
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L (51)

iz

n

wofiEe o

i=1

sumujac d; dla wszystkich sktadnikow i otrzymujemy
g d,= :i X,—nx,
skad:
S

Skorzystajmy z definicji Sredniej arytmetycznej
X,=X—-d

Podstawiajac ostatnig zalezno$¢ do wzoru (49) i uwzgledniajac wzor (50)

QU
[
=
aul

w,=d,—d  (53)
Zalezno$¢ (53) podnosimy do kwadratu, sumujemy po i, a nastepnie dzielimy przez n, otrzymujac

w rezultacie:

S |~

n .
2__

> wi=d+l 3w

i=1 i=1

=|N

g (54)

+
3|>—‘

Korzystajac z definicji $redniej arytmetycznej, wzor (54). mozna przeksztalci¢ do postaci:

w'=d’+(d]'=2(d) (55)

0 _
Aby znalez¢ zwigzek migdzy kwadratem $redniej ] , a $rednig kwadratow ¢ ’ , halezy zauwazy¢

ze:
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(&)2:(%i di) :%[Z df+2i(dldi+d2di+....) (56)

n |i=1 i=1

Zaniedbujagc wyrazy wyzszych rzedéw 1 po raz kolejny uwzgledniajac definicje $redniej

arytmetycznej zalezno$¢ (56). upraszcza si¢ do postaci

=—[a’)

1
n

—_

d)

Woweczas zaleznos¢ (55) przyjmuje postac:

w =d*+(d)-2(d)

—ve_ 172
df==
df=-(d’]
W=+l 2 =4 1+l—2),
n n n n
—_n—1—5,
w =
n

Rozpisujgc wartosci $rednie:

2 wi=2d] (57)
i=i i=1

n—

1 wstawiajac zaleznos$¢ (40) do wzoru (51) przy uwzglednieniu (50). otrzymujemy:

1 « )
n—1 l;(xiix) '

Sy=

Tak wiec zostal udowodniony wzor (6). z rozdziatu (5.1) na odchylenie standardowe pojedynczego

pomiaru.
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12. Koncowka

12.1. Czy zatem kos¢ do gry jest uczciwa?

Sprébujmy zada¢ pytanie postawione w tytule rozdzialu troszeczke¢ inaczej. Uczciwa kos¢ do gry
zdefiniujemy jako kos$¢ dla ktorej prawdopodobienstwo wyrzucenia kazdej liczby oczek jest
jednakowe. Pomiar polegal na oszacowaniu prawdopodobienstwa wyrzucenia kazdej z liczby
oczek. Bezposrednio z definicji prawdopodobienstwa wynika ze trzeba po prostu policzy¢ ile ze
wszystkich rzutow dato po kolei jedno oczko, dwa oczka, itd. Spodziewamy si¢ ze w kazdym
przypadku dostaniemy liczbe bliska, ale nie doktadnie rowna, sto. Jezeli zatem rdznica pomigdzy
wartoscig teoretyczng a uzyskang w doswiadczeniu nie bedzie ,,zbyt duza” ko$¢ uznamy za
uczciwg. Zeby opisaé ta roznice $cisle, musimy wykorzystaé statystyke. Na pewno znamy warto$é
oczekiwang, czyli liczbg¢ rzutéw dla danej liczby oczek. Nasz pomiar, czyli sume (bo zliczamy
rzuty) zdarzen niezaleznych (bo kazdy wynik jest bez zwigzku z innymi wynikami), opisuje rozktad
dwumianowy. Odchylenie $rednie tego rozkladu jest rowne ozx/m . Znajac rozktad 1
wszystkie jego parametry mozemy teraz sprawdzi¢ czy otrzymane przez nas odstepstwo jest
,duze”. A wiasciwie czy jest prawdopodobne! Oczywiscie postuzymy si¢ testem y’ opisanym w

rozdziale 9.1. Zbierzmy dane:

* wyniki pomiarow sg w tabeli 1 (oraz powtorzone w tabeli 8); liczbe oczek indeksujemy i,

natomiast liczbg rzutéw z i oczkami oznaczmy #;
»  warto$¢ oczekiwana: ¥,=100dlai=1,...,6

* odchylenie $rednie standardowe rozkladu dwumianowego (niepewno$¢ pomiaru):

oi:\/%(l—é):gm diai=1,...,6

* hipoteza zerowa (czyli sprawdzana): ko$¢ jest uczciwa co oznacza ze 7,=100 dla

i=1,..,6
Przypomnijmy jeszcze wzOr na zmienng y’:

6 -—n-2
XZZZ();IO—. 1)

i=1
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W tabeli 8 sg zamieszczone wyniki obliczen.

i 1 2 3 4 5 6
n, 92 110 98 112 95 93
X7 0.77 1.20 | 0.05 | 1.73 03 | 0.59

Tabela 8: Wyniki eksperymentu i test y°.

Otrzymali$my zatem: y’=4.63 . Przyjmijmy poziom istotno$ci «=10% (tzn. godzimy si¢ na to ze
10% uczciwych kosci zostanie przez nas uznane za nieuczciwe). Warto$¢ progowa mozemy znalez¢

w Tablicach albo policzy¢ w ktoryms z dostepnych programéw. Dla szesciu stopni swobody & = 6
warto$é progowa x»~10.6 . Poniewaz otrzymana do$wiadczalnie warto$¢ y° jest mniejsza od

wartosci progowej ¥»>%  nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy czyli uznajemy kos$é¢ za

uczciwg przy poziomie istotnosci «=10% .
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12.2. Jeszcze raz pomiary plytki

Na zakonczenie powtorzmy jeszcze raz kluczowe punkty analizy niepewno$ci pomiaru objetosci
ptytki. Po co? — poniewaz jest to bardzo dobry przyktad kolejnych krokoéw jakie trzeba podjac zeby

poprawnie oszacowac niepewno$¢'’.
Powtérzmy jeszcze ze objetosci ptytki V jest funkcja $rednicy ptytki — ¢, oraz jej grubosci — d.

Tt(Pzd
4

V=v(p,d)=

I. Najpierw mierzymy grubo$¢ ptytki srubg mikrometrycznag.

1. Z rozdzielczosci przyrzadu szacujemy niepewno$¢ maksymalng (Metoda B):
Ad = 0,01 mm.

2. Ze sposobu odczytu wielkosci mierzonej ze skali szacujemy niepewno$¢ tego odczytu:
Ad. = 0,005 mm.

n

2
Z (d—d,) szacujemy niepewnos¢ ze statystycznego

_Ali=1
Us ( d)= n ( n—1 )
rozktadu otrzymanych wynikéw: u,(d) = 0,012 mm.

3. Korzystajac z wzoru (7)

4. Czy sa jeszcze inne zrodla niepewnosci pomiarowej ktorych wplyw mozemy
oszacowac?

2 2
5. Dodajemy do siebie, korzystajac ze wzoru (9) uc(d):\/uf(d)Jr(Ad) + (Ad,) +os

3 3
niepewnosci z punktow 1.1 1 1.2 otrzymujac niepewnos¢ catkowita: u.(d) = 0,013 mm.

II. Nastgpnie mierzymy S$rednicg ptytki suwmiarka. Postepujac analogicznie jak w punkcie I
szacujemy sktadowe niepewnos$ci mierzonej wielkosci.

1. 49 =001 cm

2. Ap.= 0,005 cm
3. uyp) =0,002 cm
4. ?2?2?
5. up) = 0,06 cm

III. Teraz majac juz niepewnosci wielkosci ktorych funkcja jest objetos¢ mozemy oszacowad
niepewnos¢ standardowg objetosci plytki. Korzystamy z WZOoru:
uc(m:\/(alfgacil,q)) )zui(d)_l_(@Vécé, ) )zuf(q)) . Podstawiajagc  wartoéci  liczbowe

otrzymujemy interesujacy nas wynik. Pozostaje tylko poprawnie go zapisac.

10 Moze to by¢ dobra $ciaga!
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12.3. Przyktad wykorzystania metody najmniejszych kwadratow

Niezlym przyktadem bedzie ponowne przeanalizowanie przyktadu z rozdzialu 3 w ktérym jest
pokazane jak narysowaé wykres i1 zapisa¢ wynik. Potrzebne wzory (22), (23), (24) i (25) zostaly

wyprowadzone w rozdziale 7.1. Dane pomiarowe umieszczone sa w tabeli 2.

Od czego zatem zacza¢? Oczywiscie od modelu fizycznego (ktéry w tym konkretnym przypadku
jest oczywiscie oczywisty):

U(I)=RI.

Poréwnujac z roéwnaniem prostej »(x)=ax+b natychmiast mozna przypisaé znaczenie

matematycznym wspotczynnikom. Rysunek 8 przedstawia graficznie to rozumowanie.

MODEL FIZYCZNY MODEL MATEMATYCZNY

- o
I X

Rysunek 14: Graficzne porownanie modelu fizycznego i matematycznego.

Wspotczynnik kierunkowy prostej jest oporem R, zmienng niezalezng jest nat¢zenie pradu a
zmienng zalezng mierzone na oporniku napiecie. Wspotczynnik b, w zaproponowanym modelu, jest
réwny zero. Nalezatoby zatem réwniez sprawdzi¢ czy tak jest w rzeczywistosci. Bedzie to test

pozwalajacy stwierdzi¢ czy teoria dobrze opisuje rzeczywistosc.
a—R, b=0, x—I, y—>U

Dane pomiarowe zostaly powtorzone w szarej czesci tabeli 9. Przed policzeniem wspolczynnikow
prostej (patrz odpowiednie rownania) potrzeba wykona¢ kilka dodatkowych operacji. W tabeli 9, w
czwartej i pigtej kolumnie zostaty wyliczone UI oraz I; w szostej, nieco na wyrost, wielko$¢ d°; w

ostatnim wierszu znajduje si¢ suma poszczego6lnych kolumn.
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[% [m{4] 0 0000 0.0000 0.0000
1 2.3 5 11.5 25 0.0056
2 4.6 10 46 100 0.0008
3 7.0 15 105 225 0.0135
4 9.1 20 182 400 0.0015
5 11.4 25 285 625 0.0001
6 13.7 30 411 900 0.0028
7 16.0 35 560 1225 0.0096
8 18.2 40 728 1600 0.0019
9 20.1 45 904.5 2025 0.0967
10 22.8 50 1140 2500 0.0181

125.2 275 4373 9625 0.1505

Tabela 9: Dane pomiarowe wraz z obliczeniami. Trzy ostatnie kolumny to obliczenia. W ostatnim
wierszu znajduje sie suma poszczegolnych kolumn.

W ten sposob, wymagajacy, zdaniem autorow, najmniej wysitku, zostaty policzone wszystkie

wielkosci potrzebne do wyliczenia wspotczynnikow, zatem:

10 10 10
ZQZ Ui_loz LU,
_i=1 =l i=1
a= 10 10
PIWARSIDIVS
i=1 i=1

_275-125.2—10-4373 _ 34430—43730

2 = =0.450909
275°—10-9625 75625 —-96250

2

10 10 10 10
Z [iz IiUi—Z Uizlf
_i=l =1 i=l

=1 _275-4373—-125.2-9625 _ 1202575-1205050 _

b=- - > = =0.12
10 o 275°=10-9625 75625—-96250
21| -102 1]
i=1 i=1
Pozostajg jeszcze do policzenia niepewnosci wyznaczonych wspodtczynnikow.
I 10 _\/0.1505 10 _\/ 1.505 _
u(a)—\/—lo_zi:1d,- m T g 1096252757 230625~ 0003020134
2
10>, r—(> 1,
i=1 i=1
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T
u(b)=y———> d° i= =2 ~0.
() 10-24 " 8 110-9625—275

10 10 2
IOZ I?_ z Ii
i=l i=1

Zatem zapisujac wyniki otrzymujemy: a=0.450(3), 5=0.12(9). Interpretujac otrzymane

matematyczne wspdlczynniki mozemy powiedziec ze:
R=0.450(3)kQ=450(3)Q

Spodziewalismy si¢ otrzymac¢ wspotczynnik b rowny (bardziej $cisle: bliski) zero. Otrzymana
warto$¢ r6zni si¢ od zera. Roznica ta jest wicksza od niepewnosci standardowej pomiaru u(b). Ale
nie jest duzo wicksza b—0=1.33-u(b) . Jesli poréwnaé t¢ warto$¢ z dystrybuanta rozktadu gaussa
to okaze si¢ ze zaistniatej sytuacji odpowiada prawdopodobienstwo:

1,330

[ ¢(x)dx=0.82

-1,330
Powyzszy wynik mozemy zinterpretowaé np. tak: (wiedzac Ze niepewno$¢ pomiaru ma
interpretacje statystyczng) mierzac (posrednio) b mieliSmy mniej szczgscia (mniej wigcej o
82% —68%=14% ) i nie zmiesciliSmy si¢ w ogolnie przyjetym przedziale; ale jesli zaakceptujemy

te dodatkowe 14% mozemy przyjaé ze pomiary pozostaja w zgodzie w przyjetym modelem.

Uwazny czytelnik moze zapyta¢ dlaczego w rozdziale 3.3 otrzymaliSmy inne wyniki. Otdz,
wykorzystane tu wzory sg najprostszym wariantem metody. Celem powyzszego przyktadu jest jak
najprostsze pokazanie krok po kroku sposobu postgpowania i umozliwienie Studentowi
zrozumienie zagadnienia. Poprzednio zostala wykorzystana najbardziej zaawansowana wersja
metody, uwzgledniajaca niepewnosci poszczegdlnych pomiardw jako wagi — wszystkie zmudne

obliczenia wykonywat komputer.
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12.4.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pytania

Co to jest niepewno$¢ pomiarowa?

Jaka jest roznica pomig¢dzy btgdem pomiarowym a niepewnos$cig pomiaru?

Po co linearyzowac funkcje i stosowa¢ metod¢ najmniejszych kwadratow?

Co to jest histogram?

Co to jest cyfra najbardziej znaczaca?

Jaka jest regula zapisu niepewnosci pomiarowych i z czego ona wynika?

Czym ro6znig si¢ Metoda A 1 Metoda B oceny niepewnosci pomiarowych?

Kiedy stosujemy Metode A a kiedy Metode B?

Jak interpretujemy warto$¢ srednig i odchylenie $rednie standardowe serii pomiarow?
Czym, z punktu widzenia statystyki, jest niepewnos¢ standardowa?

Dlaczego niepewnosci pomiarowe pochodzace z réznych zrodet dodajemy w tak dziwny

Sposob?

Czy zamiast niepewno$ci mozemy szacowac 1 dodawac btedy (niepewnosci graniczne)?
Dlaczego niepewnos$¢ wielko$ci ztozonej wyraza si¢ tak skomplikowanym wzorem?
Na czym polega test y*?

Co to jest niepewno$¢ rozszerzona i czym rdzni si¢ od niepewnosci standardowe;j?

W jaki sposob wyznacza si¢ wspotczynnik rozszerzenia?
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12.5. Zadania

1. W wyniku pomiaru dtugos$ci stotu otrzymano wynik 149.1 cm. Zapisz poprawnie wynik pomiaru

wiedzac ze pomiaru dokonano miarka z podziatka milimetrowa.

2. Suwmiarkg zmierzono $rednic¢ $rutu. Z podziatki odczytano 15.5 mm. Zapisz poprawnie wynik

pomiaru.

3. Sruba mikrometryczng zmierzono grubo$é blachy w 10 miejscach. Z podziatki urzadzenia

odczytano: 2.21; 2.22; 2.20; 2.02; 2.19; 2.21; 2.20; 2.22; 2.23; 2.20. Ile wynosi grubos¢ blachy?

4. Jeden bok prostokata (10 mm) zmierzono linijka a drugi suwmiarkg (5,1 mm). Wyznacz pole

prostokata.

5. Wyznacz pole wycinka kota. Srednica kota wynosi 5,0(1) mm a kat 25(1)°.
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13. Postowie

Wiadomosci zawarte w Skrypcie, ktory Panstwo wiasnie skonczyliscie czyta¢, wystarcza do
opracowania wynikow pomiaréw otrzymywanych przez studentow wykonujacych ¢wiczenia w

Centralnym Laboratorium Fizycznym Wydziatu Fizyki PW.

Warto podsumowaé czym rozni si¢ podejscie do liczenia niepewno$ci pomiarowych prezentowane
w tym skrypcie w poréwnaniu z metodami zalecanymi w poprzednich wersjach. W tym skrypcie
zaleca si¢ podawanie niepewnosci na poziomie jednego odchylenia standardowego, zgodnie z
zaleceniami Joint Committee for Guides in Metrology opisanymi w dokumencie ,,Evaluation of
measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement” z 2008 r. . Uzywana
terminologia jest rowniez zgodna z tym dokumentem. Rowniez, zgodnie z tymi zaleceniami,
»metoda rézniczki zupelnej” jest metoda ,zakazang”, gdyz generuje ona tak zwany ,btad
maksymalny”, ktéry jest co najmniej 3 razy wigkszy niz wielko$¢ jednego odchylenia

standardowego.

Podkre§lmy jeszcze zwigzek miedzy ,,metodami A 1 B” a metodami opisywanymi w poprzedniej
wersji skryptu. Gdy niepewnosci przypadkowe przewyzszaly niepewnos$ci systematyczne i mamy
do dyspozycji co najmniej kilka pomiaréw stosowaliSmy analiz¢ statystyczng otrzymanych
wynikow. Taki sposob szacowania niepewnos$ci zostal nazwany Metoda A. Metod¢ B nalezy
stosowa¢ do wilasciwej oceny niepewnos$ci systematycznej lub w przypadku, gdy dysponujemy
tylko pojedynczym pomiarem danej wielkosci. Pewng nowos$cig jest wymaganie jawnego

oszacowania niepewnosci obydwoma metodami i odpowiedniego ich zsumowania.
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