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1 Na czym polega problem?

2 Algorytm Belief propagation

3 Zastosowania algorytmu Belief propagation

4 Model Isinga

5 Wyniki uzyskane wspólnie z prof. Grzegorzem �wi¡tkiem

6 Podsumowanie
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Rysunek: Zbiór zmiennych losowych.
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Rysunek: Zbiór zmiennych losowych z zale»no±ciami.
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U±ci±lijmy problem

Szukamy rozkªadu brzegowego

P(xN ) =
∑
x1

∑
x2

· · ·
∑
xN−1

P(x1, x2, . . . , xN ) =

=
∑
x1

∑
x2

· · ·
∑
xN−1

N∏
i=1

P(xi|Rdz(xi)).
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Dlaczego podej±cie naiwne nie wystaczy?

Liczba skªadników w sumie

P(xN ) =
∑
x1

∑
x2

· · ·
∑
xN−1

N∏
i=1

P(xi|Rdz(xi))

ro±nie wykªadniczo wraz z rozmiarami grafu!
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Sugestie i przekonania

Przyjmijmy zbiór parametrów rzeczywistych µij (µij 6= µji), gdzie
i, j to w¦zªy grafu, który nazwiemy sugestiami (ang. messages).

Rysunek: Schemat dziaªania algorytmu BP.
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Sugestie i przekonania

Przyjmijmy zbiór parametrów rzeczywistych µij (µij 6= µji), gdzie
i, j to w¦zªy grafu, który nazwiemy sugestiami (ang. messages).

Rysunek: Schemat dziaªania algorytmu BP.
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Sugestie i przekonania

Przekonania

Przekonaniami nazywa¢ b¦dziemy wyra»enia postaci bi(Xi) i
bij(Xi, Xj), zale»ne w pewien sposób od sugestii.

Przekonania nie maj¡ dobrej interpretacji, chyba, »e algorytm BP
zbiegnie do punktu staªego...
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Sugestie i przekonania

Przekonania

Przekonaniami nazywa¢ b¦dziemy wyra»enia postaci bi(Xi) i
bij(Xi, Xj), zale»ne w pewien sposób od sugestii.

Przekonania nie maj¡ dobrej interpretacji, chyba, »e algorytm BP
zbiegnie do punktu staªego...
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Reguªa uaktualniania sugestii w algorytmie BP

µ1
ij = F ([µ0

ij ]i, j=1, ..., N ) (1)

I dalej iterujemy

µnij = F ([µn−1i j]i, j=1, ..., N ). (2)
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Algorytm BP - podsumowanie

Zbie»no±¢ na drzewach

Pearl wykazaª w 1982, »e algorytm BP na drzewach zbiega.

A co poza drzewami?

W ogólno±ci problem pozostaje otwarty.
� je±li zignorujemy istnienie cykli (...) sugestie mog¡ kr¡»y¢ w
niezidenty�kowany sposób wokóª p¦tli, nie zbiegaj¡c do stanu
równowagi [tªum. wª.]�
Judea Perl cytowany za J. S. Yedidia, W. T. Freeman, Y. Weiss,
Understanding Belief Propagation and Its Generalizations, Exploring
Arti�cial Intelligence in the New Millennium, 8, 239-236, (2003).

Po co ta zbie»no±¢?

W punkcie staªym BP przekonania staj¡ si¦ rozkªadami brzegowymi.
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Zastosowania algorytmu BP

Systemy eksperckie (sieci bayesowskie),

Model Isinga (losowe pola Markowa),

Kody wykrywaj¡ce bª¦dy (grafy Tannera),

Widzenie maszynowe,

Poznawanie kodu DNA,

Optymalizacja ruchu pakietów w sieci.
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Algorytm BP w medycynie

Rozwa»my przykªad �Asia� autorstwa Laurtizena i Spiegelhaltera.
Dysponujemy systemem eksperckim, który szacuje ryzyko chorób
ukªadu oddechowego.

Wyjazd do Azji (A) zwi¦ksza ryzyko gru¹licy (T).

Palenie papierosów (S) to czynnik ryzyka zarówno raka pªuc (L)
jak i zapalenia oskrzeli (B).

Obecno±¢ zarówno gru¹licy jak i raka pªuc (E) mo»e by¢ wykryta
poprzez prze±wietlenie klatki piersiowej (X), ale na podstawie
prze±wietlenia nie mo»na rozstrzygn¡¢ która to choroba.

Duszno±ci mog¡ by¢ spowodowane przez zapalenie oskrzeli (B)
lub któr¡± z dwóch (E): gru¹lic¦ lub raka pªuc.

Algorytm BP mo»e dostarczy¢ tutaj, bardzo po»¡danych rozkªadów
brzegowych.
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Ilustracja

Rysunek: Graf ilustruj¡cy sie¢ bayesowsk¡ Asia.
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Model Isinga

Zaªo»enia

Niech X b¦dzie polem losowym Markowa. Λ = {−1, 1}, Ponadto
niech G(S, N) = Z2

p.

Ilustracja
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Model Isinga

Hamiltonian

U(σ) = −
∑
i∈G

∑
j∈Ni

Jijσiσj −
∑
i∈G

hiσi

Rozkªad Gibbsa

P(σ) =
exp(−βU(σ))

Z
, Z =

∑
σ

exp(−βU(σ))

Cel

Dla ustalonych pola h, caªki wymiany J i temperatury β znale¹¢
magnetyzacj¦ w ka»dym punkcie czyli warto±¢ oczekiwan¡ wedªug
rozkªadu brzegowego.
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Reguªa uaktualniania sugestii w algorytmie BP dla

modelu Isinga

F ([µij ]i, j=1, ..., N ) =
1

2β
ln

cosh

β
hj + Jij +

∑
n∈Nj
n 6=i

µjn


cosh

β
hj − Jij +

∑
n∈Nj
n 6=i

µjn


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Rezultaty bada« numerycznych

Wielokrotne symulacje numeryczne dla krat z p = 3, 4, 5, 6
pokazuj¡, »e mo»liwe s¡ tylko dwa scenariusze bifurkacji

Rysunek: Typowe wyniki symulacji - liczba stabilnych punktów staªych

algorytmu BP w funkcji β.
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Rezultaty bada« numerycznych

Wielokrotne symulacje numeryczne dla krat z p = 3, 4, 5, 6
pokazuj¡, »e mo»liwe s¡ tylko dwa scenariusze bifurkacji

Rysunek: Typowe wyniki symulacji - liczba stabilnych punktów staªych

algorytmu BP w funkcji β.
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Twierdzenie

W przypadku ferromagnetycznym (J > 0) przy staªej caªce wymiany
i polu zewn¦trznym mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce scenariusze zachowania
algorytmu BP je±li rozwa»amy punkty staªe staªe na niezerowych
wspóªrz¦dnych

dla h = 0 nast¦puje bifurkacja w wyniku której powstaj¡ trzy
punkty staªe - dwa stabilne, jeden niestabilny,

dla h ∈ (−2J, 2J) \ {0} nast¦puje dokªadnie jedna bifurkacja
w wyniku której oprócz istniej¡cego stabilnego punktu staªego
powstaj¡ dwa nowe, z czego jeden stabilny, a drugi niestabilny,

dla |h| > 2J bifurkacje nie zachodz¡ i dla ka»dej warto±ci β
ukªad posiada dokªadnie jeden punkt staªy.
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Twierdzenie

Po wykonaniu algorytmu BP wszystkie elementy macierzy sugestii s¡
ograniczone, ponadto µij ∈ (−|Jij |, |Jij |).

Twierdzenie

Je±li macierz sugestii w punkcie staªym algorytmu BP jest
symetryczna, a caªka wymiany i zewn¦trzne pole staªe, wówczas
wszystkie niezerowe wyrazy macierzy sugestii s¡ sobie równe.
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Co z dowolnym polem i caªk¡ wymiany?

Hipoteza

Zachodz¡ inne ni» trywialna bifurkacje, skutkuj¡ce pojawieniem si¦
egzotycznych punktów staªych.

Hipoteza

Zachodzi dokªadnie jedna bifurkacja, w której z jednego punktu
staªego powstaj¡ dwa punkty staªe.
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Problemy otwarte

Identy�kacja wszystkich punktów staªych (stabilnych i
niestabilnych) BP i ich basenów przyci¡gania.

Identy�kacja orbit okresowych.

Kiedy zachodz¡ bifurkacje punktów staªych?
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Przedstawiony zostaª iteracyjny algorytm poszukiwania
rozkªadów brzegowych dla losowych pól Markowa.

Algorytm BP mo»e by¢ stosowany w wielu dziedzinach - od
�zyki statystycznej, przez in»ynieri¦ po medycyn¦.

Dla analizy modelu Isinga istotnym pytaniem s¡ bifurkacje
punktów staªych w algorytmie BP.

Ci¡gle jest wiele problemów otwartych! ¨̂
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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