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Notacje i oznaczenia

o-cialo F

® QcF,

® JesliAc FtoA c F,

® JesliA;e Fdlai=1,2,... toU2; A; € F.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobieristwa Prawdopodobien-
stwo to funkcja IP o warto$ciach w IR, okreslona na o-ciele zdarzeri
F C 29, ktéra spetnia nastepujace warunki

¢ P(A) > 0dla kazdego A € F,
¢ P(O)=1,

® JesliA; e Fi=1,2,...0oraz AiNA;j=0dlai#jto
1P<U Al-) =) P(A).
i=1 i=1

Przestrzeni probabilistyczna Przestrzenia probabilistyczna nazy-
wamy tréjke (Q), F, P), gdzie Q) to zbidér zdarzen elementarnych,

F C 29 o-cialo, a IP p-stwo na F.

Zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa Ciag zmiennych losowych
(Xn) jest zbiezny wedtug p-stwa do zmiennej losowej X gdy dla
kazdego ¢ > 0

(Jim P (1%, = X| > ¢) =0) = (X = X).

Zbieznos¢ z prawdopodobiefistwem 1 (p.n.) Ciag zmiennych loso-
wych (X},) jest zbiezny prawie na pewno (z p-stwem 1) do zmiennej
losowej X gdy

]P(lian:X>E<Xnﬂ>X).

3

n—oo
Indykatorem zbioru A C R nazwiemy funkcje? W skrécie indykator odpowiada na
pytanie czy dany x nalezy do zbioru A.
1, x € A,
Ia(x) =
0, x¢ A.

3 Oczywiscie zawsze dotyczy to pewne-

O dwéch zdarzeniach A i B powiemy, Ze sa niezalezne3 gdy

zdarzen A i B.
]P(A N B) = ]P(A)IP(B)‘ + Wielkos$¢ ta ma sens jedynie dla
rozkltadéw dyskretnych.

Funkcja masy prawdopodobieristwa* zmiennej> X nazwiemy 5 Tam gdzie nie prowadzi to do nieporo-

zumien pomijamy indeks X.

pr = P(X = xi).

go szczegblnego rozktadu prawdopo-
dobieristwa, nie jest samodzielna cecha
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Gestoscia prawdopodobieristwa nazwiemy funkgje fx = f
P(X € A) = / F(x)dx.
A
Dystrybuanta zmiennej losowej® X nazywamy funkcje

F(x) = Fx(x) = P(X < x). (1)

. . . . . 7O ile istnieje.
Warto$¢ oczekiwana? funkcji G : R — R dla zmiennej X zapiszemy® SW Wariam]i e ciaglym i dyskretnym

E[G(X)] = }_ G(xk)px-
k
Kwantylem rzedu p € (0,1) zmiennej losowej nazywamy
Q(p) = inf{xeR:p <F(x)}. (2)

Rozklady dyskretne

9 gdzi 1].
¢ Rozklad dwupunktowy? gdzie p € [0,1]

P(X=0)=1—p, P(X=1)=p.

“edzieNeN,ak=1,2,...,N.
# Rozklad jednostajny (dyskretny)*© glae M e a e

1
Pk = N’
"odzieg € (0,1],ak € N.
® Rozklad geometryczny™* gdzie g € (0.1]
_ k
pe=(1-q)q
2odzies € Ry,ak=1,2,..., N
: 12 & +s 200, N
¢ Rozktad le fa a stata normowania dana jest przez
pr = 1 uogdlnione liczby harmoniczne Hy s =
HN,skS 211(\1:1 k=S,
. Bedzie A € Ry, k€ N.
€ Rozktad Poissona®3
A=A
pk - k' 7

. 4odziep € (0,1), N € N,k =
4 Rozklad Bernoulliego™ 1‘(;2 ._.p N 1)

Pi = (IZ) Pra-pt,

Bedzies € Ry, k € Ny, a{ to funkcja
¢ Rozklad zeta's zeta Riemanna.
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Rozktady ciggte
# Rozklad jednostajny (ciagty)™®
1
flx) = = liap (x),
4 Rozklad normalny (Gaussa)'”
1 _ap?
X) = e 202
f(x) i

# Rozklad log-normalny 8

_ 1 (nx — )2
f3) = ——— exp (— - )

¢ Rozklad wykladniczy'?

F(x) = Ae M) (x),

¢ Rozklad Pareto?®

F) = i L) ().

# Rozklad Cauchy’ego®’

¢ Rozklad gamma?®?

€ Rozktad x23

1 1 .2
f(X) = 2(k/2 xk 16 * /21[0,00)(x)/

)11 (k/2)

Dystrybuanta
Najwazniejsze wilasnosci dystrybuanty:
® jest funkcja niemalejaca i prawostronnie ciagla.
® lim,_,_ F(x) =0 oraz limy_o F(x) = 1.
Wzor (1) dla przypadku ciaglego przyjmuje postac>+
X
Fo = [ st
natomiast dla przypadku dyskretnego

F(x)= ) P(X=ux).

(3)

(4)

Bodziey € R, a0 € Ry

Yegdzie A € R.

* gdzie a, x;, € Ry.

*edziexg € R, ¥ € Ry

2 egdziea, p € R4, aTl to funkcja
gamma Eulera.

» gdzie k € Ry, aT to funkcja gamma
Eulera.

* Dla przejrzystosci pomijamy in-
deksy opisujace zmienna losowa i
przyjmujemy, ze f to funkcja gestosci
prawdopodobieristwa.

5
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Momenty

Dla zmiennej o rozkladzie dyskretnym, méwimy, ze posiada n-ty
moment gdy Yy [x¢|"px < o0 i oznaczamy go przez

EX" =Y x{pr.
k

Dla zmiennej o rozkltadzie ciagtym, méwimy, ze posiada n-ty mo-
ment gdy [ |x|"f(x)dx < oo i oznaczamy go przez

EX" :/IRx"f(x)dx.

Twierdzenia graniczne

Twierdzenie 1 Poissona?5
Jeslin — oo, py — 0 oraz np, — A > 0 to

n n—k n—oo /\k _
<k>Plf1(1Pn) CES et

%5 Por. rozdziat 7.4 w [1].

Twierdzenie 2 2°

Niech zmienna losowa S, ma rozktad Bernoulliego z parametrami n i p * Por. rozdziat 7.4 w [1].
oraz A = np. Wowczas dla kazdego B C IN mamy

)\2

AR
]P(SmeB)—ZFe A <

keB

Twierdzenie 3 SPWL Bernoulliego®7

Jezeli S, jest liczbg sukceséw w schemacie Bernoulliego z n préb z praw-
dopodobieristwem sukcesu w pojedynczej prébie rownym p to dla kazdego
e>0

*7 Por. rozdziat 7.2 w [1].

lim]P<‘S”—p‘ <s> =1
n—»00 n
Twierdzenie 4 SPWL Markowa?®

Niech (Xy, )n bedzie ciggiem zmiennych losowych takim, ze

D35,
nzn =0

# Por. rozdziat 7.2 w [1].
¢ lim, .

LUB

& X, sq parami nieskorelowane i majg wspolnie ograniczone wariancje.

>£>:0.

Niech Sy, oznacza tym razem liczbe sukceséw w n prébach Bernoulliego z
p-stwem sukceu p. Wtedy dla kazdego € > 0 mamy

2 Por. rozdziat 7.2 w [1].
S

wowczas dla kazdego e > 0
lim P < Sn —ESn

n—oo

Twierdzenie 5 MPWL Bernoulliego®?

lim IP (sup r

n—o00 k>n
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3 Por. rozdziat 7.2 w [1].

Twierdzenie 6 MPWL Kofmogorowa3°
Jezeli (Xn)neN jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie [E| X | < oo to limy_seo 20 = EXj.

Centralne Twierdzenie Graniczne

31 Por. rozdziat 7.5 w [1].

Twierdzenie 7 CTG3!

Niech (Xy,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie oraz niech EX; = piD?>X; = 0> > 0 Wéwczas dla
dowolnego t

]P<X1+X2+”'+X"_nygt) ().
o\v/n
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Wi1: Po co to wszystko?

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

€ Zadania domowe, spisane czytelnie i podpisane, oddajemy na
jednej kartce formatu A4.

& Przypadkowy charakter zjawisk lub proceséw moze wymaga¢ opi-
su statystycznego lub probabilistycznego, ktére, cho¢ powiazane,
nie sa tozsame.

€ W rozkladach dyskretnych prawdopodobienistwo zdarzenia jest
proporcjonalne do liczby sprzyjajacych mu zdarzen.

Praca domowa

1 Dlaczego oczekujemy, ze prawdopodobieristwo ma sumowac sie
do jedynki?
O, Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)

czym jest przestrzen probablistyczna.

O3 Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest przestrzen statystyczna.

8

Q4 Podaj3? przykiad rzeczywistego zjawiska lub procesu, ktére na- 7 Przykdady powinny by¢ rézne od tych

. A . . . z wykladu.
turalnie opisuje sie przy pomocy przestrzeni probablistyczne;j.

Uzasadnij, ze opis przy uzyciu przestrzeni statystycznej bedzie
niewlasciwy.

Os Podaj przyktad33 rzeczywistego zjawiska lub procesu, ktére na- ? Przyklady powinny by¢ rozne od tych

. C e . . ktadu.
turalnie opisuje sie przy pomocy przestrzeni statystycznej. Uza- 7 wyiadd

sadnij, ze opis przy uzyciu przestrzeni probablistycznej bedzie
niewlasciwy.

Q¢ Czy mozna zdefiniowac rozklad prawdopodobienstwa o ogra-
niczonym nos$niku, w ktérym p(n + 1) > p(n) dla kazdego n
wiekszego niz pewne, ustalone, Ny? Dlaczego?

Oz Czy mozna zdefiniowa¢ rozklad prawdopodobieristwa o nieogra-
niczonym noséniku, w ktérym p(n + 1) > p(n) dla kazdego n
wiegkszego niz pewne, ustalone, Ny? Dlaczego?

Og Czy mozna zdefiniowa¢ rozklad prawdopodobieristwa, w ktérym
p(n) = C/n?, gdzie C to normujaca stata? Jesli tak, to oblicz jej
wartos¢.

Q¢ Czy mozna zdefiniowac rozklad prawdopodobienstwa, w ktérym
p(n) = C/n, gdzie C to normujaca stala? Jesli tak, to oblicz jej
wartosc.
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Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest dyskretny rozklad prawdopodobieristwa. Podaj 3 przy-
kiady rzeczywistych zjawisk lub proceséw, ktére mozna opisac
tego typu rozkltadem.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest ciagly rozktad prawdopodobienistwa. Podaj 3 przykiady
rzeczywistych zjawisk lub proceséw34, ktére mozna opisac tego
typu rozkladem.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest skokowy rozklad prawdopodobieristwa. Podaj 3 przykia-
dy rzeczywistych zjawisk lub proceséw3>, ktére mozna opisa¢ tego
typu rozkladem.

Udowodnij, ze prawdopodobieristwo uzyskania k sukceséow w n
rzutach niesymetryczna moneta o prawdopodobieristwie sukcesu
p opisane jest rozktadem Bernoulliego3® o parametrach (1, k, p).

Wykaz, ze dla dostatecznie matych p < 1 rozklad Bernoulliego3”
o parametrach (,k, p) mozna przybliza¢ rozktadem Poissona. Ile
wynosi parametr A?

Jaki rozklad prawdopodobiefistwa ma suma rzutéw n symetrycz-
nych monet, gdzie orzet warty jest 1, a reszka 0?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady3®) mozna
opisywa¢ rozktadem Poissona? Zilustruj wykresem i skomentu;j jak
funkcja masy prawdopodobieristwa tego rozktadu zalezy od jego
parametru.

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady39) moz-
na opisywac rozkladem geometrycznym? Zilustruj wykresem i
skomentuj jak funkcja masy prawdopodobieristwa tego rozkladu
zalezy od jego parametru.

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktad+®) mozna
opisywa¢ rozktadem Bernouliego? Zilustruj wykresem i skomentuj
jak funkcja masy prawdopodobieristwa tego rozkladu zalezy od
jego parametrow.

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady+') mozna
opisywac¢ rozktadem ujemnym dwumianowym Zilustruj wy-
kresem i skomentuj jak funkcja masy prawdopodobienistwa tego
rozkladu zalezy od jego parametru.

3¢ Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

% Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

3* W polskiej literaturze zwyczajowo
nazywa sie tak rozklad dwumianowy,
podczas gdy w anglojezycznej termin
Benoulli distribution odnosi sie do
rozktadu dwupunktowego zero-jeden.

37 W polskiej literaturze zwyczajowo
nazywa sie tak rozklad dwumianowy,
podczas gdy w anglojezycznej termin
Benoulli distribution odnosi sie do
rozktadu dwupunktowego zero-jeden.

3 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

3 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

4 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

4 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

# Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.
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Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyklady4*) mozna
opisywac rozkltadem Zipfa Zilustruj wykresem i skomentuj jak
funkcja masy prawdopodobiefistwa tego rozkladu zalezy od jego
parametru.

Wyznacz stala normowania dla rozkltadu geometrycznego.
Wyznacz stata normowania dla rozktadu Bernouliego.

Wyznacz stata normowania dla rozkladu ujemnego dwumianowe-

go.

Wyznacz rozktad prawdopodobieristwa uzyskania wyniku n beda-
cego suma rezultatéw rzutéw trzech kostek k6.

Wyznacz rozklad prawdopodobieristwa uzyskania wyniku n beda-
cego iloczynem rezultatéw rzutéw dwoéch kostek k6.

Wyznacz rozktad prawdopodobienistwa uzyskania wyniku n beda-
cego ilorazem rezultatéw rzutéw dwoéch kostek k6.

Wyznacz rozklad prawdopodobieristwa uzyskania wyniku n beda-
cego suma rezultatéw rzutéw kostek k4 i k12.

Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w 100 rzutach symetryczna
moneta pojawi si¢ nieprzerwana seria minimum k ortéw. N arysuj
wykres p(k) dlak =0,1,...,...100.

Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze podczas gry w chificzyka w
4 osoby co najmniej jednej z nich kazdy z n rzutéw zakoriczy sie
uzyskaniem (3? Narysuj wykres p(n) dlan =1, ..., 20.

Ile razy trzeba rzuci¢ kostka k4, zeby, z prawdopodobieristwem
p = 0.99 wylosowac¢ chociaz raz kazda ze $cian kostki.

Oblicz o ile bardziej prawdopodobne jest uzyskanie w rozdaniu
pokera jednej pary niz dwéch par.

Oblicz o ile bardziej prawdopodobne jest uzyskanie w rozdaniu
pokera Strita niz Pokera.

Rozstrzygnij czy bardziej prawdopodobne jest otrzymanie w roz-
daniu pokera Koloru czy Fula?

Rozstrzygnij czy bardziej prawdopodobne jest otrzymanie w roz-
daniu pokera Karety czy Fula?

10
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Zat6zmy, ze wyktadowca chcialby losowa¢ studentéw do odpo-
wiedzi rzucajac 3 kostkami k6 i jako numer osoby wylosowanej
przyjmujac sume oczek. Czy taka metoda jest sprawiedliwa? Dla-
czego?

Jak zmodyfikowa¢ metode z poprzedniego zadania, zeby byta
sprawiedliwa?

Jak przy pomocy (odpowiedniej liczby) rzutéw symetryczna mo-
neta emulowac¢ rzut kostka k6?

Jakie jest prawdopodobieristwo ukoniczenia n-polowej gry w Chin-
czyka w co najmniej m rzutach kostka (zakltadamy, ze tor gry jest
liniowy i w grze nie ma dodatkowych utrudnieri/utatwiert)? Nary-

suj wykresy p(n) i p(m).

Napisz program#3, ktéry symuluje dziatanie nieistniejacej fizycznie
kostki k13. Narysuj histogram uzyskanych wynikéw.

Napisz program#4, ktéry symuluje rzucanie dwiema kostkami k7 i
liczy sume ich oczek. Narysuj histogram uzyskanych wynikéw.

Rozstrzygnij czy jest mozliwe, a jesli tak, opisz jak, majac do dys-
pozydji kostki k6, k10 i k4 wylosowa¢ z rozkltadu réwnomiernego
liczby catkowite z przedziatéw [1,11], [1,24], [1,50].

Jakie jest prawdopodobieristwa trafienia n-tki w duzego lotka?
Narysuj wykres p(n) dlan=1,...,6.

Zal6zmy, ze malpa siedzaca przy klawiaturze losuje kazda litere z
réwnym prawdpodobienistwem. Oblicz prawdopodobieristwo, ze
po n wcisnieciach w uzyskanym ciagu liter co najmniej raz pojawi
sie Twoje imie.

Zat6zmy, ze malpa siedzaca przy klawiaturze losuje kazda litere z
réwnym prawdpodobienistwem. Ile liter powinna wcisna¢, zeby z
prawdopodoienistwem 1/2 w wynikowym ciagu znakéw pojawito
sie co najmniej jeden raz "hakunamatata"?

Oblicz jakie jest prawdodopodobienistwo, ze w ustalonym tekscie4>
losowo wybrana litera to a, b lub ¢?

Rzué moneta 200 razy i zapisz wyniki4®. Jakie jest (statystyczne)
prawdopodobienstwo orfa? Czy te wyniki sugeruja, ze moneta jest
symetryczna?

Rzu¢ kostka k6 200 razy i zapisz wyniki#’. Czy kostka, na podsta-
wie tych wynikéw mozna wnioskowa¢, ze kostka jest uczciwa?

# Srodowisko/ narzedzie dowolne.

# Srodowisko/narzedzie dowolne.

4 Dowolny fragment tekstu literackiego
w jezyku polskim, nie krétszy niz 300
znakéw prosze go dotaczy¢ do wyniku.

4 Wyniki prosze dotaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na méj adres e-mail.

4 Wyniki prosze dofaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na méj adres e-mail.



N

N,

L)

N;

s

LT

L 30

L I8

[ I

L JE!

MATERIALY POMOCNICZE - PROBABILISTYKA 12

Sprawdz jak zmieni sie prawdopodobieristwo sifowego ztamania
hasta#® jesli uzywamy tylko liter [a — z], gdy dodamy do nich
litery [A — Z]. Narysuj wykres tej r6znicy w funkgcji dtugosci hasta
n.

Sprawdz jak zmieni sie prawdopodobienstwo sitowego ztamania
hasta# jesli uzywamy tylko liter [a — z] i [A — Z], gdy dodamy do
nich cyfry [0 — 9]. Narysuj wykres tej roznicy w funkcji dtugosci
hasta n.

Sprawdz jak zmieni sie¢ prawdopodobiefistwo sitowego ztamania
hasta®° jesli uzywamy tylko liter [a — z] , gdy dodamy do nich
litery [A — Z] i cyfry [0 — 9]. Narysuj wykres tej réznicy w funkgji
diugosci hasta n.

Rozstrzygnij, czy, w ataku sitowym, bezpieczniejsze jest hasto

o diugosci n; i alfabecie o m; znakéw czy takie o diugosci n i
alfabecie o my znakéw, przy czym n; < Np, ale mq > my. Wnioski
podaj tez dla konretnych wartoéci tych parametréw.

Rozstrzygnij, czy dla hasta o dtugosci n i alfabecie o m znakéw,
bardziej zabezpieczymy je przed atakiem sitowym inkrementujac n
czy m.

Zal6zmy, ze uzywasz stownikowego hasta>*. Sprawdz o ile wiek-
sze sa szanse jego stfownikowego zfamania, niz ma to miejsce w
przypadku ataku sitowego>>. Narysuj zaleznos¢ tej réznicy w
funkcji dtugosci hasta.

Rzué moneta 200 razy i zapisz wyniki>3. Jakie jest (statystyczne)
prawdopodobienstwo nastepujacej po sobie pary orzel-reszka? Czy
jest zgodne z przewidywaniem teoretycznym dla symetrycznej
monety?

Rzué moneta 200 razy i zapisz wyniki>4. Jakie jest (statystyczne)
prawdopodobienstwo nastepujacej po sobie pary reszka-reszka?
Czy jest zgodne z przewidywaniem teoretycznym dla symetrycz-
nej monety?

Rzué moneta 200 razy i zapisz wyniki>. Jakie jest (statystyczne)
prawdopodobieristwo nastepujacej po sobie pary reszka-orzet? Czy
jest zgodne z przewidywaniem teoretycznym dla symetrycznej
monety?

Rzu¢ 2 kostkami k6 100 razy i zapisz wyniki®. Jaki jest rozklad
sum oczek z kazdego rzutu?

Sprawdz empiryczny rozklad cyfr w losowaniach lotto>”. Narysuj

# Zaktadamy, ze przeciwnik zna dtu-
gos¢ naszego hasta i zbiér liter.

49 Zakladamy, ze przeciwnik zna dtu-
gos¢ naszego hasta i zbior liter.

5 Zakladamy, ze przeciwnik zna dtu-
gos¢ naszego hasla i zbior liter.

51 Prosze niezwlocznie zmieni¢ hasto, to
nie jest bezpieczne! A na potrzeby zada-
nia zal6zmy, ze w bazie stownikowych
haset nieprzyjaciela jest 10* hasel.

52 Przyjmijmy, ze hasto ma 6 znakéw i
wykorzystuje symbole [a —z] [A — Z] i
[0-9].

53 Wyniki prosze dotaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na méj adres e-mail.

> Wyniki prosze dotaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na moj adres e-mail.

5 Wyniki prosze dofaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na méj adres e-mail.

5 Wyniki prosze dotaczy¢ do wyniku i
przesta¢ mailem na méj adres e-mail.

57www. lotto.pl/lotto/
wyniki-i-wygrane/statystyki
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wykresy dla min. 3 wybranych przedziatléw czasowych i skomen-
tuj réznice /braki réznic miedzy nimi.

Sprawdz empiryczny rozklad cyfr w losowaniach lotto>®. Narysuj

wykresy dla min. 3 wybranych przedziatéw czasowych i skomen-
tuj réznice/braki réznic miedzy nimi.

Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wpisujac w wyszukiwarke
www.lotto.pl/lotto/wyniki-i-wygrane/sprawdz-szostke losowa
szo6stke liczb trafimy wygrana?

58 www.lotto.pl/lotto/
wyniki-i-wygrane/statystyki

13


www.lotto.pl/lotto/wyniki-i-wygrane/statystyki
www.lotto.pl/lotto/wyniki-i-wygrane/statystyki
www.lotto.pl/lotto/wyniki-i-wygrane/sprawdz-szostke

MATERIALY POMOCNICZE - PROBABILISTYKA 14

W2: Ciggle mysle o probabilistyce

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

*
*
L 4

Intuicyjne zrozumienie czym sa zmienne losowe i niezaleznos¢.
Opis zmiennych ciagtych — funkcja gestosci prawdopodobieristwa.

Dystrybuanta (F(x) = P(X < x)) jest wazna wielko$cia, pozwala
takze zdefiniowa¢ kwantyle.

Praca domowa

1
)
O3

Q12

Q13

Q14

Czym>9 jest zmienna losowa?
Co® oznacza niezalezno$é¢ dwéch zmiennych losowych?

Podaj przyktady®! zjawisk, w opisie ktérych istotne jest rozstrzy-
gniecie czy odpowiednie zmienne losowe sa niezalezne.

Wyznacz®?

warto$¢ granicy limy e F(x).
Wyznacz®3 wartos¢ granicy limy e F(x).

Udowodnij®4, ze dla rozktadéw ciaglych gestoéé prawdopodobien-
stwa mozna policzy¢ jako pochodna F'.

Udowodnij®, ze dla rozktadéw dyskretnych funkcje masy praw-
dopodobienstwa IP(x;) mozna policzy¢ jako® F(x;) — F(xc_1).

Dla rozkladu ciagtego oblicz granice limy e f(X).
Dla rozktadu ciagtego oblicz granice limy_e0 f(X).

Rozstrzygnij, czy z faktu, ze dwie zmienne losowe ciagle sa nieza-
lezne wynika, ze maja r6zne rozklady.

Rozstrzygnij czy z faktu, ze dwie zmienne losowe dyskretne
sa niezalezne wynika, Ze maja rézne rozkltady.

Rozstrzygnij czy dwie zmienne losowe ciagle o réznych rozkta-
dach musza by¢ od siebie niezalezne.

Rozstrzygnij czy dwie zmienne losowe dyskretne o réznych roz-
kladach musza by¢ od siebie niezalezne.

Udowodnij®7, ze dystrybuanta zmiennej ciaglej jest funkcja niema-
lejaca.

Udowodnij®®, ze dystrybuanta zmiennej dyskretnej jest funkcja
niemalejaca.

% Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wilasnymi stowami, a nie przepisujac
definicje.

¢ Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wilasnymi stowami, a nie przepisujac
definicje.

® Minimum 3, r6zne niz na wyktadzie.

% Wychodzac z definicji dystrybuanty
F.
% Wychodzac z definigji dystrybuanty
F.
% Wychodzac z definicji dystrybuanty
F.

% Wychodzac z definigji dystrybuanty
F.

% Gdzie {xt, k = 0,1,2,...,}

to nosnik, przy czym przyjmujemy

F (x,l) =0.

¢ Wychodzac z definigji.

% Wychodzac z definigji.
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Dla ciagtej zmiennej X wyraz przez dystrybuante IP(X > 0).
Znajdz zwarty wzoér na dystrybuante rozkladu geometrycznego.

Znajdz zwarty wzér na dystrybuante ciaglego rozkladu jednostaj-
nego.

Znajdz zwarty wzor na dystrybuante dyskretnego rozkladu jedno-

stajnego.

Znajdz zwarty wzér na dystrybuante rozkladu Zipfa.

Znajdz zwarty wzér na dystrybuante rozkladu wyktadniczego.
Znajdz zwarty wzoér na dystrybuante rozkladu Cauchy’ego.
Znajdz zwarty wzor na dystrybuante rozkladu Bernoulliego.
Co, intuicyjnie, oznacza p-ty kwantyl?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady®%) mozna
opisywa¢é rozktadem normalnym?7°?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady”') mozna
opisywac¢ rozkladem wykladniczym?72?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przykiady73) mozna
opisywa¢ rozkltadem log-normalnym?74?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady”>) mozna
opisywa¢ rozktadem gamma7°?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady”7) mozna
opisywa¢ rozktadem x78?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady”9) mozna
opisywa¢ rozktadem Cauchy’ego®°?

Wyznacz analitycznie kwantyle rozkltadu Cauchy’ego.
Wyznacz analitycznie kwantyle rozkltadu geometrycznego.
Wyznacz analitycznie kwantyle rozkladu wyktadniczego.

Wyznacz analitycznie kwantyle dyskretnego rozkladu jednostajne-
go.

Wyznacz analitycznie kwantyle ciaglego rozkladu jednostajnego.

Wyznacz graficznie kwantyle rozkltadu normalnego. Narysuj wy-
kres.

% Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

70 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobienistwa tego
rozkladu zalezy od jego parametréw.

7 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

72 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobieristwa tego
rozkladu zalezy od jego parametréw.

73 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykltadu.

74 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobieristwa tego
rozktadu zalezy od jego parametréw.

75 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wykladu.

76 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobienistwa tego
rozktadu zalezy od jego parametru.

77 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

7 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobieristwa tego
rozkladu zalezy od jego parametru.

7 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

8 Zilustruj wykresem i skomentuj jak
gestos¢ prawdopodobieristwa tego
rozktadu zalezy od jego parametru.
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Wyznacz graficznie kwantyle rozkltadu log-normalnego. Narysuj
wykres.

Wyznacz graficznie kwantyle rozktadu Cauchy’ego. Narysuj wy-
kres.

Wyznacz graficznie kwantyle rozktadu gamma. Narysuj wykres.

Wyznacz numerycznie kwantyle rozkladu normalnego. Narysuj
wykres.

Wyznacz numerycznie kwantyle rozkltadu log-normalnego. Nary-
suj wykres.

Wyznacz numerycznie kwantyle rozkladu wykladniczego. Narysuj

wykres.

Wyznacz numerycznie kwantyle rozkladu gamma. Narysuj wy-
kres.

Wyznacz gesto$¢ prawdopodobieristwa dla zmiennej losowej, dla

ktérej kwantyle dane sa przez Q(u) = u?.

Wyznacz gestoé¢ prawdopodobienistwa dla zmiennej losowej, dla

ktorej kwantyle dane sa przez Q(u) = u°.

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego®* IP(—0.1 <
X <41).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego®? P(—1.2 <
X < —=0.2).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego®3 (0.1 <
X <11).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozkladu normalnego®+ IP(0.5 <
X <0.6).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozkladu normalnego® P(—0.1 <
X <0.1).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego®® P(—0.2 <
X <0.2).

Odczytaj z tablicy dystrybuanty rozktadu normalnego®” IP(—0.3 <
X <0.3).

Zmierz 20-krotnie czas opadania metalowej kulki z ustalonej wy-
soko$¢ przy uzyciu stopera. Sprawdz czy histogram wynikéw
przypomina rozklad normalny. Skomentuj wynik.

8 Por. str. 361-362 w czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 W czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 w czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 W czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 W czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 W czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.

8 Por. str. 361-362 W czarnym podreczniku
Jakubowskiego i Sztencla.
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Zmierz 20-krotnie dtugos¢ swojego pokoju przy pomocy 20cm-
owej linijki. Sprawdz czy histogram wynikéw przypomina rozklad
normalny. Skomentuj wynik.

Zmierz 20-krotnie $rednice jabtka. Sprawdz czy histogram wyni-
kéow przypomina rozklad normalny. Skomentuj wynik.

Zmierz 20-krotnie czas opadania metalowej kulki z ustalonej wy-
soko$¢ przy uzyciu stopera. Sprawdz czy histogram wynikéw
przypomina rozklad normalny. Skomentuj wynik.

Zmierz 20-krotnie dtugos¢ swojego pokoju przy pomocy 20cm-
owej linijki. Sprawdz czy histogram wynikéw przypomina rozklad
normalny. Skomentuj wynik.

Zmierz 20-krotnie érednice jabtka. Sprawdz czy histogram wyni-
kéw przypomina rozklad normalny. Skomentuj wynik.

Rzu¢ 30 razy dwiema kostkami k6. Narysuj empiryczna dystrybu-
ante zmiennej losowej opisujacej ich sume.

Rzu¢ 30 razy dwiema kostkami k6. Narysuj empiryczna dystrybu-
ante zmiennej losowej opisujacej ich iloczyn.

17
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W3: Czy tego oczekiwalismy?

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

# Definicja i podstawowe wilasnosci momentéw zmiennej losowej.
€ Czym sa estymatory i dlaczego ich potrzebujemy?

# Prezentowanie danych — wykresy skrzynkowe i histogramy.

Praca domowa

O1 Czy kazdy rozklad ciagly posiada skoriczony pierwszy moment?
Jesli nie to, jaki musi by¢ rozklad aby go miec¢?

Oy Czy kazdy rozktad dyskretny posiada skoriczony pierwszy mo-
ment? Jedli nie to, jaki musi by¢ rozktad aby go mie¢?

O3 Czy kazdy rozklad ciagly posiada skoriczony drugi moment? Jesli
nie to, jaki musi by¢ rozktad aby go mie¢?

Q4 Czy kazdy rozktad dyskretny posiada skoriczony drugi moment?
Jesli nie to, jaki musi by¢ rozklad aby go mie¢?

Os Czy rozklad dyskretny o ograniczonym nosniku moze nie mieé¢
skoniczonego pierwszego momentu? Dlaczego?

O Czy rozkifad ciagly o ograniczonym no$niku moze nie mie¢ skoni-
czonego pierwszego momentu? Dlaczego?

O7 Czy rozkiad dyskretny o ograniczonym nosniku moze nie mie¢
skoriczonego drugiego momentu? Dlaczego?

Og Czy rozklad ciagly o ograniczonym nosniku moze nie mie¢ skon-
czonego drugiego momentu? Dlaczego?

% Inny niz na wykladzie.

Qg Podaj przyktad® ciagtego rozkladu prawdopodobieristwa, ktéry
nie ma skoriczonego drugiego momentu.

% Inny niz na wykladzie.

Q10 Podaj przyktad®® dyskretnego rozktadu prawdopodobieristwa,
ktéry nie ma skoniczonego drugiego momentu.

O11 Czy dla préby wylosowanej z rozkltadu bez skoriczonego pierw-
szego momentu mozna policzy¢ $rednia? Czy nalezy ja liczy¢?
Dlaczego?

Q12 Jaka informacje niesie érednia arytmetyczna préby wylosowanej z
rozktadu o skoficzonym pierwszym momencie?

Q13 Jaka informacje niesie érednia arytmetyczna proby wylosowanej z
rozkladu o nieskoriczonym pierwszym momencie?

18
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O1a Czy moze istnie¢ rozkltad ciagly, dla ktérego istnieje skoriczony
drugi moment, ale nie istnieje skoriczony pierwszy?9°

O15 Czy moze istnie¢ rozktad dyskretny, dla ktérego istnieje skoriczony o Jesl tak I q
* Jesli tak, to go podaj, jesli nie uzasad-

drugi moment, ale nie istnieje skoficzony pierwszy?9* nj, Ze to niemozliwe.

&1 Wyprowadz zwarty wzér na dowolny moment rozkladu dwu-
punktowego.

{2 Wyprowadz zwarty wzér na dowolny moment dyskretnego roz-
ktadu jednostajnego.

{3 Wyprowadz zwarty wzér na pierwszy moment rozkladu geome-
trycznego.

{4 Wyprowadz zwarty wzoér na drugi moment rozkltadu geometrycz-
nego.

{5 Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozktadu Poissona.
$s Wyprowadz zwarty wzor na drugi moment rozkladu Poissona.

{7 Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozkladu Bernoul-
liego.

$s Wyprowadz zwarty wzor na drugi moment rozkladu Bernoulliego.
{9 Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozktadu Zipfa.
10 Wyprowadz zwarty wzér na drugi moment rozkladu Zipfa.
$11 Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozkladu zeta.

{12 Dlaczego, pomimo bardzo podobnych wzoréw na funkcje masy
prawdopodobieristwa rozklad Zipfa posiada skoriczone momenty,
a rozklad zeta nie?

{13 Dla jakich wartosci wykladnika s rozktad zeta posiada skoriczony
pierwszy moment?

{14 Dla jakich warto$ci wykladnika s rozktad zeta posiada skoriczony
drugi moment?

{15 Dla jakich wartosci wyktadnika s rozklad zeta posiada skoriczony
trzeci moment?

& Wyprowadz zwarty wzoér na dowolny moment ciagltego rozktadu
jednostajnego.
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Wyprowadz zwarty wzor na dowolny nieparzysty moment rozkla-
du normalnego N (0,1).

Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozkladu wyktad-
niczego.

Wyprowadz zwarty wzor na drugi moment rozktadu wykfadni-
czego.

Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozktadu log-
normalnego.

Wyprowadz zwarty wzor na drugi moment rozkltadu log-normalnego.
Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozktadu gamma.
Wyprowadz zwarty wzér na drugi moment rozkladu gamma.
Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozkladu chi.
Wyprowadz zwarty wzoér na drugi moment rozktadu chi.

Wyprowadz zwarty wzér na pierwszy moment rozktadu Cau-
chy’ego lub uzasadnij, ze to niemozliwe.

Wyprowadz zwarty wzor na pierwszy moment rozkladu Pareto.

Dla jakich warto$ci wyktadnika « rozktad Pareto posiada skoriczo-
ny pierwszy moment?

Dla jakich wartosci wyktadnika « rozklad Pareto posiada skoriczo-
ny drugi moment?

Dla jakich wartosci wyktadnika « rozktad Pareto posiada skoriczo-
ny trzeci moment?

Dla uzyskanych przez siebie we wczesniejszych zadaniach da-
2 . . 92 Osoby, ktore jeszcze nie rzucaly
nych9? z rzutu kostka k6 narysuj wykres S(n), gdzie

kostka proszone sa o wyrzucenie 200

20

wynikéw i przestanie ich na méj adres

S (7/1) _ 1 i ar, e-mail w pliku tekstowym.
"=

gdzie k to numer uzyskanego rzutu a; € {1,2,3,4,5,6}. Czy
i do jakiej wartosci zbiega uzyskany wykres? Narysuj wykres
skrzynkowy dla peinych danych (200 rzutéw).
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Wa: Po jednym warunkiem

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

L 4

4

*

Prawdopodobienstwo warunkowe.
Wz6r Bayesa.

Whnioskowanie Bayesowskie.

Praca domowa

1

)
O3
Q4
Os
Os

Q9

Q10

Q14
Q15

Czy z faktu, ze trzy zdarzenia A, B i C sa niezalezne parami wyni-
ka, ze sa niezalezne tacznie?

Czym93 jest prawdopodobieristwo warunkowe?

O czym moéwi%* wzér Bayesa?

Jak nalezy rozumie¢ 95 wzér na prawdopodobieristwo catkowite?
Jak nalezy rozumie¢ 9 wzér taricuchowy?

Dlaczego wzér Bayesa nie zachodzi dla rodziny zmiennych H;
niebedacej rozbiciem? Podaj dwa r6zne%” przyktady.

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady9®) mozna
opisywac przy pomocy prawdopodobienistwa warunkowego?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady®?) mozna
opisywa¢ przy pomocy wzoru Bayesa?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyklady'°°) mozna
opisywa¢ przy pomocy wzoru na prawdopodobienistwo catkowite?

Jaki rzeczywisty proces lub zjawisko (min. 3 przyktady'°") mozna
opisywa¢ przy pomocywzoru taficuchowego?

Uzasadnij poprawnos¢ metody drzewek wychodzac ze wzoru
fancuchowego.

Czy jesli zdarzenie B zwieksza szanse zajécia zdarzenia A, to
zdarzenie A zwieksza szanse zajscia zdarzenia B?

Czy jesli zdarzenie B zmniejsza szanse zajécia zdarzenia A, to
zdarzenie A zmniejsza szanse zajscia zdarzenia B?

Narysuj graficzna reprezentacje'® IP(A N B|C).

Narysuj graficzna reprezentacje'®3 P(A|BNC).

9 Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wlasnymi slowami, a nie przepisujac
definigje.

94 Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wlasnymi slowami, a nie przepisujac
definigje.

% Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wlasnymi slowami, a nie przepisujac
definicje.

% Prosze odpowiedzie¢ intuicyjnie,
wilasnymi stowami, a nie przepisujac
definicje.

9 Wymagania definicji moga by¢
niespelnione z co najmniej dwdéch
podstawowych powodoéw.

98 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

9 Przyktady powinny by¢ rézne od tych
z wyktadu.

1 Przyktady powinny by¢ rézne od
tych z wyktadu.

ot Przyktady powinny byé¢ rézne od
tych z wykladu.

02 Podobna do tych z wyktadu.

193 Podobna do tych z wykladu.
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Rozwazmy gre, w ktérej gracz wybiera jedna z trzech kart, dwie

z znich skutkuja nagroda, a jedna nie. Gracz wybrat jedna z kart,
po czym rozdajacy odstania jedna z pozostatych dwéch, ktéra
kryje nagrode. Gracz moze zmieni¢ swéj pierwotny wybér na
druga nieodstonieta karte. Czy i o ile taka zmiana zwieksza szanse
zwyciestwa?

Alicja, Barbara i Cezary po napisaniu egzaminu w pewien spo-
s6b dowiedzieli sig, ze zdato go tylko jedno z nich. Alicja pyta

Z1osliwego Wyktadowce o to kim jest ta osoba, ale w odpowiedzi
14 Zakladamy, Ze poza zlosliwoscia

dostaje tylko informacje'®4, Ze egzaminu na pewno nie zaliczyt Ce- wykladowca jest prawdoméwny.

zary, cieszy sie wiec, oceniajac, Ze jej szanse na zaliczenie wzrosly
z1/3 do 1/2. Gdzie popelnia biad?

Rozwazmy n monet, z ktérych k jest asymetrycznych i reszka
wypada na nich érednio 2 razy czesciej niz orzel. Wybieramy
losowo monete i w wyniku rzutu widzimy orla. Jaka jest szansa,
ze byla to moneta asymetryczna?

W fabryce butéw na 2n par k skiada sie z dwéch lewych butéw, a
pozostate sa dobre. Jak zapakowac te buty do dwéch paczek po n

105 Kontroler sprawdza jedna pare z

par kazda, zeby szansa na wykrycie btedu przez kontrolera’®> byla losowo wybranej paczki 45x

jak najmniejsza?

Po rzucie 3 kostkami k10 wiemy tylko, ze na kazdej z nich wy-
padia inna liczba oczek. Jakie sa prawdopodobienistwa, ze: a) na
zadnej nie wypadta 9, b) na pewnej kostce wypadta 9?

Rozwazmy gre, w ktérej gracz wybiera jedna z trzech kart, dwie

z znich skutkuja nagroda, a jedna nie. Gracz wybrat jedna z kart,
po czym rozdajacy odslania jedna z pozostatych dwdch, ktéra
kryje nagrode. Gracz moze zmieni¢ swoj pierwotny wyboér na
druga nieodstonieta karte. Czy i o ile taka zmiana zwieksza szanse
zwyciestwa?

Alicja, Barbara i Cezary po napisaniu egzaminu w pewien spo-
sob dowiedzieli sie, ze zdato go tylko jedno z nich. Alicja pyta

Ztosliwego Wykladowce o to kim jest ta osoba, ale w odpowiedzi

" 106 Zaktadamy, ze poza zlosliwoscia

dOStaje tylko informaCje wykladowca jest prawdomdwny.

, ze egzaminu na pewno nie zaliczyt Ce-
zary, cieszy sie wiec, oceniajac, ze jej szanse na zaliczenie wzrosty

z 1/3 do 1/2. Gdzie popelnia btad?

Rozwazmy n monet, z ktérych k jest asymetrycznych i reszka
wypada na nich $rednio 2 razy czesciej niz orzet. Wybieramy
losowo monete i w wyniku rzutu widzimy orla. Jaka jest szansa,
ze byla to moneta asymetryczna?

22
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W fabryce butéw na 2n par k sktada sie z dwéch lewych butéw, a
pozostale sa dobre. Jak zapakowac¢ te buty do dwéch paczek po n
par kazda, zeby szansa na wykrycie btedu przez kontrolera®™” byta
jak najmniejsza?

Po rzucie 3 kostkami k10 wiemy tylko, ze na kazdej z nich wy-
padia inna liczba oczek. Jakie sa prawdopodobienistwa, ze: a) na
zadnej nie wypadia 9, b) na pewnej kostce wypadta 9?

Rozwazmy gre, w ktérej gracz wybiera jedna z trzech kart, dwie

z znich skutkuja nagroda, a jedna nie. Gracz wybrat jedna z kart,
po czym rozdajacy odstania jedna z pozostatych dwoch, ktéra
kryje nagrode. Gracz moze zmieni¢ swdj pierwotny wybor na
druga nieodstonieta karte. Czy i o ile taka zmiana zwieksza szanse
zwyciestwa?

Alicja, Barbara i Cezary po napisaniu egzaminu w pewien spo-
s6b dowiedzieli sig, ze zdalo go tylko jedno z nich. Alicja pyta
Zlosliwego Wykladowce o to kim jest ta osoba, ale w odpowiedzi
dostaje tylko informacje’®®, ze egzaminu na pewno nie zaliczyt Ce-
zary, cieszy sie wiec, oceniajac, ze jej szanse na zaliczenie wzrosly
z1/3 do 1/2. Gdzie popelnia blad?

Rozwazmy n monet, z ktérych k jest asymetrycznych i reszka
wypada na nich $rednio 2 razy czesciej niz orzet. Wybieramy
losowo monete i w wyniku rzutu widzimy orfa. Jaka jest szansa,
ze byla to moneta asymetryczna?

W fabryce butéw na 2n par k sktada sie z dwéch lewych butéw, a
pozostale sa dobre. Jak zapakowac¢ te buty do dwéch paczek po n
par kazda, zeby szansa na wykrycie bledu przez kontrolera’® byla
jak najmniejsza?

Po rzucie 3 kostkami k10 wiemy tylko, ze na kazdej z nich wy-
padia inna liczba oczek. Jakie sa prawdopodobienistwa, ze: a) na
zadnej nie wypadia 9, b) na pewnej kostce wypadta 9?

119Test na rzadka chorobe™" daje falszywie pozytywna odpowiedz

u p% zdrowych, a u chorych zawsze daje poprawna, pozytywna, od-

powiedz'"?. Jaka jest szansa''3 S, ze osoba z pozytywnym wynikiem

jest zdrowa?

&

&

Narysuj wykres S(p) przy zatozeniu N = 10°. Odczytaj wartosci
dla p =1,5,10%.

Narysuj wykres S(N) przy zatozeniu p = 5%. Odczytaj wartosci
dla N = 10, 10%, 10°.

17 Kontroler sprawdza jedna pare z
losowo wybranej paczki.45x

18 Zaktadamy, ze poza ztogliwoscéia
wykladowca jest prawdomowny.

9 Kontroler sprawdza jedna pare z
losowo wybranej paczki.

"° Uwaga! Powyzsze zadanie jest
obowiazkowe dla wszystkich, ponizej
zamieszczam indywidualne dodatki.

" To znacy, ze chora jest $rednio jedna
osoba na N i N jest duze (np. ok. 10%).
2 To znaczy, Ze test ma czuto$¢ 100% i
swoistos¢ (100 — p)%.

3 Przy wnioskowaniu tylko z wyniku
testu
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Zakladaja¢, ze N = 10°, a p = 5% narysuj proporcjonalny rysunek
oznaczajac kazde ze zdarzen elementarnych''4 figura geometrycz-
na o ksztalcie proporcjonalnym do prawdopodobieristwa

Narysuj wykres S(p) przy zalozeniu N = 103. Odczytaj wartosci
dla p =1,5,10%.

Narysuj wykres S(N) przy zatozeniu p = 5%. Odczytaj wartosci
dla N = 10, 10%, 10°.

Zakladaja¢, ze N = 10%, a p = 5% narysuj proporcjonalny rysunek
oznaczajac kazde ze zdarzen elementarnych''> figura geometrycz-
na o ksztalcie proporcjonalnym do prawdopodobienistwa

Narysuj wykres S(p) przy zatozeniu N = 10°. Odczytaj wartosci
dla p =1,5,10%.

Narysuj wykres S(N) przy zalozeniu p = 5%. Odczytaj wartosci
dla N = 10, 10%, 10°,

Zakltadaja¢, ze N = 103, a p = 5% narysuj proporcjonalny rysunek
oznaczajac kazde ze zdarzeri elementarnych'® figura geometrycz-
na o ksztalcie proporcjonalnym do prawdopodobieristwa

Narysuj wykres S(p) przy zatozeniu N = 103. Odczytaj wartosci
dla p =1,5,10%.

Narysuj wykres S(N) przy zatozeniu p = 5%. Odczytaj wartosci
dla N = 10, 10%, 10°.

Zaktadaja¢, ze N = 103, a p = 5% narysuj proporcjonalny rysunek
oznaczajac kazde ze zdarzen elementarnych''7 figura geometrycz-
na o ksztalcie proporcjonalnym do prawdopodobieristwa

Narysuj wykres S(p) przy zatozeniu N = 103. Odczytaj wartosci
dla p = 1, 5, 10%.

Narysuj wykres S(N) przy zalozeniu p = 5%. Odczytaj wartosci
dla N = 10, 10%, 10°.

Zakladaja¢, ze N = 10°, a p = 5% narysuj proporcjonalny rysunek
oznaczajac kazde ze zdarzen elementarnych®'® figura geometrycz-
na o ksztalcie proporcjonalnym do prawdopodobieristwa

@5 Dla wektora™?9 stopni wierzchotkéw sasiadow w sieci spotecz-

nosciowej®° {ky, ky, ... kn} narysuj wykres skrzynkowy. Opisz
i skomentuj wykres, wyciagnij z niego wnioski o naturze roz-
kadu stopni wierzchotkéw w sieci spotecznosciowe;.

"4 Poprawna diagnoza pozytywna, po-
prawna diagnoza negatywna, falszywie
pozytywna i falszywie negatywna.

5 Poprawna diagnoza pozytywna, po-
prawna diagnoza negatywna, falszywie
pozytywna i falszywie negatywna.

116 Poprawna diagnoza pozytywna, po-
prawna diagnoza negatywna, falszywie
pozytywna i falszywie negatywna.

"7 Poprawna diagnoza pozytywna, po-
prawna diagnoza negatywna, falszywie
pozytywna i falszywie negatywna.

18 Poprawna diagnoza pozytywna, po-
prawna diagnoza negatywna, falszywie
pozytywna i falszywie negatywna.

9 Sasiadem nazywamy osobe pota-
czona krawedzia, stopieni wierzchotka
to liczba krawedzi jakie do/z niego
trafiaja.

2* Mozna wykorzysta¢ dane dotyczace
wiasnych znajomych z wybranej sieci
(minimum N > 50, prosze mi ich nie
przesylac.), a gdyby ktos nie chciat/nie
mogt pobiera¢ takich danych na mojej
stronie mozna pobra¢ dane syntetyczne.
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Ws: Porozmawiajmy o Centralnym

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

*
L 4

Opis testow diagnostycznych.

Prawa wielkich liczb.

Praca domowa

91

Vi

O3
O4

Os

Os

Oz
Os

Oy

Q10

Q12

121

Podaj przyktady dwéch ciagéw'?*, z ktérych jeden spetnia, a drugi

nie spetnia zatozeri SPWL.

Wyjasnij jak przy pomocy nieré6wnosci'*?
p (152 —ESi| A DZSn’
n e2n?

udowodni¢ SPWL Markowa.

Przy pomocy MPWL wyjasnij wyniki zadania & z listy W3.

Udowodnij twierdzenie Poissona, przeliczajac wystepujaca w jego
tezie granice przy zatozeniu upraszczajacym np, = A.

Podaj przyklady dwoéch ciagéw™?3, z ktérych jeden spelnia, a drugi
nie spetnia zatozeri SPWL.

Wyijasnij jak przy pomocy nieréwnosci'>4

]P<|S”_]ES”|>€)<

n
udowodni¢ SPWL Markowa.
Przy pomocy MPWL wyijasnij wyniki zadania # z listy W3.

Udowodnij twierdzenie Poissona, przeliczajac wystepujaca w jego
tezie granice przy zatozeniu upraszczajacym np, = A.

Podaj przyktady dwéch ciagéw'?>, z ktérych jeden spelnia, a drugi
nie spetnia zatozern SPWL.

Wyjasnij jak przy pomocy nieréwnosci®

]P<|SVI_]ESYI| 28) g
n

udowodni¢ SPWL Markowa.
Przy pomocy MPWL wyjasnij wyniki zadania & z listy W3.

Udowodnij twierdzenie Poissona, przeliczajac wystepujaca w jego
tezie granice przy zalozeniu upraszczajacym np, = A.

2 Innych niz na wyktadzie i ¢wicze-
niach

122 Bedgca wnioskiem z nieréwnoéci
»
Markowa P(|X| > ¢) < ]EL);‘ .

23 Innych niz na wykladzie i ¢wicze-
niach

24 Bedaca wnioskiem z nieréwnosci
2
Markowa P(|X| > ¢) < ]EL);‘ .

25 Innych niz na wyktadzie i ¢wicze-
niach

126 Bedaca wnioskiem z nieréwnosci
[4
Markowa P(|X]| > ¢) < ]EL);‘ .
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Podaj przyklady dwoch ciagéw?7, z ktérych jeden spelnia, a drugi
nie spelnia zalozeri SPWL.

Przy pomocy MPWL wyjasnij wyniki zadania & z listy W3.

Udowodnij twierdzenie Poissona, przeliczajac wystepujaca w jego
tezie granice przy zatozeniu upraszczajacym np, = A.

Stosujac twierdzenie Poissona wyznacz asymptotyczny rozkltad
prawdopodobienstwa pojawienia sie n trafionych ,sz6stek” w
jednym losowaniu Lotto.

Stosujac twierdzenie Poissona’® odpowiedz na pytanie jakie jest 12 Dlaczego mozemy je tu stosowac?
prawdopodobienstwa, ze stodka butka ma w érodku (1) jeden

rodzynek oraz (2) 5 rodzynkoéw, jesli érednio zawiera 3 rodzynki.

Wyznacz w przyblizeniu (z twierdzenia Poissona) jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze wéréd losowo wybranych 100 oséb 5 urodzito
sie w jeden z dwoch dni Swiat Bozego Narodzenia.

Stosujac twierdzenie Poissona®™® odpowiedz na pytanie ile $rednio _ )
. . ) ] 29 Dlaczego mozemy je tu stosowac?

rodzynkéw powinna zawiera¢ stodka butka, zeby z prawdopo-

dobieristwem 0.99 losowe ciastko zawierato co najmniej jeden

rodzynek?

Dwdch korektoréw przeczytato ksiazke. Pierwszy znalazt 191
btedéw, drugi 152, przy czym btedéw znalazionych przez obu byto
99. Czy byli to dobrzy korektorzy (odpowiedz ilosciowo)?

Stosujac twierdzenie Poissona wyznacz asymptotyczny rozkltad
prawdopodobienstwa pojawienia sie n trafionych , piatek” w jed-
nym losowaniu Lotto.

Stosujac twierdzenie Poissona’3° odpowiedz na pytanie jakie jest
prawdopodobienstwa, ze stodka butka ma w $rodku (1) 2 rodzynki 7" Dlaczego mozemy je tu stosowac?

oraz (2) 10 rodzynkéw, jesli Srednio zawiera 2 rodzynki.

Wyznacz w przyblizeniu (z twierdzenia Poissona) jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze wéréd losowo wybranych 200 os6b 3 urodzity
sie w jeden z dwbch dni Swiat Wielkanocnych.

Stosujac twierdzenie Poissona’3"* odpowiedz na pytanie ile $red-

nio rodzynkéw powinna zawiera¢ stodka buika, zeby z prawdo- " Dlaczego mozemy je tu stosowac?
podobienistwem 0.99 losowe ciastko zawierato co najmniej trzy

rodzynki?

Dwdch korektoréw przeczytato ksiazke. Pierwszy znalazt 181
btedéw, drugi 143, przy czym bledéw znalazionych przez obu byto
95. Czy byli to dobrzy korektorzy (odpowiedz ilosciowo)?
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Stosujac twierdzenie Poissona wyznacz asymptotyczny rozkiad
prawdopodobienistwa pojawienia sie n trafionych ,,czwoérek” w
jednym losowaniu Lotto.

Stosujac twierdzenie Poissona’3* odpowiedz na pytanie jakie jest
prawdopodobienstwa, ze stodka butka ma w érodku (1) 0 rodzy-
nek oraz (2) 15 rodzynkéw, jesli srednio zawiera 5 rodzynkéw.

Wyznacz w przyblizeniu (z twierdzenia Poissona) jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze wéréd losowo wybranych 400 oséb 10 urodzi-
1o sie w 5 sierpnia.

Stosujac twierdzenie Poissona'33 odpowiedz na pytanie ile srednio
rodzynkéw powinna zawiera¢ stodka butka, zeby z prawdopodo-
bieristwem 0.99 losowe ciastko zawierato co najwyzej 5 rodzyn-
kow?

Dwdch korektoréw przeczytato ksiazke. Pierwszy znalazt 151
btedéw, drugi 182, przy czym btedéw znalazionych przez obu byto
94. Czy byli to dobrzy korektorzy (odpowiedz ilociowo)?

W pewnej grupie wiekowej na chorobe wiericowa cierpi 8% mez-

czyzn i 2% kobiet. Wylosowano z tej grupy mezczyzne i kobiete, by
poddac ich prébie wysitkowej34. Oblicz dla kazdego z nich

&

&>
&
&,

&5
&
&7

&3
&
&0

L 3%

Prawdopodobienistwo, ze préba wysitkowa doprowadzita do pra-
widlowej diagnozy.

Prawdopodobieristwo, Ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora.
Prawdopodobieristwo, Ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdrowa.

Prawdopodobienistwo, ze préba wysitkowa doprowadzila do pra-
widlowej diagnozy.

Prawdopodobieristwo, ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora.
Prawdopodobieristwo, ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdrowa.

Prawdopodobienistwo, ze préba wysitkowa doprowadzita do pra-
widlowej diagnozy.

Prawdopodobieristwo, Ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora.
Prawdopodobieristwo, Ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdrowa.

Prawdopodobieristwo, ze préba wysitkowa doprowadzita do pra-
widlowej diagnozy.

Prawdopodobienistwo, ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora.

32 Dlaczego mozemy je tu stosowac?

33 Dlaczego mozemy je tu stosowac?

34 Tak jak w zadaniu z wykfadu,
czulos¢ testu to 65%, a jego swoistos¢
85%.

27
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Prawdopodobienistwo, ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdrowa.

Prawdopodobieristwo, ze préba wysitkowa doprowadzita do pra-
widlowej diagnozy.

Prawdopodobienistwo, ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora.

Prawdopodobieristwo, ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdrowa.

Podziel sw6j zbiér 200 rzutéw kostka k6 na 25 ciagéw X3, ..., Xs.
Dla kazdego takiego ciagu oblicz Sy, ..., Sg. Narysuj osiem histo-

graméw dla kazdej z tych wielkoéci. Oblicz tez wartoéci Srednie S,
35 Najlepiej na rysunku, podobnym do

i poré6wnaj je z przewidywaniami praw wielkich liczb*35 tego z wyktadu.
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We6: O estymie estymatora.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

L 4

2

*

zastosowania Mocnego Prawa Wielkich Liczb.
Centralne Twierdzenie Graniczne.

Definicje estymatoréw i ich najwazniejsze cechy.

Praca domowa

1

)

O3

Q4

Os

Oz

Os

Oy

Q10

Q13

Wryjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)

czym jest statystyka'3°.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
to znaczy, ze estymator jest obciazony.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
to znaczy, ze estymator jest nieobciazony.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
to znaczy, ze estymator jest asymptotycznie nieobciazony.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
to znaczy, ze estymator jest zgodny.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
to znaczy, ze estymator jest efektywny.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
dlaczego od dobrego estymatora oczekujemy, zeby byl zgodny.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
dlaczego od dobrego estymatora oczekujemy, zeby byt co najmniej
asymptotycznie nieobcigzony.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
dlaczego od dobrego estymatora oczekujemy, zeby byt efektywny.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym sa metody Monte Carlo.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest dystrybuanta empiryczna.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) na
czym polega czestosciowa definicja prawdopodobieristwa.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
moéwi Centralne Twierdzenie Graniczne.

13 Funkgja, a nie dziedzina matematyki.
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Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje) co
méwi Mocne Prawo Wielkich Liczb.

Wyjasnij (wlasnymi stowami, nie przytaczajac sucha definicje)
czym jest estmator.

137 Dane za rok 1998.

W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw'37 i kazdy z nich moze
pomyli¢ sie przy wypetnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomyiki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej EX; = 0
oraz 0y/D2X; = 102PLN. Jaka jest szansa, Ze straty pafistwa w
wyniku tych bltedéw przekrocza jeden grosz na podatnika? A 5
groszy?

W pewnym wojewddztwie jest n = 10* podatnikéw i kazdy z
nich moze pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego,
przy czym wartoé¢ pomylki opisuje zmienna losowa X, dla kto-
rej EX; = Oorazo = /D2X; = 102PLN. Jaka jest szansa, ze
straty pafistwa w wyniku tych btedéw przekrocza jeden grosz na
podatnika? A 5 groszy?

W ramach prac domowych rzucili Pafistwo tacznie kostkami k6 ok.
n = 10* razy. Ile wynosi prawdopodobieristwo, ze suma wyrzuco-
nych oczek miesci sie miedzy 34500 a 355007

138 Dane za rok 1998.

W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw?3® i kazdy z nich moze
pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X, dla ktérej EX; = 0
oraz 0\/D2X; = 10°PLN. Jaka jest szansa, ze straty pafistwa

w wyniku tych btedéw przekrocza 2 grosz na podatnika? A 10
groszy?

W pewnym wojewédztwie jest n = 10* podatnikéw i kazdy z
nich moze pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego,
przy czym warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej
EX; = Ooraz 0 = \/D2X; = 10?°PLN. Jaka jest szansa, ze straty
panistwa w wyniku tych btedéw przekrocza 2 grosz na podatnika?
A 10 groszy?

W ramach prac domowych rzucili Paristwo tacznie kostkami k6 ok.
n = 10* razy. Ile wynosi prawdopodobieristwo, ze suma wyrzuco-
nych oczek miesci sie miedzy 34950 a 350507

W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw'3? i kazdy z nich moze ? Dane za rok 1998.

pomyli¢ si¢ przy wypelnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej EX; = 0
oraz ¢ = /D?X; = 50PLN. Jaka jest szansa, ze straty panstwa
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w wyniku tych bledéw przekrocza jeden grosz na podatnika? A 5
groszy?

W pewnym wojewédztwie jest n = 10* podatnikéw i kazdy z
nich moze pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego,
przy czym warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktorej
EX; = 0 oraz 0y/D?X; = 50PLN. Jaka jest szansa, ze straty pan-
stwa w wyniku tych bltedéw przekrocza jeden grosz na podatnika?
A 5 groszy?

W ramach prac domowych rzucili Paristwo tacznie kostkami k6
ok. n = 10* razy. W jakim zbiorze z prawdopodobieristwem 0.9
zawiera sie suma wszystkich tych kostek?

4° Dane za rok 1998.

W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw'4° i kazdy z nich moze
pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X, dla ktérej EX; =

0 oraz 0/ D?X; = 50PLN. Jaka jest szansa, ze straty panstwa

w wyniku tych btedéw przekrocza 2 grosz na podatnika? A 10
groszy?

W pewnym wojewédztwie jest n = 10* podatnikéw i kazdy z
nich moze pomyli¢ sie przy wypetnianiu zeznania podatkowego,
przy czym warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej
EX; = 0 oraz 0 = /D?X; = 50PLN. Jaka jest szansa, ze straty
panistwa w wyniku tych bledéw przekrocza 2 grosz na podatnika?
A 10 groszy?

W ramach prac domowych rzucili Paristwo tacznie kostkami k6
ok. n = 10* razy. W jakim zbiorze z prawdopodobiefistwem 0.99
zawiera sie suma wszystkich tych kostek?

D, k 1998.
W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw4! i kazdy z nich moze ane ra Tok 199

pomyli¢ si¢ przy wypelnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej EX; = 0
oraz oy/D2X; = 10?PLN. Jaka jest szansa, ze straty paristwa

w wyniku tych bledéw przekrocza 2 grosz na podatnika? A 10
groszy?

W pewnym wojewédztwie jest n = 10* podatnikéw i kazdy z
nich moze pomyli¢ sie przy wypelnianiu zeznania podatkowego,
przy czym warto$¢ pomytki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej
EX; = 0 oraz ¢ = \/D2X; = 102PLN. Jaka jest szansa, ze straty
panistwa w wyniku tych btedéw przekrocza 2 grosz na podatnika?
A 10 groszy?
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W ramach prac domowych rzucili Pafistwo tacznie kostkami k6 ok.
n = 10* razy. Ile wynosi prawdopodobieristwo, ze suma wyrzuco-
nych oczek miesci sie miedzy 34950 a 350507

Narysuj zamknieta krzywa mieszczaca sie w kwadracie jednost-
> W wersji podstawowej mozecie

Panistwo policzy¢ ile préb wpadto do
wierzchni ograniczone ta krzywa. Sprébuj oszacowa¢ doktadnosé¢ zbioru "recznie".

kowym. Oblicz przy pomocy metody Monte Carlo™#* pole po-

obliczen.

Do histograméw z poprzedniej pracy domowej dopasuj krzywa
teoretyczna wynikajaca z CTG.
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Wy: Teoretycznie tak.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

L 4

2

*

Rodzaje zbieznosci.
Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa.

Metody estymacji.

Praca domowa

O

@2

O3

Q4
Os
Os
@7

Os

Q14

Q15

Wyjasnij dlaczego zbiezno$¢ wzgledem prawdopodobiernistwa jest
stabszym warunkiem od zbieznoéci prawie na pewno.

Wyjasnij dlaczego zbiezno$¢ prawie na pewno jest mocniejszym
warunkiem od zbieznosci wzgledem prawdopodobieristwa.

Wyjasnij czy i dlaczego o-ciato spelnia intuicyjne oczekiwania
stawiane zbiorowi zdarzen.

Wyjasnij czym, intuicyjnie, jest przestrzen probabilistyczna.
Wyjasnij na czym polega metoda momentéw.
Wyjasnij na czym polega metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Wyjasnij czym sa wszystkie skfadowe przestrzeni probabilistycznej
opisujacej rzut kostka k6.

Wyjasnij czym sa wszystkie skladowe przestrzeni probabilistycznej
opisujacej rzut moneta.

Z czego sklada sie o-ciato zdarzen dla przestrzeni probabilistycz-
nej opisanej ciagtym prawdopodobieristwa?

Uzasadnij intuicyjnie aksjomaty prawdopodobienstwa.

Jakiego intuicyjnego oczekiwania stawianego prawdopodobien-
stwu nie daloby sie spetni¢ naruszajac 1. aksjomat?

Jakiego intuicyjnego oczekiwania stawianego prawdopodobieri-
stwu nie daloby sie spelni¢ naruszajac 2. aksjomat?

Jakiego intuicyjnego oczekiwania stawianego prawdopodobien-
stwu nie daloby sie spetni¢ naruszajac 3. aksjomat?

Wyjasnij czym sa wszystkie skfadowe przestrzeni probabilistycznej
opisujacej rzut kostka k8.

Wyjasnij czym sa wszystkie skladowe przestrzeni probabilistycznej
opisujacej probe Bernoulliego.
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Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze
P(®) =0.

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobiefistwa udowodnij, ze dla
dowolnych zdarzen A; P (UL, 4;) = X P(A)).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
dowolnego zdarzenia A P(A’) =1 —P(A).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobienistwa udowodnij, ze dla
A,Be Fijesli AC BtoP(B\ A) =P(B) —P(A).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
A,Bc Fijesli AC BtoP(A) <IP(B).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobienistwa udowodnij, ze dla
dowolnych zdarzern Ai BP(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobiefistwa udowodnij, ze dla
kazdego zdarzenia P(A) < 1.

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobienistwa udowodnij, ze
P(@) =0.

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobiefistwa udowodnij, ze dla
dowolnych zdarzen A; P (U A;) = L1, P(A)).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
dowolnego zdarzenia A P(A’) =1 —P(A).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
A,Be Fijesli AC BtoP(B\ A) =P(B) —P(A).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
A,B € Fijesli AC BtoP(A) <PP(B).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobieristwa udowodnij, ze dla
dowolnych zdarzen Ai BP(AUB) =1P(A) +PP(B) —P(ANB).

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobiefistwa udowodnij, ze dla
kazdego zdarzenia P(A) < 1.

Wychodzac z aksjomatéw prawdopodobienistwa udowodnij, ze dla
dowolnych zdarzern Ai BP(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB).

Dla zmiennej z rozktadu jednostajnego U([0, 6]) wyznacz estyma-
tor 6 metoda momentéw.
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Dla zmiennej z rozktadu jednostajnego U([0, 6]) wyznacz estyma-
tor 8 metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Dla zmiennej z rozktadu wyktadniczego Exp(f) wyznacz estyma-
tor & metoda momentéw.

Dla zmiennej z rozkltadu wyktadniczego Exp(0)) wyznacz estyma-
tor 6 metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Dla zmiennej z rozkladu jednostajnego dyskretnego z parametrem
N wyznacz estymator N metoda momentéw.

Dla zmiennej z rozkadu geometrycznego z parametrem g wy-
znacz estymator g metoda momentéw.

Dla zmiennej z rozktadu Pareto oblicz estymatory « i x;; metoda
najwiekszej wiarogodnosci.

Dla zmiennej z rozkiadu Pareto oblicz estymatory a i x;;, metoda
momentéw (w zakresie parametréw, gdzie jest to mozliwe).

Wyznacz metoda momentéw estymator parametru p monety, dla
ktérej P(O) = piP(R) =1—p.

Dla zmiennej z rozktadu jednostajnego dyskretnego z parametrem
N wyznacz estymator N metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Dla zmiennej z rozkladu geometrycznego z parametrem g wy-
znacz estymator g metoda najwiekszej wiarogodnodci.

Dla zmiennej z rozkladu Bernoulliego z parametrami N i p wy-
znacz ich estymatory metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Dla zmiennej z rozkiadu Bernoulliego z parametrami N i p wy-
znacz ich estymatory metoda momentéw.

Dla zmiennej z rozkladu normalnego z parametrami y i ¢ wy-
znacz ich estymatory metoda momentéw.

Dla zmiennej z rozkladu normalnego z parametrami y i o wy-
znacz ich estymatory metoda najwiekszej wiarogodnosci.

Rozstrzygnij empirycznie i uzasadnij czy dane umieszczone na
stronie przedmiotu pochodza z rozkladu speiniajacego Centralne
Twierdzenie Graniczne.
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W8: Znaj rozktady, nie ma rady!

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:
& wz6r wlaczen-wylaczen oraz ciagto$¢ prawdopodobieristwa.
# funkcje tworzace, charakterystyczne i generujace momenty.

€ najwazniejsze relacje pomiedzy typowymi rozktadami prawdopo-
dobienstwa.

4 funkcje zmiennych losowych.

Praca domowa

O1 Udowodnij (Scisle) wzor wlaczen-wytaczeri dla n = 4.

36

Oy Uzasadnij™3 prawdziwos¢ subaddytywnosci prawdopodobieri- ¥ Wystarczy intuicyjnie, nie musi by¢

to Scisty dowad.

stwa, czyli P (U}_; Ax) < Xj_q P(Ak).

O3 Powtérz'# rozumowanie z wykladu, w ktérym poréwnalismy *# Obficie komentujac wszystkie prze-

NPy . P ksztalcenia.
zbiezno$¢ prawie na pewno ze zbieznoscia wzgledem prawdopo-

dobiernistwa.

U4 Podaj przyktad zmiennej losowej dla ktorej nie istnieje (co najmniej
w pewnym zakresie) funkcja generujaca.

Os Podaj przyklad zmiennej losowej dla ktdrej nie istnieje (co najmniej
w pewnym zakresie) funkcja generujaca momenty.

O Wyprowadz wzoér na funkcje charakterystyczna dla sumy zmien-
nych losowych X; + X5 + - - - + Xj;, z ktérych kazda opisana jest
funkcja charakterystyczna @y, .

O7 Wyprowadz wzér na funkcje generujaca momenty dla sumy
zmiennych losowych X; + X5 + - -+ + X}, z kt6érych kazda opi-
sana jest funkcja generujaca momenty My;.

Os Udowodnij twierdzenie o rozktadzie zmiennej losowej ciaglej
przeksztatconej przez funkcje gtadka.

Q¢ Udowodnij (Scisle) wzér wlaczen-wylaczen dla n = 4.

Q10 Powtérz'4> rozumowanie z wykladu, w ktérym poréwnalismy 15 Obficie komentujac wszystkie prze-

zbieznoé¢ prawie na pewno ze zbieznoscia wzgledem prawdopo- ksztalcenia.
dobierstwa.

O11 Podaj przyktad zmiennej losowej dla ktérej nie istnieje (co najmniej
w pewnym zakresie) funkcja generujaca.

O12 Podaj przyklad zmiennej losowej dla ktdrej nie istnieje (co najmniej
w pewnym zakresie) funkcja generujaca momenty.
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Wyprowadz wzér na funkcje charakterystyczna dla sumy zmien-
nych losowych X; 4+ X + - - - 4+ Xj;, z ktérych kazda opisana jest
funkcja charakterystyczna ¢x.

Wyprowadz wzér na funkcje generujaca momenty dla sumy
zmiennych losowych X; + X5 + - -+ + X}, z kt6rych kazda opi-
sana jest funkcja generujaca momenty My,.

Udowodnij twierdzenie o rozkladzie zmiennej losowej ciagtej
przeksztatconej przez funkcje gtadka.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu jednostajnego ciagtego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu geometrycznego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu Poissona.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu dwupunktowego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu Zipfa.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu Bernoulliego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu zeta.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu normalnego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu wykladniczego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu gamma.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkltadu zmiennej losowej, dla kérej P(X = 1) = 1.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu Pareto.
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Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca dla
rozkladu geometrycznego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkltadu jednostajnego ciaglego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu geometrycznego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu Poissona.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu dwupunktowego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu Zipfa.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu Bernoulliego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu zeta.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu normalnego.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu wykladniczego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu gamma.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozktadu zmiennej losowej, dla kérej P(X =1) = 1.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkladu Pareto.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkltadu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkltadu geometrycznego.
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Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje generujaca mo-
menty dla rozkltadu jednostajnego ciaglego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu geometrycznego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu Poissona.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu dwupunktowego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu Zipfa.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu Bernoulliego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu zeta.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu normalnego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu wykladniczego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu gamma.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu zmiennej losowej, dla kérej P(X =1) = 1.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu Pareto.

Wyznacz lub uzasadnij, Ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozktadu jednostajnego dyskretnego.

Wyznacz lub uzasadnij, ze to niemozliwe funkcje charakterystycz-
na dla rozkladu geometrycznego.
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Wi1o: Postawmy sobie hipoteze.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:
4 Na czym polega testowanie hipotez statystycznych.

® Jak je rozstrzygac?

Praca domowa

©1 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Dlaczego mozna je przedstawic jako problem estymacji
przedziatowej?

O, Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest moc testu?

O3 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Co mierzy poziom istotnosci?

Q4 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest obszar krytyczny?

U5 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Kiedy i dlaczego mamy podstawe do odrzucenia hipotezy
zerowej?

Qs Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Dlaczego mozna je przedstawic jako problem estymacji
przedziatowej?

©7 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest moc testu?

Og Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Co mierzy poziom istotnosci?

Q¢ Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest obszar krytyczny?

Q10 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Kiedy i dlaczego mamy podstawe do odrzucenia hipotezy
zerowej?

©11 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Dlaczego mozna je przedstawic jako problem estymacji
przedziatowej?

Q12 Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest moc testu?
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Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Co mierzy poziom istotnosci?

Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Czym jest obszar krytyczny?

Opisz w punktach na czym polega testowanie hipotez statystycz-
nych. Kiedy i dlaczego mamy podstawe do odrzucenia hipotezy
zerowej?

Wyjasnij (oraz podaj przyktad) czym sa i czym sie r6znia miedzy
soba bledy pierwszego i drugiego rodzaju. Dlaczego nie traktuje-
my ich tak samo?

Stosujac funkcje tworzace albo charakterystyczne albo generujace
momenty znajdz rozklad sumy # niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie Poissona z parametrami Ay, k=1, ..., n.

Stosujac funkcje tworzace albo charakterystyczne albo generujace
momenty znajdz rozklad sumy n niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie Gamma z parametrami (a,pg), k=1, ..., n.

Stosujac funkcje tworzace albo charakterystyczne albo generu-
jace momenty znajdz rozklad sumy n niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie wykladniczym z parametrami A, = A,
k=1,...,n

Stosujac funkcje tworzace albo charakterystyczne albo gene-
rujace momenty znajdz rozklad sumy 7 niezaleznych zmien-
nych losowych o rozktadzie normalnym z parametrami (py, 0%),
k=1,...,n.

Stosujac funkcje charakterystyczne albo generujace momenty
znajdz wszystkie momenty wystandaryzowanego rozktadu nor-
malnego.

Stosujac funkcje charakterystyczne albo generujace momenty
znajdz pierwsze trzy momenty rozktadu Poissona.

Stosujac funkcje charakterystyczne albo generujace momenty
znajdz pierwsze trzy momenty rozkladu wyktadniczego.

Niech X ~ AN(0,1). Wyznacz rozklad zmiennej losowej X2.

Niech X ~ N (0,1). Wyznacz rozklad zmiennej losowej X°.
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Niech X bedzie zmienna losowa z ciaglego rozktadu jednostajne-
go. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X2.

Niech X bedzie zmienna losowa z ciaglego rozkladu jednostajne-
go. Wyznacz rozklad zmiennej losowej X°.

Niech X bedzie zmienna losowa z ciaglego rozktadu wykladnicze-

go. Wyznacz rozklad zmiennej losowej e~ X.

Niech X bedzie zmienna losowa z rozktadu normalnego. Wyznacz
rozklad zmiennej losowej In(X).

Niech X bedzie zmienna losowa z rozktadu jednostajnego na
[0, 277]. Wyznacz rozklad zmiennej sin(X).

Niech X, Y ~ AN (0,1) niezalezne. Znajdz rozktad zmiennej X/Y.

Wiedzac, ze dane umieszczone na stronie przedmiotu pochodza
z rozktadu o odchyleniu standardowym réwnym ¢ = 1 sprawdz,
czy na poziomie istotnosci # = 0.05 mamy podstawe do odrzuce-
nia hipotezy o tym, ze wartoé¢ oczekiwana wyjsciowego rozktadu
bylta réwna zero na rzecz hipotezy przeciwne;j.
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Wi11: Czasami trzeba si¢ dopasowac.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

® korelacja i metody regresji to wspaniale narzedzia, ale trzeba uzy-
wa¢ ich rozwaznie.

Praca domowa

O1 Czy i dlaczego niezaleznosé dwdéch zmiennych losowych implikuje
ich nieskorelowanie?

O, Czy i dlaczego brak niezaleznosci dwéch zmiennych losowych
informuje o warto$ci wspoétczynnika korelacji?

O3 Czy i dlaczego nieskorelowanie dwéch zmiennych losowych impli-
kuje ich niezaleznos$¢?

Q4 Czy i dlaczego zerowanie wspéiczynnika korelacji dla dwéch
zmiennych losowych implikuje ich niezalezno$¢?

U5 Podaj przyktad dwéch zmiennych losowych, ktére cho¢ posiadaja
wspoélczynnik korelacji 0 sa ewidentnie skorelowane (niekoniecz-
nie liniowo).

Qe Wyijasnij intuicyjnie czym jest krzywa regres;ji.

Oz Co wiemy o krzywej regresji dla zmiennej niezaleznej X i zmien-
nej zaleznej Y, jesli znamy krzywa dla zmiennej niezaleznej Y i
zaleznej X?

Og Czego przykladem jest kwartet Anscombe?

Q¢ Czy i dlaczego niezaleznosé dwdéch zmiennych losowych implikuje
ich nieskorelowanie?

Q10 Czy i dlaczego brak niezaleznosci dwéch zmiennych losowych
informuje o warto$ci wspétczynnika korelacji?

©11 Czy i dlaczego nieskorelowanie dwéch zmiennych losowych impli-
kuje ich niezaleznos¢?

Q12 Czy i dlaczego zerowanie wspélczynnika korelacji dla dwoch
zmiennych losowych implikuje ich niezalezno$¢?

O13 Podaj przykiad dwoéch zmiennych losowych, ktére cho¢ posiadaja
wspolczynnik korelacji 0 sa ewidentnie skorelowane (niekoniecz-
nie liniowo).

QU124 Wyjasnij intuicyjnie czym jest krzywa regres;ji.
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Co wiemy o krzywej regresji dla zmiennej niezaleznej X i zmien-
nej zaleznej Y, jedli znamy krzywa dla zmiennej niezaleznej Y i
zaleznej X?

Opierajac sie na twierdzeniu z wykladu (Iub z podrecznika [2])
wyprowadzZ wzory na wspétczynniki a i b réwnania prostej w
przypadku kiedy to prosta minimalizuje odpowiednia wartos¢
oczekiwana.

Podaj (minimum trzy) przyktady rzeczywistych danych4® dla
ktérych wysoka korelacja oznacza wynikania w jedna lub druga
strone oraz brak wynikania

Wiedzac, ze dane umieszczone na stronie przedmiotu pochodza z
rozkladu o nieznanych wariancji i wartosci oczekiwanej sprawdz,
czy na poziomie istotnosci « = 0.05 mamy podstawe do odrzuce-
nia hipotezy o tym, ze wartos¢ oczekiwana wyjéciowego rozkladu
byta réwna zero na rzecz hipotezy przeciwne;j.

146 Polecam narzedzia i strony prezento-
wane podczas wyktadu.
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Wi2: Tyle o sobie wiemy ile nas sprawdzono.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

€ poznaliSmy typowe rodzaje testéw statystycznych.

Praca domowa

Q1215 Udowodnij, ze dla rzutéw uczciwa moneta diugosci nieprzerwa-
nych pasm zer albo jedynek maja rozklad geometryczny.

{O1-15 Przetestuj hipoteze, ze dtugosci ciagéw zer i jedynek w wyrzuco-
nej przez Ciebie prébce pochodza z rozkladu geometrycznego. W
oparciu o zadanie © wyciagnij z tego wnioski o uczciwosci Twojej
monety. Opisz doktadnie wszystkie kroki.

& _15 Przetestuj czy dane uzyskane przez Ciebie rzutéw kostka pocho-
dza z uczciwej kostki.

#;_15 Przetestuj hipoteze o réwnomiernym rozkladzie liczb w losowa-
"7 www.lotto.pl/lotto/

. 1 . . . .
niach lotto™#. Opisz dokladnie wszystkie kroki. wyniki-i-wygrane/statystyki
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