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C1: Wprowadzenie

Podczas ¢wiczen testowaliSmy klasyczna (czestoSciowa) definicje
prawdopodobienistwa na przykladach rzutéw moneta, kostka i loso-
wania kart.

_ Al
|

gdzie A to zbidr realizacji sprzyjajacych analizowanemu zdarzeniu,

P(A)

a ) zbiér wszystkich mozliwych zdarzen.

Uwaga! Powyzszy wz6r mozna stosowaé pod warunkiem, ze
wszystkie zdarzenia elementarne sa réwnoprawdopodobne (por. przy-
ktad z wyktadu).

Policzmy z klasycznego wzoru prawdopodobiefistwo wyciagniecia
kilku wybranych ukltadéw pokerowych. Zakladamy, ze losujemy 5
kart z talii o 52 kartach, a zatem przestrzenia stanéw sa zbiory 5-
elementowe kart bez powtdrzen, a zatem

52 52!
0] = (5) 5471

Rozwazmy teraz kilka przykltadowych uktadéw

® Para, uklad P gdzie mamy dokladnie jedna pare

Pl (13)(4) (12) (¢ 3
S\1/\2/\3/\1) "
& Kareta, czyli uklad K, w ktérych mamy cztery karty tej samej rangi
13 /48
= (3)0)
& Ful, czyli uklady F skltadajacy sie z trojki kart tej samej rangi i pary

= (1) ()6

kart innej rangi

Zwréémy uwage, ze wszystkie te wy-
niki nie zaleza od kolejnosci losowania.
Mogliby$my, co jest jednak bardziej
wymagajace rachunkowo, rozwazy¢
analogicznie piatki uporzadkowane.
Wazne, zeby tych dwéch metod nie
mieszac.

Co interpretujemy nastepujaco: mamy
13 mozliwosci wyboru rangi pary (od
dwdjek do aséw), nastepnie kart o wy-
branej randze mamy 4, a potrzebujemy
2. Trzeci czynnik oznacza wybér trzech
kart o r6znych rangach (i r6znych

od naszej wyjéciowej) o dowolnych
kolorach kazda (ostatni czynnik).

Gdzie pierwszy czynnik to liczba moz-
liwych rang naszej karety, a czynnik
drugi liczba mozliwych wyboréw piatej
karty.

Najpierw wybieramy range tréjki,
potem range pary, potem kolory tréjki i
kolory pary.
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Cz: Rozktady dyskretne

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

€ Zadania domowe, spisane czytelnie i podpisane, oddajemy na
jednej kartce formatu A4.

@ Przypadkowy charakter zjawisk lub proceséw moze wymagaé opi-
su statystycznego lub probabilistycznego, ktére, cho¢ powiazane,
nie sa tozsame.

€ W rozkladach dyskretnych prawdopodobieristwo zdarzenia jest
proporcjonalne do liczby sprzyjajacych mu zdarzen.

Przyjmujac, jak na poprzednich zajeciach, ze dla rozkladéw dys-
kretnych mamy

=k X C-
( ) ’Q|| k‘ Pk-

Poszukujemy zatem wartosci statej C dla wybranych rozkltadéwr:

Dysk: kiad jed jiny.
& pp=1dlak=1,...,N=P(X=k =1/N, yekretny rozidadjednostany

® = (1 _ q)k dlag e (0,1)’ ke N = ]P(X _ k) _ q(l _ q)k, Rozklad geometryczny.

* p = )\k/k! dlar>0keN= ]P(X — k) — )Lke_)‘/k!, Rozklad Poissona.
=& (1—q) “dlag € (0,1),k = 0,..., N=
P(X =k = (g1 -pN,

oraz zwartych postaci ich dystrybuant

Rozktad Bernoulliego.

tam gdzie to mozliwe
¢ Dla rozktadu jednostajnego dyskretnego F(k) = k/N,

# Dla rozkladu geometrycznego F(k) =1 — (1 — p)k. prawdopodobienstwa, w ogélnosci
funkcja miataby posta¢

) = M0

Dla uproszczenia stosujemy notacje, w
ktérej argumentami dystrybuanty sa
tylko liczby z dziedziny funkcji masy

3
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C3: Rozktady ciggte

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

4 Intuicyjne zrozumienie czym sa zmienne losowe i niezaleznos¢.

¢ Opis zmiennych ciagltych - funkcja gestosci prawdopodobienistwa.

¢ Dystrybuanta (F(x) = P(X < x)) jest wazna wielkoscia, pozwala
takze zdefiniowa¢ kwantyle.

SprawdZmy normowanie do 1 i policzmy dystrybuante (gdzie to
mozliwe) dla rozktadéw

# jednostajnego ciagtego,
¢ wykltadniczego,
@ Pareto,

Wyznaczmy kwantyle dla rozktadu prawdopodobienistwa o gesto-
$ci danej wzorem

f(x) = 2xIjg 3y (x).

4

W razie watpliwosci prosze sprawdzié

opisy na stronie 50.

@ Sprawdzenie normowania rozkiadu jednostajnie ciagtego: s da x € (a,b)
flx) = { 0 dla xeR)\(ab)
” d ’ 0d g d ooOd 1 d
/ﬂx}f(x)x—/ioo x—i—/ﬂ — x+/b x—/ﬂ p 0=
x=b
_ 1 - _ b—a 1 v
b—a |,_, b-—a
¢ Obliczenie dystrybuanty rozkladu jednostajnie ciagtego F(x): 1°)  x<a =
2°) x€(ab) = F(x)
o 1 1 o= 1 X —a 3°) x>b -
Ad 2° F(x) —/a b—adw_ 2 ~ww:a = b_a(x—a) i
0 dla x<a
F(x) =4 3= dla xc(ab) V
1 dla x>0
@ Sprawdzenie normowania rozktadu wykladniczego: 0 dlax<0
flx) = { Ae=? dlax >0
S 0 00 S
/ f(x)dx = / Odx +/ Ae My = / Ae Mdx =
—Ax=u x=0 = u=0 e du
dx = &5 X—00 = U——0 Jo —-A
= []g® = —( lim [*] =) = —(0-1) =1 v

U——00

A>0

a,beR

l
,
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¢ Obliczenie dystrybuanty rozktadu wyktadniczego F(x):

x x —AYp=u Pp=0 = u=0
F(x) = d :/ Ne My — _ _
(%) /—oof(lp)lp 0 ¢ 4 dtp:f—j Yp=x = u=-Ax
—Ax du Y
_ u % ru X _ —Ax 0| _1_ ,—Ax
—A/O et — e"1lo [e e} 1—e v
Sprawdzenie normowania rozktadu Pareto: 0 dla x<uxp,
fx) = { k,ﬁk”l dla x> xy
* rodx = [ odx g [© K gy [T K gy X
/_oof(x)x—_/_oo x+/xmxk+1x_/x,,,xk“x_
0 1 X=00
— ok / () gy — gk ot~ (kH)+1 _
X . X dx X 1)+ 1x .
ok ek TRk .1 1y _ -1
= =Xy (x ) N = Xy (xll—l;lz;lo |:xk:| - xlr(n) == _xO . E =1 \/

Obliczenie dystrybuanty rozktadu Pareto F(x):

R I e kxj, —(k+1)+1
F(x) = /xm ,7k+1d’7 = kaxy, /Xm U dny = “(k+1)+1 [’7 }

Wyznaczenie kwantyli dla rozktadu prawdopodobiefistwa danego
wzorem: f(x) = 2xIjoq)(x) :

0 dla x <0
F(x) =4 [y2¢d¢ dla x€(0,1)
1 dla x>1

Dla dlax € (0,1) :
21X
% =X

2

F(x) :/Ongdé‘: 2

0

F(Qp) =p=F'F(Q)]=F'(p) = Qy=F"'(p)

FUF(x)] = /F(x) = Qp =P v

x,x0 € R

k>
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C4: Czy tego oczekiwalismy?

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

4

L 4

*

Definicja i podstawowe wlasnosci momentéw zmiennej losowe;.
Czym sa estymatory i dlaczego ich potrzebujemy?

Prezentowanie danych — wykresy skrzynkowe i histogramy.

Zadania do wykonania:

® Nalezy wyznaczy¢ wybrane momenty (albo uzasadni¢, ze to nie-
mozliwe) dla rozkladéw umieszczonych na stronach 49-50.
# Nalezy narysowa¢ histogram dla wynikéw rzutéw koscia oraz
wykres skrzynkowy dla przygotowanych do tego danych
¢ Momenty rozkladu ciaglego wykladniczego: stosujemy podsta-
wienie: u = Ax, du = Adx
no__ Enfu _7/11711 _7/(n+1)717u
]EX—/(A)e du—An u'e du—An u e "du.
0 0 0
Korzystamy z podstawowych wlasnosci funkgji I' Eulera
'n+1) n!
4 Momenty rozkladu ciaglego jednostajnego: wykonujemy ele-
mentarne catkowanie
nt+17b 1l ontl
EX" — 1 X b a (1)
b—a|n+1|, (n+1)(b—a)
mozna rownowaznie zapisac¢ (przypadek m = n+1):
1 i k k
EX" = b *a
n+1/5=
Na podstawie wzoru (1) pierwsze trzy momenty tego rozkladu
2 2 b) (a2 + b2
EX = Otb pya_ @ Aab 4B pys (a+D)(a®+0%)
3 4
¢ Momenty rozkladu wykltadniczego metoda momentéw: n-ty

moment rozkladu jest n-ta pochodna funkcji tworzacej momenty
po t w punkcie t =0
d?’l

n_ 7
EX" = S M(1)

Jedli to tylko nie utrudnia drastycz-
nie rachunkéw proponuje liczy¢ dla
dowolnego 1, a tam gdzie sprawa jest
nieoczywista pozostaje nam sprawdza-
niedlan=1,2,....

Oba pliki dostepne na stronie przed-

miotu.
f(x)=Ae™,  xe[0,00) = EX" — /xn)\€7
0
1 —
_ , |
f(x)_b—a' x € [a,b] = EX _/b_ud’

korzystajac ze wzoru skréconego
mnozenia

b —a" = (b—a)(b" T +b" a4 ..+ ba" P a" )

Czy ten krok upraszcza wzor? Wrecz

przeciwnie, ale pozwala na usprawie-

dliwienie intuicyjnego faktu: srednia
1 _ bta

EX! = b2,

Uwaga! Metoda momentéw wykracza
poza nasza aktualna wiedze z wyktadu,
poznamy ja na péZniejszych zajeciach.
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Funkcja tworzaca momenty jest transformata Laplace’a funkcji
rozkiadu prawdopodobieristwa, dla rozkladu wyktadniczego:

M(t) = /oo e f(x)dx = /oo e AeMdx = /Oo Ae*(=M) dx
0 0 0

Ae*(t=A) oo A A
t—A ‘O_—)t-i-t_)\—t

dlat < A.
Pierwszy moment rozktadu wykladniczego: ae

d d A A 1
= aMO| = il = —0F n

EX

Drugi moment rozkladu wyktadniczego:

a2 27 2

2*7 = — =
EX _dtzM()‘t:O ()\—t)3‘t:0 A2

¢ Pierwszy moment rozkladu Gaussa:

—(—p)? 00

- 312
IEX:./_wﬁe 202 :\/zlimr./_ooxexp [(\x@gy)} .

. . X— 2 2 :
Wprowadza sie nowa zmienng t = Wg, wowczas rownanie spro-

wadza sie do postaci: x=0V2t+p

dt = de

1 o 2
EX = / V2ot +u)e P V20dt = V2o
o _Oo( )

= \/1% {/wyeﬂdwﬁa/wteﬂdt} = %ﬁjtozy

# Rozklad Pareto: indykator ogranicza catkowanie, tak wiec:

n—uw

n « n “xgn ~ n—a—1_ o X |00
EX" = x dx = x axpdx = ——axy, |3
xy X0t x n—uo "

m

Zatem pierwszy moment rozkladu
Pareto, o ile istnieje, przyjmuje postac¢
XXm
n—u a—1’
X 44
EX" = 1 —ax) = X
x—n x—n

Jezeli przyjmie sie, ze & > n to wynik catki mozna zapisa¢ jako

2
a drugi 7%.

Jezeli nie zostat spelniony warunek a > 7 to calka jest rozbiezna i
momenty nie istnieja.

€ Momenty rozkladu dwupunktowego:

EX" =) ype=0"-(1-p)+1" p=p
k T ()
gdzie gdzie w, B € Ry, a T to funkcja
¢ Momenty rozkladu gamma: gamma Eulera.
Catkujemy od 0, bo dla rozkladu
gamma I (g inf) (%)
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" 00 e} o
IEX”:/ x" xdx—/ n. P x e Py =
_ / A= 1, ‘X) .efﬁxdx —
- oo n+a—1 ﬁ”ﬂx*l Bx _
=@ TR
1 o 1 -
T T(a) prl / (Bx)" e Prdx.
Stosujemy podstawienie: u = Bx, du = %"
1 © a1 - 1 T(n+a)
n __ n+a—=1 ,—u _
B g b T T
4 Momenty rozkladu Zipfa
N
1 1 1
L EEm T A i, () )
N
1 1 1
Ex* =Y k? = k62 = H, »(n
L emm ~ mm & i, () 2 )
¢ Momenty rozkladu Poissona
o Ak © k-1 LY
EX=Y k—et=1")" =AYy =2
= K o (k=1) = I
2 i 22 o i A
EX*=) kK—e =) (k—1+1)——e "=
= K k=1 (k - 1)!
0 k-2 o /\l
=A% MY T AZ =(A*+1) —AZ ,
= (k I

= A2+

wiec wariangcja rozkladu wynosi

D?(X)

= EX* -

(EX)? =

¢ Momenty rozkladu Bernoulliego

A2+ A= A2 =

n
:npz k
_”PZZ.

(k — 1))!pk_1 (1 - p)n

n—k _ 1 n!
P) 7k:21k!(n—
(n—1)!

k-1 (n—1-

n_l '@ —p)

k(1— n—k
k)!P( p)

= np.

~1-(k-1) _

Korzystamy tez z funkcji I Eulera

Rozktad Zipfa:

1 N1
Pk = ks H,(n) k;?

Rozklad Poissona wyraza sie¢ wzorem:

P(X=k) =e" %,keNUO

Y
gdyz }2 % =l

Rozktad Bernoulliego wyraza sie
wzorem:

P(X=k) = ( )qu” k

gdzie: k=0,1,.,nig=1—-p.

Poniewaz suma po prawej stronie
przedostatniej rownosci jest réwna

(p+1—-p)" ' =1

8
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_nznk_n_k:”n—gk_n_k:
—];)k (k>p =) k;k(k—l)!(n_k)!p (1-p)

=n(n—1) pzé (= (;n_zzz! — pk=2 (1 = pyn=2=(=2) |

(n—1)
L i1 g1

n—2 _
nn—1)p (” 2) _ g
=0

1 -1 o
+nPZ<nl )P’(l—P)” H=n(n-1)p +ap.
=0

k—1 (1 - p)nflf(kfl) _

Uwzgledniajac, ze EX = np otrzymujemy:
D (X) = EX* = (EX)* = n(n—1) p* + np — (np)* = np (1 - p)

€ Momenty rozkladu Cauchy’ego

xxo_u

+oo
Ele/ LI S 1dx_du -

m)w Ty (B2 ) x = 7+ %o

= l/Ho( u+x )Ldu*
o —00 7 0 14 u? N
u=-+o0
= 27 In(u? +1) + ;arctg( ) o — 00
Dalsze momenty takze sa rozbiezne (zawieraja te same wyrazenia
z doktadnoscia do stalej + kolejne potegi u). Momenty rozktadu
Cauchy’ego nie istnieja.

¢ Momenty rozkladu geometrycznego: pr = (1—q)kq
EX =Y x(1-q)"q=q(1—q) Y x(1—¢)* ' =
x=0 x=0
= d ) d1l 1—g
— =—g(l—g)—=- = —*.
9;) i [ } q(1—q) i
EX? =Y «*(1—-q)'q=q(1—9q)* ) *(1—q)* =
x=0 x=0
q1—g)* Y (1—g) " Px(x —141)
x=0
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€ Momenty rozkladu zeta

1 & 1

(S) x=0 xs_n

n __ - n 1 _
B =LY T e

x=0

zmienna X posiada w takim razie n-ty moment tylko w przypadku
kiedy n < s — 1, moment wynosi wtedy:

Exn = 6-1)
¢(s)
= 1 k—1,-x2/2
¢ Momenty rozkladu y? flx) = S Tjg,00) (¥)

oo 1 kin1.-x2/2 Podstawiamy % = u, dx = L

n— e n—1_—x -

EX _/0 2(k/2)-1T (k /2) X e dx =

« 1 k+n—1 1

= e \/2u et —du =
/0 2(k/2)-1T (k /2) oM

2(k/2)+(n/2)—(1/2) 1
T T 02-(72) T(k/2)

1 [ee]
_nn/2 (k/2)+(n/2)—1,—u
2 F(k/Z)/() u e "du.

/°° K2/ g
0

Z definicji Gammy Eulera:

n _ 2n/2r[(k+ Yl)/Z]

EX r(k/2)

Wykonano w Pythonie 3.8.1 przy

¢ Histogram rzutéw kos$émi: pyplot, patrz Rys. 1 na stronie 11. uzyciu biblioteki matplotlib 3.1.2

from matplotlib import pyplot as plt

from matplotlib.ticker import MultipleLocator
with open("kostki.csv", "r") as f:

data = [int(letter) for letter in f.read() if letter in "123456"]
bins = len(set(data))

_, ax = plt.subplots()

plt.grid (which="major’, linestyle="—", linewidth="0.5", color="black”)

7

plt.grid (which="minor’, linestyle=":", linewidth="0.5", color="black”)
ax.set_axisbelow (True)

plt. title (f"Histogram_{len(data)} _rzutow_koscmi")

plt.xlabel ("Wynik")

plt.ylabel ("Liczba,_wystapien")

ax.yaxis.set_major_locator (MultipleLocator (10))
ax.yaxis.set_minor_locator (MultipleLocator(5))

ax.hist(data, bins, edgecolor="black’, linewidth=1.2)

plt.show ()

. dla 'boxplot-1.csv” oraz 'boxplot-2.csv’
€ Wykresy skrzynkowe: python, patrz Rys. 2 na stronie 11. P P
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Rysunek 1: Histogram rzutéw kostka
Histogram wynikéw 466 rzutéw kosémi narysowany w Pythonie.

©
o

®
o

Liczba wystapien
N w B w (=) ~
o o o o o o

—
o

o

import pandas as pd
from matplotlib import pyplot as plt
import numpy as np

df = np.array(pd.read_csv(’boxplot—1.csv’, header=None))

plt.figure(figsize=(13,8))

plt.rcParams.update ({ "font.size’: 16})

plt.boxplot(df)

plt.grid (True)

plt. title ("Wykres_skrzynkowy _dla,_danych _\’boxplot —1.csv\’")

plt.grid (color="#95a5a6", linestyle="—", linewidth=2, axis="y’, alpha=o0.5)

plt.grid (axis="x",alpha=0)

plt.savefig(’boxlot—1_lotnicy.pdf’ ,bbox_inches="tight’, pad_inches=0.2)

Wyires sczynkony di danych borpotLcsv Wykres dla danych ‘boxplot2.cov Rysunek 2: Wykresy skrzynkowe
o0 wykonane w Pythonie.

Wykresy skrzynkowe: Excel formuly Podane sa dlla polsk.iej wersji
jezykowej Excela pakietu Office 365

=MIN(dane) [B1] Utworzenie tablicy z fomutami:

=KWARTYL(dane ,1) [B2]
=KWARTYL(dane ,2) [B3]
=KWARTYL(dane,3) [B4]
=KWARTYL(dane,4) [Bs]
=MAX(dane) [B6]



=B2—-B1 [C1]
=B3—B2 [C2]
=B4—B3 [C3]
=B5—B4 [C4]
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Histogram kart: python, patrz Rys. 3 na stronie 12.

import matplotlib.pyplot as plt

with open("karty.txt", "r") as f:

r
karty = [“trefl’, ’"kier’,

counter = [o, o, o, 0]
for i in range(len(r)):
if r[i] == karty[o]:
counter[o] += 1
if r[i] == karty[z1]:
counter[1] += 1
if r[i] == karty[2]:
counter[2] += 1
if r[i] == karty[3]:
counter[3] += 1

f.read (). split(’,”)

"karo’,

/pikI]

Utworzenie kolejnej tablicy z formuta-
mi:

Utworzenie wykresu skumulowanego
kolumnowego z danych C1:C4 i odwré-
cenie danych/serii. Nastepnie zamiana
wypelnienia danych z najwyzszej i
najnizszej serii na linie btedow.

Kod w dla wersji Python 3.7.4, po-
winien dziala¢ dla kazdego powyzej

3.

plt. title ("Histogram _karciany dla_156_polozonych_kart")

plt.xlabel ("Karta")

plt.ylabel ("Liczba_trafien")

plt.bar(karty , counter)
plt.show ()

Histogram Karciany dla 156 potozonych kart

Liczba trafien

data = {...};

o = Count[data, O];
r = Count[data, R];
BarChart[{{o, r}},

4 Histogram i boxplot: GNUMERIC, patrz Rys 4 na stronie 13.

¢ Histogram w jezyku Wolfram, patrz Rys. 5 na stronie 13.

Rysunek 3: Histogram wylosowanych
kart wykonany w jezyku Python.

Typ wykresu to "Statystyczny", a pod-
typ to "Pionowy wykres skrzynkowy".

Histogram powstal w WolframCloud
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Histogram rzutéw moneta
1 dwéch wy

Rysunek 4: Histogram i wykres skrzyn-
kowy narysowane w $rodowisku
GNUMERIC. Umiejetna zonglerka
dobranymi ze smakiem kolorami z
niebanalnej palety barw zapewnia tak
—— spéjny jak i charakterystyczny sposéb
przedstawienia danych.

Liczba rzutéw

ORZEL RESZKA BoxPlot2 Boxplotl

ChartLabels — {"ORZEL", "RESZKA"},
LabelingFunction —>Above,
ChartStyle —>{Blue, Blue}]

Rysunek 5: Histogram rzutow moneta
wykonany w chmurze Wolfram Cloud.

. . . . Wykonano w matlabie R2017a.
¢ Histogram w $rodowisku matlab , patrz Rys. 6 na stronie 14. Y

W tym celu najpierw zaimportowano dane z komputera, korzysta-
jac z zakatadek HOME -> Import Data, wybrano Sciezke na kom-
puterze prowadzaca do pliku kostki.csv, a w nastepnej zakladce:
Import wybrano w Output Type: Numeric Matrix, po czym zaim-
portowano dane, ktére byly widoczne w workspace jako: kostki (o
warto$ci 1x466 double)

histogram (kostki)

title ("Histogram rzutu kostka )

xlabel ("wyrzucona liczba oczek na kostce ”)
ylabel (’liczba wyrzuconych kosci )

€ Wykresy skrzynkowe w Mathematice, patrz Rys. 7 na stronie 14

boxplot = Import["...\ boxplot—1.csv"];

boxplot2 = Import["...\ boxplot —2.csv"];

BoxWhiskerChart[boxplot, PlotLabel —> "Wykres skrzynkowy dla boxplot—1.csv"]
BoxWhiskerChart[boxplot2, PlotLabel —> "Wykres skrzynkowy dla boxplot—2.csv"]
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Histogram rzutu kostka Rysunek 6: Histogram rzutéw kostka
' ‘ ‘ narysowany w $rodowisku matlab.

100 T

liczba wyrzuconych kosci

0 1 2 3 4 5 6 7
wyrzucona liczba oczek na kostce

Wykres skrzynkowy dia danych: boxplot-1.csv Wykres skrzynkowy dla danych: boxplot-2.csv

w Rysunek 7: Wykresy skrzynkowe
I narysowane w srodowisku Wolfram
Mathematica.

- ‘ =1
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Cs: Po jednym warunkiem

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

¢ Prawdopodobienstwo warunkowe.
€ Wzor Bayesa.

¢ Wnioskowanie Bayesowskie.

Zadania do wykonania:

& Rozwazmy gre, w ktdrej gracz wybiera jedna z trzech kart, dwie

z znich skutkuja nagroda, a jedna nie. Gracz wybrat jedna z kart,
po czym rozdajacy odslania jedna z pozostatych dwdch, ktéra
kryje nagrode. Gracz moze zmieni¢ swoj pierwotny wyboér na
druga nieodstonieta karte. Czy i o ile taka zmiana zwieksza szanse
zwyciestwa?

Oba zadania to przyklady zagadki logicznej Monty’ego Hall’a.
Gdy losujemy ze zbioru 3-elemtnowego w ktérym jeden element
jest inny niz dwa pozostale, mamy szanse 3 na wylosowanie go.
Iluzja tutaj jest wyjecie ze zbioru jednego z dwoch takich samych
elementéw po tym jak juz wybraliSmy. W pierwszym zadaniu
trafienie pierwszym strzalem wygranej wynosi % Jezeli trafiliSmy
wygrana i zmienimy swoéj wybor - wybierajac opcje inna (po od-
stonieciu jednej nagrody zostaje nam tylko nagroda - nie-nagroda)
czeka nas na pewno porazka. Zmieniajac karte wygramy tylko w
przypadku, kiedy poczatkowo wybierzemy przegrana karte (czyli
prob. % )- Taka zmiana wiec zmniejsza nam szanse zwyciestwa - z
2do L.

Zachecam do rozwiazywania kazdego z
zadan réznymi metodami: ropisujac p-
stwa, przez analize drzewek, symulacje
numeryczne etc.

Wybierajac karte na poczatku mamy
szanse 2/3 na wygrana. Odstoniecie
jednej z kart z nagroda nie ma wpltywu
na to poczatkowe prawdopodobieri-
stwo. Prawdopodobienistwo przypisane
odslonietej karcie jest réowne 0 (nie ma
szansy zeby byla tam tez druga nagro-
da), a suma prawdopodobieristw musi
by¢ réwna 1, wiec niewybrana nieod-
stonieta karta ma szanse na zawieranie
nagrody 1/3.

Metoda drzewa: oznaczenia: W-Winner, karta wygrywajaca, L-
Looser, karta przegrywajaca. Z zalozenia zadania wiemy, ze druga
karta jest karta wygrana. Prawdopodobienistwo wygranej bez

zamiany karty: )
P = 3 (2)

Prawdopodobienistwo wygranej z zamiana karty:

P:%*l*lz% €))

Wida¢, ze wieksze prawdopodobieristwo wygranej jest bez zamia-
ny karty.

Alicja, Barbara i Cezary po napisaniu egzaminu w pewien spo-
sob dowiedzieli sie, ze zdato go tylko jedno z nich. Alicja pyta

2 i 3
3
W L
1 ‘ 1
W W
1 1
L w

Oscylator harmoniczny: (Komentarz
w celu niedublowania rozwiazari)
Nasze rozwiazanie réwniez wykorzy-
stuje drzewko stochastyczne, jednak
uwzglednia réwniez teoretyczny opis
zagadnienia, jako sytuacje odwrotna
do tzn. paradoksu Monty’ego Halla.
Prowadzacy, odkrywajac karte z wygra-
na, zmniejsza szanse na sukces z 2/3
do 1/3. (Spowodowane zmniejszeniem
liczebnosci zbioru kart wygranych).
Whniosek jest ten sam: nie optaca sie
zmienia¢ karty w sytuacji, podanej w
zadaniu.
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Ztosliwego Wykladowce o to kim jest ta osoba, ale w odpowiedzi
dostaje tylko informacje, ze egzaminu na pewno nie zaliczyt Ceza-
ry, cieszy sie wiec, oceniajac, ze jej szanse na zaliczenie wzrosly z
1/3 do 1/2. Gdzie popelnia btad?

Oba zadania to przyklady zagadki logicznej Monty’ego Hall’a.
Gdy losujemy ze zbioru 3-elemtnowego w ktérym jeden element
jest inny niz dwa pozostale, mamy szanse % na wylosowanie go.
Iluzja tutaj jest wyjecie ze zbioru jednego z dwoch takich samych
elementéw po tym jak juz wybraliSmy. W drugim zadaniu mamy
doé¢ analogiczny problem. Szanse Alicji na zdanie zawsze wyno-
sity % Wiedzac, ze z prawdopodobiefistwem % ktéres z przyjaciot
Alicji zdato, po odkryciu wyniku Cezarego wiemy z prawdopo-
dobieristwem % byta to Barbara. Alicja popelnia btad sadzac, ze
ujawnienie niezdania ktérego$ z jej przyjaciét wptywa na prawdo-
podobienstwo jej zdania.

Rozwiazanie z drzewkiem stochastycznym

Widzimy, iz na poczatku, skoro mamy 3 osoby, to szansa Alicji

wynosi
1
P(A) = <
(4)=3 (4)
Szansa na zaliczenie pozostatych jest dopetnieniem do 1, czyli:
2
P(R) = 3 (5)

Po informacji od prowadzacego, Czarek wypadt z rozwazan, na-
tomiast zauwazmy, iz w ogdlnosci nie zwieksza to szans Alicji.
Dzieje sie tak, poniewaz dla catej tréjki, prawdopodobiefistwo za-
liczenia jest takie samo i nie zmienia sie z faktem, iz Czarek nie
zaliczyt (z punktu widzenia naszych rozwazan nadal reszta ma
wieksze p-stwo niz Alicja, nieistotne tez, czy Czarek wie o swoim
niepowodzeniu). Jej szansa na zaliczenie nadal wynosi 1/3, mylita
sie.

Rozwazmy n monet, z ktérych k jest asymetrycznych i reszka
wypada na nich $rednio 2 razy czesciej niz orzel. Wybieramy
losowo monete i w wyniku rzutu widzimy orla. Jaka jest szansa,
ze byla to moneta asymetryczna?

€ Prawdopodobiefistwo wyrzucenia monety asymetrycznej:

P(asym) = %

Rysunek do zadania 2 (egzamin)

A B C
_
1/3 2”3
A B C
1/3 213 <3 o
ﬁ 213

Alternatywnie: poczatkowo prawdo-
podobieristwo zdania egzaminu przez
kazda z os6éb wynosi 1/3. Mozemy tréj-
ke znajomych podzieli¢ na dwie grupy:
Aligja (jest w tej grupie sama, praw-
dopodobieristwo zdania wynosi 1/3)
oraz grupe reszty znajomych (prawdo-
podobieristwo, ze kto$ z tej grupy zdat
wynosi 2/3, z czego po 1/3 na osobe).
Dowiadujac sie, ze Cezary nie zaliczyt
egzaminu, prawdopodobieristwo zdania
kazdej z grup sie nie zmienia. Praw-
dopodobienistwo zmienia sie jedynie
wewnatrz drugiej grupy, czyli w efek-
cie Barbara ma 2/3 szans na zdanie a
Alicja ciagle 1/3. Alicja popelnita blad,
myslac, ze prawdopodobieristwo réwno
"przejdzie" z Cezarego na nia i Barbare.

Szansa na zaliczenie
1/3 2/3

A R(C+B)
1 | | 1
A Info dot. Czarka R(B)

1 1

Zaliczenie Zaliczenie
A - zalicza Alicja

R (C+B) - zalicza ktos inny
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Prawdopodobieristwo wyrzucenia monety symetrycznej:

n—k

P(sym) = -

Prawdopodobienistwo wyrzucenia orta na monecie symetrycznej:

1
Polsym) = 5

Prawdopodobieristwo wyrzucenia orfa na monecie asymetrycznej:

P(olasym) = %

Prawdopodobienistwo wyrzucenia orta:

(0)_5.1 n—kl_i n—k 3n—k
n 3 n 2 3n 2n  6n

Szukane prawdopodobieristwo na podstawie wzoru Bayesa:

NIk

%
C 3n—k’

P(asym|o) = P(0|asy17;1()01)’(asym) _ é

e

ONn—K
6n

Mozna réwniez zbada¢ zagadnienie numerycznie, komputerowo
generujac liczby pseudolosowe i poréwnujac wynik z teoria.

import random as rand

try:
k
S

n=%k+s
print (f’Calkowita_liczba_monet:_{n} ")
tries = int(input(’Podaj_liczbe_prob: "))
if tries <= 1:
raise ValueError
except ValueError:
print ("Podano_nieprawidlowe, _dane. ")

exit ()
Sym: [/r/I /Or]
asym= [rr/l ’]f", /O/]

count_sym_o = o
count_asym = o
count_asym_o = o

for _ in range(tries):
coin = rand.randint(1, n)

Ponizszy program napisano w Pythonie
3.8.1.

int (input(’Podaj_liczbe _asymetrycznych_monet: "))
int (input(’Podaj_liczbe _symetrycznych_monet:_"))

Monety asymetryczne przy losowym
wyborze strony dwa razy czesciej
zwaracja reszke.
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if coin > k:
if rand.choice(sym) == ‘o

count_sym_o += 1
else:
pass
else:
count_asym += 1
if rand.choice(asym) == ‘o

18

Wybierz losowy element z asymetrycz-

. _ _ 1
count_asym_o += 1 nej monety - szansana o = 3

else:
pass
p_a = count_asym / tries
p_o = (count_sym_o + count_asym_o) / tries
p_oa = count_asym_o/count_asym
print (f 'Przewidywane_P(A):_{k/n:_.4f}\tOtrzymane_P(A): _{p_a:_.4f}")

print (f "Przewidywane_P(O):_{(3*n—k)/(6x*n): .4 f}\tOtrzymane_P(O): _{p_o:_.4f}")

print (f 'Przewidywane_P(OlA): {1/3:_ .4 f}\tOtrzymane_P(OlA): {p_oa: _ .4f}")
print (f '\nZe_wz._Bayesa: P(AIO)_=_P(OlIA)*P(A)/P(O)_=_", end="")
print(f’{p_oa_x*_p_a_/_p_o:_ .6f}")

print (f 'Przewidywane P(AIO)_=_ _2k/(3n—k)_=_{2xk/(3*n—k): _.6f}")

Przyktadowy wynik dziatania tego programu:

Podaj liczbe asymetrycznych monet: 50

Podaj liczbe symetrycznych monet: 100

Calkowita liczba monet: 150

Podaj liczbe prob: 100000

Przewidywane P(A): 0.3333 Otrzymane P(A): o0.3310
Przewidywane P(O): 0.4444 Otrzymane P(O): 0.4463
Przewidywane P(OlA): 0.3333 Otrzymane P(OlA):
0.3363

Ze wz. Bayesa: P(AlIO) = P(OlA)+P(A)/P(O) = 0.249367
Przewidywane P(AIO) = 2k/(3n—k) = o0.250000

Metoda drzewa: Oznaczenia: S-symetryczna, AS-asymetryczna, o s

O-orzet, R-reszka, A-wybrano monete asymetryczna, B-wyrzucono

orfa, A N B -wybrano monete asymetryczna i wyrzucono orfa
n—k 1 k 1 3n—k

P(B) = —+ — %k =
() n >k2+n>k3 6n

(6)

P(ANB) = % 7)



NOTATKI Z CWICZEN Z PROBABILISTYKI 19\ 20

Ze wzoru na prawdopodobienistwo warunkowe obliczono jakie
jest prawdopodobienistwo wybrania monetyy asymetrycznej pod
warunkiem, Ze wyrzucono orfa:

P(ANB L 2k
P(AIB) = (P(g)):ffrzik:?m—k ®)

W fabryce butéw na 2n par k sktada sie z dwoch lewych butéw, a
pozostate sa dobre. Jak zapakowa¢ te buty do dwéch paczek po n

. . . Kontrol dza jed
par kazda, zeby szansa na wykrycie btedu przez kontrolera byta e S P

losowo wybranej paczki.
jak najmniejsza?

Do pierwszej paczki wkltadamy a par lewych butéw. Wtedy w
drugiej paczce bedzie k — a par lewych butéw.

Wtedy szansa na wykrycie btedu w pierwszej paczce wynosi
P(W;) = £, a w drugiej P(W,) = &2

Wiec faczna szansa na wykrycie btedu wynosi P(W) = J - P(W;) +
% -P(Wp) = %, wiec niezaleznie od podziatu zawsze jest takie
samo.

Prawdopodobienistwo kontroli p(K) (pKontroli) wyraza sie su-
ma prawdopodobieristwa wylosowania pierwszej paczki i z niej
,Jlewego” pudetka oraz wylosowania drugiej paczki i z niej , lewe-
go” pudetka. Prawdopodobieristwo wylosowania kazdej paczki
jest jednakowe i wynosi 0.5. Prawdopodobienistwo kontroli jesli
do jednej z paczek wlozyliSmy x ,lewych” pudelek (do drugiej
odpowiednio k-x ,lewych”) wynosi

P(K) =05%x/n~+0.5x (k—x)/n; )

gdzie n to liczba pudetek w kazdej paczce, k liczba , lewych” pu-
detek w sumie, a x liczba , lewych” pudetek w jednej z paczek.

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego k,

19

niezaleznie od x P(K) bedzie takie samo

using namespace std;

int main()
{
int check =1;
int n =100;
float pKontroli[n][n];
for(int k=o0; k<n; k++)
{
pKontroli[k][o]=(0.5%0/n)+(0.5%(k—0)/n);\
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for(int x=1; x<k; x++)

{
pKontroli[k][x]=(0.5*x/n)+(0.5%(k—x)/n);\
if (pKontroli[k][x—1]!=pKontroli[k][x])
check=o0;

}

cout<<check;
return o;

@ Do rzucie 3 kostkami k10 wiemy tylko, ze na kazdej z nich wy-
padta inna liczba oczek. Jakie sa prawdopodobieristwa, ze: a) na
zadnej nie wypadia 9, b) na pewnej kostce wypadta 9?

& Zbiér wszystkich mozliwych zdarzen, w ktérych na kostkach sa
rézne liczby oczek bedzie miat licznoé¢ (kombinacje bez powtoé-
rzen)

10 100 8-9-10
0] = (3) 3.7t 6

Zakladamy dla ufatwienia, ze kostki sa nierozréznialne (nie in-
teresuje mnie kolejnos¢ rzutéw). a) Zbiér mozliwych zdarzen, w
ktérych nie wypadta g to po prostu taka sama kombinacja, tylko
bez jednej mozliwej cyfry.

9 9! 7-8-9
4] = (3) 3.6l 6

Korzystajac ze wzoru z pierwszych zaje¢:

_Al_ 7
P(A)—‘ =10

b) Jesli na jednej kostce wypadia 9, na dwdch pozostatych wypa-
dfo co$ dowolnego, innego od 9 i r6znego:

9 9! 9-8
|B|_1'(2>_2!-7z_

Zatem

P(B) =T = = Dla zachowania jasnosci rysunku
‘ | dokfadnie przedstawiona jest tylko

jedna czes¢. Reszta jest analogiczna

20
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Bez warunku o r6znej wartosci oczek na kazdej z kostek widzimy,
ze iloé¢ mozliwoéci wynosi 1000 (10 - 10 - 10). Warunek ten przy
rozwazaniu drugiego pietra drzewka odejmuje nam po jednej
mozliwej gatezi (co skutkuje 10 gateziami na trzecim pietrze).
Natomiast na trzecim pietrze mamy o dwie gatazki mniej.

Biorac to pod uwage mamy 10 -9 - 8 = 720 gatezi lub liczac inaczej
1000 —10-10 —10-9 - 2 = 720 Jakie jest prawdopodobieristwo, ze
na jednej z koéci wystapi 9?

Wystapienie g na pietrze daje nam 9 - 8 = 72 wystapieni, na drugim
pietrze daje nam 8 wystapien, ale na 8 pietrze jest az dziewiec¢
dziewiatek, czyli tez 9 - 8 = 72 wystapien. Na trzecim pietrze
wystapienie 9 jest pojedyncze dla kazdej gatezi z pietra drugiego
(oprocz tej gatezi idacej od dziewiatki) to znaczy, ze g jest 1 -8 -

9 = 72 Daje to nam w sumie 216 jednakowo prawdopodobnych
kombinacji gdzie wystepuje ,,9”.

216

P(//g//) — ﬁo —

0.3 (10)
Prawdopodobieristwo, Ze na zadnej kostce nie wypadta ,,9” To 9
opcji na pierwszy pietrze drzewka,a dla kazdej opgji to 8 gatazek
na drugim, dla ktérej kazdej to 7 na trzecim. Co daje w sumie
9-8-7 = 504 kombinacji bez ,9”

4
P(bez"9”) = >0

- ﬁo - 07 (11)

Zbiér kombinacji z 9 i zbiér kombinacji bez g to dla roztaczne
zbiory, wiec ich prawdopodobieristwo powinno sumowac¢ sie do 1,
co tez sie dzieje.

21
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C6: Porozmawiajmy o Centralnym

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

*
L 2

Opis testéw diagnostycznych.
Prawa wielkich liczb.
Zadania do wykonania:

Napisz skrypt, ktéry w automatyczny sposéb wygeneruje ATpXowa
tablice wartosci dystrybuanty wystandaryzowanego rozkladu nor-
malnego.

2 Skrypt ten jest zaczerpniety (garSciami) z wykladu numer 4 i
zostat wykonany w Mathematice.

* Niewielka lecz kluczowa dla tego
zadania réznica polega na dodaniu

na koricu komendy TeXForm, ktéra
TableForm [ zamienia wyjscie programu na jego

Table [ NumberForm [ 5TEXowa wersje.

CDF[NormalDistribution[], a + b] — o.5, {5, 5}], {a,
o.1}, {b, o, 0.1, o0.01}],
TableHeadings —> {Table[NumberForm[#, {3, 3}] &@a, {a,

o, 1,

o, 1, o.1}],

Table [NumberForm[#, {3, 3}] &@b, {b, o, 0.1, o0.01}]}] // TeXForm

Skrypt w Pythonie do generowania I£TgXowej tablicy wartosci
dystrybuanty wystandaryzowanego rozkltadu normalnego

from math import erf, sqrt

def phi(x):
return (1.0 + erf(x / sqrt(2.0))) / 2.0

output = "\\begin{tabular}{_c_I_c_c_c c_c c c c c_c }\n"
output += "\t\\hline\n"
output += "\tx"
for i in range(o, 10):
output += " & " + str(i / 100.0)
output += "\\\\\n\t\\hline\n"
for x in range(40):

+ str(x / 10.0)
for i in range(o, 10):

output += "\t_'

output += " & " + “{:.4f} . format(phi(x / 10.0 + i / 100.0))

output += "\\\\\n"
output += "\t\\hline\n"
output += "\end{tabular}\n"
print (output)

22
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@ Dwoch korektoréw przeczytato ksiazke. Pierwszy znalazt 151
btedéw, drugi 182, przy czym bledéw znalazionych przez obu bylo
94. Czy byli to dobrzy korektorzy (odpowiedz ilo$ciowo)?

@ Pierwszy korektor znalazt 151 btedéw, a drugi 182 bledy. Btedéw
znalezionych przez obu byto 94. Na podstawie tego wyznaczamy
ilos¢ btedéw wykrytych jako:

|A| 4 |B| — |ANB| = 151 + 182 — 94 = 239

Wiemy wiec, ze w tekscie jest przynajmniej 239. Czuto$¢ testu

wykonanego przez pierwszego korektora wynosi wiec (maksy-

malnie) % = 63%. Czuloé¢ testu drugiego wynosi (maksymalnie)

% = 76%. Z uwagi na specyfike takiego zadania, czulo$¢ na
takim poziomie nie jest wystarczajaca. Nie byli to wiec dobrzy

korektorzy.

. . . . . e . 3 Dlaczego mozemy je tu stosowac?
# Stosujac twierdzenie Poissona3 odpowiedz na pytanie jakie jest & Y]

prawdopodobienstwa, ze stodka butka ma w $rodku (1) 0 rodzy-
nek oraz (2) 15 rodzynkéw, jesli srednio zawiera 5 rodzynkéw.

) W zadaniach 3 i 4 mozemy w pewnym
€ Twierdzenie Poissona: przyblizeniu stosowa¢ tw. Poissona,
)Lk poniewaz:

n\ k n—k n—o —A - i .

k Pn(1—pn) B Fe rodzynek ma n'1aly rozmiar w sto-

: sunku do bulki, przez co rodzynki
w jednej bulce nie "wplywaja" na
Dla p, — 0, np, =+ A >0 siebie i w bufce zmiesci sie duzo

1) Prawdopodobnienstwo znalezienia o rodzynkéw: rodzynek

- z tego samego powodu prawdo-

Ak podobieristwo, Ze losowo wybrana
Pk(/\) = e_’\ o= 5 objetos¢ bulki (rozmiaru rodzynka)
0 k! jest rodzynkiem, jest mate
Py (5) = 5*5% — e P —=674-10"3 — $rednia liczba rodzynek A = p,n

Te zatozenia to jednak tylko przyblize-

L o . nia, poniewaz w bulce nie zmiesci sie
2)Prawdopodobnienistwo znalezienia 15 rodzynkéwr: nieskoriczona ilogé rodzynek. Przyblize-

. nie to jest jednak bardzo dobre
5'5
P,5(5) = e*51—5' —=e°.0023=157-10"*

. . . . . e . 4 Dlaczego mozemy je tu stosowac?
® Stosujac twierdzenie Poissona* odpowiedz na pytanie ile srednio & Y)

rodzynkéw powinna zawiera¢ stodka butka, zeby z prawdopodo-
bienristwem 0.99 losowe ciastko zawierato co najwyzej 5 rodzyn-
kow?
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€ Twierdzenie Poissona:

n — 00 )\k —
<k>P’§, (1—pu)" " T (12)

Dla p, — 0, np, — A > 0.
Mozemy przyja¢, ze liczba rodzynkéw w paczku ma rozktad Pois-
sona z parametrem A.

Rozktad Poissona: L
AT a
f(k, )\) == H@

Rozwiazanie zadania: P(X < 5)

(13)

P(X=5)+P(X =4)+P(X=3)+P(X =2)+P(X =1)+P(X =0) = 0,99

(14)

Aoe=d oA A3 AZeA (LA /\Oe_A_
5t Pttt ~ 0% ()
A~ —1,17323 lub A ~ 1,78528 (16)

Réwnanie zostalo rozwiazane za pomoca programu WolfhramAl-
pha. Wyszly dwa rozwiazania, dodatnie i ujemne. Za prawidlowa
odpowiedzZ przyjeto wartoé¢ dodatnia, poniewaz rodzynki nie
moga by¢ "ujemne". Dlatego: A ~ 1,79

Srednio stodka butka powinna zawieraé ~ 1,79 rodzynkéw.

# Srednia iloé¢ rodzynkéw spetniajaca zalozenia mozna wyznaczy¢
numerycznie, wyznaczajac prawdopodobienistwo zdarzenia dla ré-
nych érednich do osiagniecia wartosci zblizonej P = 0.99. Ponizszy
kod w jezyku Java pozwala na wyznaczenie z duza doktadnoscia
szukanej Sredniej. (P = 0.99 z dokladnoscia do 4 cyfr po przecin-
ku). Otrzymujemy A = 1.7852.

public static void main(String[] args) {

double avg = 5; //srednia rodzynkow

double s = 0.0001; //rozdzielczosc sprawdzania
double Pmax = o0.99; //prawdopodobienstwo szukane
double P;

do {

double Po = Math.pow(avg, o) + Math.pow(Math.E, —avg);
+ Math.pow(Math.E, —avg);
+ Math.pow(Math.E, —avg);
+ Math.pow(Math.E, —avg);
24 * Math.pow(Math.E, —avg);

120 * Math.pow(Math.E, —avg);

double P1 = Math.pow(avg, 1)
double P2 = Math.pow(avg, 2)

AN R R

double P3 = Math.pow(avg, 3)
double P4 = Math.pow(avg, 4)
double P5 = Math.pow(avg, 5)

S~ S S S
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P="Po+ P1 + P2 + P3 + P4 + Ps;

if (P<Pmax)
avg —= s;
} while (P<Pmax);
System.out. println(avg + " " + P);

}

€ Wyznacz w przyblizeniu (z twierdzenia Poissona) jakie jest praw-

dopodobieristwo, ze wéréd losowo wybranych 400 oséb 10 urodzi-
fo sie w 5 sierpnia.

Prawdopodobienistwo, Ze osoba urodzila sie 5 sierpnia p = 31@,

g=1-p= %, n = 400. Warto$é¢ oczekiwana

EX=A=n-p=1,09
Odchylenie standardowe
s=,/c-p-q=1,045

Prawdopodobienistwo, ze wsréd losowo wybranych 400 0séb 10
urodzito sie 5 sierpnia (k = 10):
e

k!
P(X =10) = 2,301 %107

P(X=k)=e

W pewnej grupie wiekowej na chorobe wiericowa cierpi 8% mez-
czyzn i 2% kobiet. Wylosowano z tej grupy mezczyzne i kobiete,
by poddac¢ ich prébie wysitkowej>. Oblicz dla kazdego z nich

25

5 Tak jak w zadaniu z wykladu, czulos¢

- Prawdopodobieristwo, ze préba wysitkowa doprowadzita do testu to 65%, a jego swoistos¢ 85%.
prawidiowej diagnozy.

- Prawdopodobienistwo, ze osoba z wynikiem dodatnim jest
chora.

— Prawdopodobieristwo, ze osoba z wynikiem ujemnym jest zdro-
wa.

Metoda drzewek:

Drzewko odnosi sie do wszystkich podpunktéw, zaznaczone frag-
menty odnosza sie do podpunktu pierwszego.

Legenda do drzewek:
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O prawidtowa diagnoza

0,15

M - mezczyzna, K - kobieta,

CH - chory, Z - zdrowy,

+ - pozytywny wynik, - - negatywny wynik.

Tabelka jest taka sama dla kobiet i mezczyzn: Prawdopodobieri-

wynik wynik
pozytywny negatywny
osoba o
o)
zdrowa 15% 85%
osoba 65% 35%
chora ° °

stwo, ze diagnoza jest prawidlowa u kobiet:
P=0,02-0,65+410,98-0,85= 0,013 + 0,833 = 0,846 (17)

Prawdopodobienistwo, ze diagnoza jest prawidtowa u mezczyzn:
P=0,08-0,65+0,92-0,85=0,052+0,782 = 0,834 (18)

Prawdopodobieristwo, Ze kobieta z wynikiem dodatnim jest chora:

— A-jest chora
- B - wynik dodatni

_ P(ANB)
P(A[B) = W (19)
odczytane z drzewka:
2.
P(A|B) = 0,02-0,65 — 0,08125 (20)

~0,02-0,65+0,98-0,15

Prawdopodobienistwo, ze mezczyzna z wynikiem dodatnim jest
chory (analogicznie wykonano analize dla mezczyzn):

0,08-0,65
P(A|B) = Al —0,27
(AIB) = 508 0,65 10,92 0,15 _ (21)
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Prawdopodobieristwo, ze kobieta z wynikiem ujemnym jest zdro-
wa:

- A -jest zdrowa

- B - wynik ujemny

_ P(ANB)
P(A[B) = TP(B) (22)
odczytane z drzewka:
P(A|B) = 0,98 - 0,85 = 0,992 (23)

~0,02-0,35+0,98-0,85

Prawdopodobienistwo, Ze mezczyzna z wynikiem ujemnym jest
zdrowy: (analogicznie wykonano analize dla mezczyzn):
0,92-0,85

P(A|B) = ~0,9
(AIB) = 552 0,85 10,08 0,35 ~ 70 (24)

Metoda numeryczna:

import random as rd
N = 1ey

test_sw = 0.85
test_cz = 0.65

zdrowiplus_k, zdrowiminus_k, chorzyplus_k, chorzyminus_k (o, o, o, 0)

zdrowiplus_m, zdrowiminus_m, chorzyplus_m, chorzyminus_m

(o, o, o, o)

# Bierzemy N kobiet i N mezczyzn (populacja 2N)
for i in range(int(N)):
# Dla kobiet
if rd.random() <= o0.02:
# Kobieta jest chora, przeprowadzamy test
if rd.random() <= test_cz:
chorzyplus_k += 1
else:
chorzyminus_k += 1
else:
# Kobieta jest zdrowa, przeprowadzamy test
if rd.random () <= test_sw:
zdrowiminus_k += 1
else:
zdrowiplus_k += 1

# Dla mezczyzn
if rd.random() <= 0.08:
# Mezczyzna jest chory, przeprowadzamy test

27
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if rd.random() <= test_cz:
chorzyplus_m += 1
else:
chorzyminus_m += 1
else:
# Mezczyzna jest zdrowy, przeprowadzamy test
if rd.random() <= test_sw:
zdrowiminus_ m += 1
else:
zdrowiplus_m += 1

print (f "Kobiety: \n_\

oo PCEH i+ v Z i, —): {(zdrowiminus_k_+ chorzyplus_k)/N_*_100_:.3}%\n_\
P(CHI! +):_{chorzyplus_k /(zdrowiplus_k+chorzyplus_k)_*_100_:.3}% _\n_\
e P(Z1 =) {zdrowiminus_k /(chorzyminus_k+zdrowiminus_k)_*_100_:.3}%\n")
print (f 'MEZCZYZNI: \n_\

oo P(CH i+ v Z i, —): {(zdrowiminus_m_+_chorzyplus_m)/N_*_100:.3 f}%\n_\
P(CHI +):_{chorzyplus_m /(zdrowiplus_m+chorzyplus_m)_*_100_:.3 f}%_\n_\
P(Z! —):_{zdrowiminus_m /(chorzyminus_m+zdrowiminus_m)+100_:.3 f}%\n")

[T T

[T T

[T T

Srodowisko Istlisting nie pozwala na
wstawienie symbolu N jako unicode,
dlatego spéjnik i’

Przyktadowy wynik dziatania programu dla N = 107:

Kobiety:
PCHi +vZi —) 84.6%
P(CHI+): 8.13%
P(ZI —-): 99.2%

MEZCZYZNI:
PCHi +vZi —): 83.398%
P(CHI+): 27.343%
P(Zl —): 96.536%

Udowodnij twierdzenie Poissona, przeliczajac wystepujaca w jego
tezie granice przy zatozeniu upraszczajacym np, = A.
Twierdzenie Poissona méwi, ze rozktad Poissona jest granicz-

nym przypadkiem rozkladu dwumianowego. Oznaczamy je
X ~ Poiss(A). Wowczas

Zaktadamy:
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Obliczamy granice rozktadu dwumianowego przy n — oo

| o\
lim P(X, = k) = lim <Z> pfz(l - Pn)”_k = lim e 'p];l (1= pn) =

n—00 n—00 n—sco k!(n — k).

1 ke 1k Avn

—Enlgrolon(n 1)...(n k+1)p”(l—pn) (1 E) =

1. ynmn—=1 n—k+1 , 1 A

_Fnlgr.}onﬁ e p"(l—pn) (1 ;) =

1 chn—1 n—k, 1 A

—k!nlgxgo()\) nn T on (1—pn)(1 n) N

Lok,-a

= H/\ e
@ Otrzymany wynik potwierdziliémy réwniez prosta operacja w
Mathematice:
p=A/n (25)

P=nt/(((n =k * (k) ((p)) * (L= p)" ™95 (26)

Limit[P,n— > Infinity]//Simplify (27)

29
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Cy7: O estymie estymatora.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

L 4

2

zastosowania Mocnego Prawa Wielkich Liczb.
Centralne Twierdzenie Graniczne.
Definicje estymatoréw i ich najwazniejsze cechy.

Zadania do wykonania:

W Polsce jest n = 24.6 - 10° podatnikéw® i kazdy z nich moze
pomyli¢ sie przy wypetnianiu zeznania podatkowego, przy czym
warto$¢ pomyiki opisuje zmienna losowa X;, dla ktérej EX; = 0
oraz ¢ = \/D2X; = 102PLN. Jaka jest szansa, ze straty parstwa
w wyniku tych bledéw przekrocza jeden grosz na podatnika? A 5
groszy?

Liczba podatnikéw:

n=24,6x%10°
Vi = 4960
E(X)=0

Odchylenie standardowe:
o =/D?X; = 100PLN

Korzystamy z Centralnego Twierdzenia Granicznego ( n jest bar-
dzo duza liczba):

X1+ Xo+ ...+ Xy S xn

ov/n ov/n

Gdzie ¢(t) to wartoé¢ dystrybuanty rozktadu normalnego w punk-

p(X1+Xo+ Xz + ...+ Xy > xn) = p(

cie t.

Za x podstawiamy 0,01 bo szukamy jaka jest szansa, ze panstwo
straci 0,01 PLN na jednego podatnika. Prawdopodobienstwo to
Wynosi:

0,01 x 4960
4) -

p=1-¢(~"—55—) =1-9(0,49) = 10,69 = 0,31 = 31%

Dla x=0,05

0,05 * 4960

P=1-90"75

) =1—¢(2,48) = 1—0,9934 = 0,0066 = 0, 66%

)= 1-9(

 Dane za rok 1998.

M)

30



NOTATKI Z CWICZEN Z PROBABILISTYKI 19/20

€ Metoda numeryczna w jezyku java.

import java.util .Random;

public class BledyPodatkowe {
static double stdev=100;
static double n=24.6+1000000;
public static void main(String[] args) f{
Random r=new Random ();
double bladNaPodatnika;
double sum;
int k=o0;int m=o;
int liczbaProb=100;
for(int j=1;j<liczbaProb;j++) {
sum=o0;
for(int i=o0;i<n;i++) {
sum+=r . nextGaussian ()= stdev;
}
bladNaPodatnika =sum/n;
if (bladNaPodatnika >0.01) {k++;}
if (bladNaPodatnika >0.05) {m++;}
}
System.out. println ((double)k/liczbaProb );
System.out. println ((double)m/liczbaProb );

}

}

Dla 100 iteracji prawdopodobienistwo strat panstwa wiekszych

niz 1 grosz na podatnika wynosi 0,31, a wiekszych niz 5 groszy
wynosi 0,01. Zrobienie symulacji dla wiekszych n wymagaloby
wiekszej mocy obliczeniowej.

€ W ubieglym roku studenci Probabilistyki wramach prac domo-
wych rzucili kostkami k6 ok. n = 10* razy. Ile wynosi prawdopo-
dobieristwo, ze suma wyrzuconych oczek miesci sie miedzy 34950
a 350507

@ Skorzystano z Centralnego Twierdzenia Granicznego:

Z?:l Xi —ny

o (28)

31
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X; - wynik rzutu kostka

n = 10* = 10000 (29)
EX; =3,5 (30)
1
D2:%—(3,5)2=2,9 (1)
Poniewaz:
1 2 2 2 2 2 2 1 91
8(1 +2°+3°+4°+5°+6 ):6)1+4+9+16+25+36):€
(32)
2 6 2 6 21 7
EX?=Y KP(X=k =) K-==
i; ( ) l; =3 (33)

. 6 —n. —n-
P<34950 n-35 _Yi,-n-35 35050 —n 3’5>— (34)

<
V2,9 n V2,9 n V2,91
= P(—0,29 < N(0,1) < 0,29) = F(0,29) — F(~0,29) =  (35)
—2.0,61—1=1,22—-1=0,22 (36)

Prawdopodobieristwo wynosi 0,22.

Metoda symulacyjna z wykorzystaniem Wolfram Mathematica
12.1.

sum = Table[ Total[RandomlInteger[5, 10000] + 1], 100000];
sum2 = Select[sum, # < 35500 &];

sum3 = Select[sum2, # > 34950 &];

Length [sum3]

Histogram [sum, 50]

Zaprezentowany fragment kodu kolejno:

-generuje liste 100 000 sum 10 000 liczb od 1 do 6 (od o do 5
+1)(sum);

-przeksztalca liste sum na liste spelniajaca pierwszy warunek <
35050(sumz);

-przeksztatca liste sumz2 na liste spetniajaca drugi warunek <
35500(sum3);

-zlicza iloé¢ elementéw elementéw tej listy;

-dodatkowo generuje histogram dla pierwszej listy;
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Rysunek 8: Histogram sum

Wynikiem Zliczen w tym przypadku bylo 22 733 co przy podziele-
niu przez liczbe wszystkich przypadkéw daje szacowane prawdo-
podobienistwo zdarzenia réwne 22,733%

Narysuj zamknieta krzywa mieszczaca sie w kwadracie jednostko-

W wersji podstawowej mozecie Pafistwo

wym. Oblicz przy pomocy metody Monte Carlo pole powierzchni policzy¢ ile prob wpadio do zbioru
ograniczone ta krzywa. Sprébuj oszacowa¢ doktadnoéc¢ obliczen. "recznie".

Symulacja wykonana w jezyku Java wyznacza pole kota wpisane-
go w kwadrat o boku 1:

public static void main(String[] args) |

)

Random r = new Random ();

int a = 1; //dlugosc boku kwadratu o srodku w (1/2, 1/2)
int n = 1000000; //ilosc punktow losowanych
int ctr = o; //zliczanie wystapien
double [] X = new double [n];
double [] Y = new double [n];
for (int i=o; i<n; i++) f{

X[i] = r.nextDouble ();

Y[i] = r.nextDouble ();

if (Math.sqrt ((X[i]—o0.5)*(X[i] —0.5)+(Y[i] —0.5)*(Y[i] —0.5))<0.5)
ctr++;

}

System.out. println ("Pole kola wpisanego w kwadrat o boku 1:
+ (ctr/(double)n));

"

Kilka przykladowych wynikéw dziatania programu: 0.785028,
0.785754, 0.785059, 0.785717, 0.785501. Obliczajac pole na podsta-
wie wzoru konwencjonalnego przyblizajac 7 = 3.14159 otrzy-
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mujemy pole réwne 0, 78540, co pozwala zauwazy¢ ze metoda ta
jest doktadna (dla 10° prébek i kwadratu o polu 1) do trzeciego
miejsca po przecinku.

Ponizszy kod napisany w CERN ROOT 6.08 pozwala na oblicze-
nie pola powierzchni dowolnej elipsy za pomoca metody Monte
Carlo. Aby oblicza¢ pole poza kwadratem jednostkowym, nalezy
zamieni¢ definicje limitow.
void elipsa (){
TRandom =gen = new TRandom ();
//ustawienie parametrow polosi a i b;
double o0sA = 0.3;
double 0sB = o0.4;
//ustawienie polozenia srodka elpisy;
double polozenieX = o0.5;
double polozenieY = o0.5;
//ustawienie ilosci wylosowanych punktow;
const int rozmiar = 30000;
//ilosc punktow wewnatrz elipsy;
int numi = o;
//ilosc punktow na zewnatrz elipsy;
int num2 = o;

TGraph =*graf1 new TGraph();

TGraph =*graf2 new TGraph();

double x = o;
double y = o;
double gornylimitX
double dolnylimitX
double gornylimitY 1; //polozenieY +

1]
[
~

; //polozenieX +

0, //polozenieX —

Il
[ = =

double dolnylimitY = o; //polozenieY —

for(int i = o; i < rozmiar; i++){

Aby nie zmniejszy¢ czytelnosci kodu,
pozwolono aby wchodzit na margi-
nes(oczywiscie niektére fragmenty
nadal nalezato przenie$¢ do nastepnej
linii

.1%0SA;
.1%0SA ;
.1+ 0sB;
.1+ 0sB;

x = gen—>Uniform (dolnylimitX, gornylimitX);

y = gen—>Uniform (dolnylimitY , gornylimitY);

if (TMath:: Sqrt (TMath :: Power ((x —

polozenieX)/o0sA,2) +

TMath :: Power ((y — polozenieY)/o0sB,2)) <= 1 && numi < rozmiar){

grafi1 —SetPoint (numi,x,y);

numi++;

}
if (TMath:: Sqrt (TMath :: Power ((x —

polozenieX)/0sA,2) +

TMath :: Power ((y — polozenieY)/o0sB,2)) >1 && num2 < rozmiar){

graf2 —>SetPoint (num2,x,y);

numa2++;



}
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}

TCanvas +kanwa1i =

new TCanvas("kanwa1i" , "Plotting Canvas 1", 150,10,990,990);
graf2 —>Draw ("PA");

grafi —>Draw (" Psame ");

grafi —>SetMarkerColor (4);

graf2 —>SetMarkerColor (6);

TEllipse *kolo = new TEllipse(polozenieX b polozenieY ,0sA,0sB);
kolo—>Draw ("same ") ;

kolo—>SetFillStyle (3008);

double Pole = (1.0*numi/(numi + numz))=*

((gornylimitX — dolnylimitX)+(gornylimitY — dolnylimitY));
cout<<"Pole figury wynosi: "<<Pole<<endl;

double niepewnosc = 1.0/TMath:: Sqrt(numi + numz2);

cout <<"Niepewnosc pola figury wynosi: "<<niepewnosc<<endl;

Ponizej znajduje sie przedstawienie sposobu dziatania tego pro-
gramu. Mozna zauwazy¢, ze graf nie jest wypelniony catkowicie.
Poniewaz nie wptywa to na wynik, postanowiono nie dodawa¢
zbednych linijek kodu do programu.

Rysunek 9: Przyktadowy graf

-
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Pole figury zostalo obliczone zgodnie ze wzorem

Ng
P = — %P
/ ”all* g

1, to wszystkie punkty znajdujace sie wewnatrz figury, n,l! to
wszystkie punkty, P, to pole wygenerowanego kwadratu.

Niepewno$¢ pola zostata przyjeta jako wzgledna doktadnos¢ obli-

czenia catki

1

Nall

APy =

35
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Wartoéci zwrdcone przez program:

root [0] ) Rysunek 10: przykltadowe wartosci
Processing elipsa.cpp...

Pole figury wynosi: ©.377133 Zwracane przez program

Miepewnos¢ pola figury wynosi: ©.8857735
root [1] |

¢ Wyznaczanie przy pomocy metody Monte Carlo pola kota Py
wpisanego w kwadrat jednostkowy o polu P = 1 opiera sie na
ponizszym réwnaniu:

k
Pk—P; (37)

gdzie k to liczba punktéw w okregu i na okregu, a n to liczba
wszystkich punktéw.

points = RandomReal[{—o0.5, 0.5}, {10000, 2}];
plot = ListPlot[points, AspectRatio —> 1];
circle = Graphics[Circle[{o, o}, o0.5]];
Show[plot, circle]

Count[Map[Norm, points], _?(# <= o.5 &)]/10000.

7 Kod zapisany w Mathematice
7

Rysunek 11: Wykres okregu o promie-
niu R = 0.5 wpisanego w kwadrat z
wylosowanymi 10 000 punktéw.

Dla n = 10000 obliczone pole wynosilo P, = 0.7854, dlan =
100000 P, = 0.7851, a dla n = 1000000 P, = 0.7855. Gdy przyj-
miemy 71 = 3.1415926535 pole tego kota obliczone z klasycz-

nego wzoru z dokladnoécia pieciu miejsc po przecinku wynosi
2 Plaszczak - popularnonaukowa nazwa
P, = 71?2 = 0.78539 ik - popularnon
oznaczajaca istoty istniejace w prze-
strzeni dwuwymiarowej. Zpolszczona
nazwa stworzen z ksiazki Flatlandia czy-
wej plaszczyznie, czlowiek nie plaszczak 3-ci wymiar lubi, wiec li Kraina Plaszczakéw autorstwa Edwina
Abbotta.

€ Pomimo, iz w zadaniu mowa o krzywej zamknietej na jednostko-
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postanowiliSmy odwzorowa¢ zadanie z uzyciem metody Monte
Carlo w tréjwymiarowej przestrzeni.

Stworzono, wiec sfere jednostkowa umieszczona w jednostkowym
szeScianie.

Sphere - Monte Carlo

0.5

- Objetos¢ szedcianu V, = a® = 1
— Objetosc sfery Vs = 3713 = 27(0,5)% = 0,5235987756

Metoda Monte Carlo
Ve Kk

V; N
gdzie N liczba losowo wybranych punktéw w szescianie, za$ k
liczba punktéw ktére znalazty sie wewnatrz sfery.
Wizualizacja symulacji dla N = 10000:

Wyniki dla symulacji przy N = 10000:

k = 5206

k 5206

Vs N Ve = 10000

*1=10,5206

Widac¢ réznice wynoszace ﬁ realnej wartos$ci objetosci.

Vs = 0,5235987756 ~ 0,5206

37



NOTATKI Z CWICZEN Z PROBABILISTYKI 19/20 38

Sphere - Monte Carlo

W teorii je$li N — oo to (% * VC> — Vs, sprébujmy wiec podnies¢
N.

N = 1000000
k = 523473
Vs = 0,523473

Dla tak duzego N réznica objetoéci wynosi okoto ﬁ.

Objeto$¢ wyznaczona mozna na wykorzysta¢ do oszacowania 7t

3V  30,523473
~ DL =Y 314
T i 1 (0’5>3 3,140838

€ Zadanie zostalo wykonane w Matlabie.
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Wykres z lewej przedstawia 1000 punktéw, a wykres z prawej
10000.

Mozna wyznaczy¢ pole kota wpisanego w kwadrat jednostkowy
(o polu 1) na podstawie liczby punktéw, ktére zawarte sa w tymze
ksztalcie. Stanowia one jakas czes¢ catego kwadratu, zatem pole
ksztattu mozemy wyznaczy¢ wedtug takiego wzoru:

"y
P, = P,
ko k a1
gdzie:
Pko - pole kota, Pk - pole kwadratu, n in - liczba punktéw w kole,
n all - liczba wszystkich punktéw

Narysowane koto ma pole:

P, = r* = - (0,5)% = 0,785

Pole kota wyznaczone na podstawie liczby punktéw:

Dla 1000 punktéw:

805
P = 1% = 0,805
Dla 10000 punktéwr:
7837
Py = 1M =0,7837
Dla 100000 punktéw:
78521
Py, = 1m =0,78521

Dla 1000000 punktéw:

39
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785412

ko = 19500000 ~ %78

Wyznaczenie pola staje sie doktadniejsze wraz ze wzrostem liczby
punktéw. W przybliZzeniu staje sie rowne wartosci teoretycznej
przy liczbie 100 ooo punktéw.

Skrypt w Matlabie:

%ta funkcja znajduje sie w oddzielnym skrypcie
function h = circle(x,y, 1)

hold on

th = o:pi/50:2%pi;

xunit = r * cos(th) + x;

yunit = r * sin(th) + y;

h = plot(xunit, yunit, 'linewidth’, 1.5);
hold off

end

rng (o, "twister”)

a = —o.5;

b = o.5;

x = (b—a).*rand(10000,1) + a;
y

(b—a).*rand(10000,1) + a;
counter = o;

hold on

scatter (x,y, " .");

h = circle (0,0,0.5);
hold off

for i=1:length(x)
if (hypot(x(i),y(i)) <= o.5)
counter = counter + 1;
end
end

Dodajemy 10 0oo liczb, zaokraglonych z doktadnoscia do 10~".
Btedy zaokraglenia sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie jednostajnym w przedziale (—107" /2,107 /2). Wyzna-
czy¢ przedzial, w ktérym z prawdopodobieristwem 0.99 bedzie sie
zawierat btad sumy.

40

Zachecam do rozwiazan analitycznych,
jak réwniez symulacji.
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@ n = 10000 liczb zaokraglonych do ok. 107"

Xi- niepewno$¢ k-tej liczby

n
= Z X
k=1

dla P(X)=0,99 wyznaczamy przedzial w ktérym bedzie zawierat
sie bfad sumy

) © 1 %107"’
dla kazdego k  E(X;) = /m xg(¥)dx = T /;mm xdx =0 =M

Vi) = [ eeds = EOC) — (02 = oy [ st = 10 2

10—m 7%104" 12
10
-
P2 M ) Z P2 <) = P < )
a\f Y 0% 100 V= A=Y

Chcemy, zeby P(|U,| <y) = 0,99

P(Un| < y) = P(Uy < )~ P(Uy < ) = Fly) ~ F(~y) = (5 +p(1)) ~ (5 +9(-)) =

P(|Un| <y) =2¢(y) =0,99
$(y) =0,495 => y=258.

z prawdopodobieristwem 0,99:

Sn
T < 2,98
2v/3
02—m
Sul = X < * 2,58
Sl = | Z Kl ENE
Otrzymujemy przedzial:
02 m 1027711
- 2,68 <) Xi < * 2,58
2V3 2 T 2B
Metoda symulacyjna z wykorzystaniem Wolfram Mathematica
12.1.
sum = Table[Total [( RandomReal[1, 10000] — 1/2)], 100000];

sum2 = Sort[sum]
Part[sum2, 500]
Part[sum2, 99500]
Histogram [sum, 50]

41
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Zaprezentowany fragment kodu kolejno:

-generuje liste 100 000 sum 10 000 liczb od -1/2 do 1/2 (od 0 do 1
-1/2)(sum);

-sortuje ta liste;

-wypisuje 500 i 99 500 element tej listy;

-dodatkowo generuje histogram dla pierwszej listy;

7000 Rysunek 12: Histogram sum
6000
5000
4000
3000

2000

1000

Rozklad wynikéw powinien by¢ symetryczny wzgledem zera,
dlatego biorac pod uwage wygenerowanie 100 0oo wynikéw od-
rzucamy po 500 z kazdego skaju wybierajac element znajdujacy
sie krawedzi naszego zbioru w ktérym znajduje sie 99% wynikéw.
Otrzymane w ten sposéb wyniki wynosza w tym przypadku od-
powiednio —74.1079 oraz 74.2388. Moduty wynikéw sa do siebie
zblizone co zgadza sie z intuicja o symetrii rozkltadu. Z catosci
wynika Ze po zsumowaniu 10000 liczb w ten sposéb nasze za-
okraglenie spowoduje btad mieszczacy sie, w 99% przypadkow, w
przedziale od okoto —74.1079 x 10~ do 74.2388 * 10~".

42
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C8: Teoretycznie tak.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

€ Rodzaje zbieznosci.

¢ Aksjomatyczna definicja prawdopodobieristwa.
€ Metody estymagiji.

Zadania do wykonania:

¢ Nalezy wyznaczy¢ wybrana metoda parametry rozktadéw umiesz-

czonych na stronach 49-50.
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Co: Znaj rozktady, nie ma rady!

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

& wzor wlaczen-wylaczen oraz ciaglo$¢ prawdopodobieristwa.
# funkcje tworzace, charakterystyczne i generujace momenty.

® najwazniejsze relacje pomiedzy typowymi rozktadami prawdopo-
dobienstwa.

¢ funkcje zmiennych losowych.
Zadania do wykonania:

® Nalezy wyznaczy¢ funkcje tworzace, funkcje generujace momenty
i funkcje charakterystyczne (albo uzasadni¢, ze to niemozliwe) dla
rozkladéw umieszczonych na stronach 49-50.

44
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C1o: Postawmy sobie hipoteze.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

€ Na czym polega testowanie hipotez statystycznych.
@ Jak je rozstrzygac?

Zadania do wykonania:

€ Wyjasnij (oraz podaj przykiad) czym sa i czym sie r6zniqa miedzy
soba bledy pierwszego i drugiego rodzaju. Dlaczego nie traktuje-
my ich tak samo?

# Stosujac funkcje tworzace albo charakterystyczne albo generujace
momenty znajdz rozklad sumy # niezaleznych zmiennych loso-
wych o ustalonym rozktadzie sposréd tych opisanych na stronach

49-50.
¢ Niech X ~ N(0,1). Wyznacz rozktad zmiennej losowej X".

@ Niech X bedzie zmienna losowa z ciaglego rozkltadu wyktadnicze-

go. Wyznacz rozktad zmiennej losowej e .

@ Niech X bedzie zmienna losowa z rozkladu jednostajnego na
[0, 27t]. Wyznacz rozktad zmiennej sin(X).

45
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C11: Czasami trzeba si¢ dopasowac.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:

® korelacja i metody regresji to wspaniale narzedzia, ale trzeba uzy-
wa¢ ich rozwaznie.

Zadania do wykonania:

# Opierajac sie na twierdzeniu z wyktadu (lub z podrecznika [2])
wyprowadz wzory na wspdtczynniki a i b réwnania prostej w
przypadku kiedy to prosta minimalizuje odpowiednia warto$é
oczekiwana.

# Czy i dlaczego niezalezno$¢ dwéch zmiennych losowych implikuje
ich nieskorelowanie?

@ Czy i dlaczego brak niezaleznoéci dwéch zmiennych losowych
informuje o wartosci wspéiczynnika korelacji?

¢ Czy i dlaczego nieskorelowanie dwdch zmiennych losowych impli-
kuje ich niezaleznos¢?

® Czy i dlaczego zerowanie wspodtczynnika korelacji dla dwéch
zmiennych losowych implikuje ich niezaleznos¢?

# Podaj przykiad dwéch zmiennych losowych, ktére cho¢ posiadaja
wspoétczynnik korelacji 0 sa ewidentnie skorelowane (niekoniecz-
nie liniowo).

# Podaj (minimum trzy na zespo6l, bez powtarzania) przyklady rze-

czywistych danych® dla ktérych wysoka korelacja oznacza wyni- wane podczas wyktadu.

kania w jedna lub druga strone oraz brak wynikania

46

8 Polecam narzedzia i strony prezento-
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C12: Tyle o sobie wiemy ile nas sprawdzono.

Najwazniejsze wnioski z wyktadu:
® poznaliSmy typowe rodzaje testéw statystycznych.
Zadania do wykonania:

® Wiedzac, ze dane umieszczone na stronie przedmiotu pochodza z
rozkladu o nieznanych wariancji i wartosci oczekiwanej sprawdz,
czy na poziomie istotnosci & = 0.05 mamy podstawe do odrzuce-
nia hipotezy o tym, ze warto$¢ oczekiwana wyjéciowego rozkladu
byla réwna zero na rzecz hipotezy przeciwne;.

€ Wiedzac, ze dane umieszczone na stronie przedmiotu pochodza
z rozktadu o odchyleniu standardowym réwnym ¢ = 1 sprawdz,
czy na poziomie istotnosci « = 0.05 mamy podstawe do odrzuce-
nia hipotezy o tym, ze warto$¢ oczekiwana wyjéciowego rozkladu
byta réwna zero na rzecz hipotezy przeciwne;j.

4 Udowodnij, ze dla rzutéw uczciwa moneta diugosci nieprzerwa-
nych pasm zer albo jedynek maja rozklad geometryczny.

@ DPrzetestuj hipoteze, ze diugosci ciagéw zer i jedynek w wyrzuco-
nej przez Ciebie prébce pochodza z rozktadu geometrycznego. W
oparciu o poprzednie zadanie wyciagnij z tego wnioski o uczciwo-
$ci Twojej monety. Opisz doktadnie wszystkie kroki.

@ Przetestuj hipoteze o réwnomiernym rozkladzie liczb w losowa-
niach lotto%. Opisz doktadnie wszystkie kroki.

9www.lotto.pl/lotto/
wyniki-i-wygrane/statystyki
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Notacje i oznaczenia
o-cialo F
® QcF,
® JesliAc FtoA € F,
® JesliA;je Fdlai=1,2,... toU2; A; € F.
Aksjomatyczna definicja prawdopodobiefistwa Prawdopodobien-
stwo to funkcja IP o wartosciach w IR, okreslona na o-ciele zdarzeri
F C 29 ktora spelnia nastepujace warunki
¢ P(A) > 0dla kazdego A € F,
¢ P(Q)=1,
® JesliA;e Fi=1,2,...0oraz AiNA;j=0@dlai#jto
[e9) e}
P <U Al-) =) P(A).
i=1 i=1
Przestrzeni probabilistyczna Przestrzenia probabilistyczna nazy-
wamy tréjke (Q), F, IP), gdzie Q) to zbidr zdarzen elementarnych,
F C 29 g-cialo, a IP p-stwo na F.
Zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa Ciag zmiennych losowych
(Xn) jest zbiezny wedtug p-stwa do zmiennej losowej X gdy dla
kazdego ¢ > 0
. _ P
(nlgr(}oll’(|Xn—X| > ¢) :0) = (xn —>x).
Zbieznos¢ z prawdopodobiefistwem 1 (p.n.) Ciag zmiennych loso-
wych (X},) jest zbiezny prawie na pewno (z p-stwem 1) do zmiennej
losowej X gdy
. . _ p.n.
P (Jim, Xo = X) = (X0 5 X).
Indykatorem zbioru A C R nazwiemy funkcje™® W skrécie indykator odpowiada na
pytanie czy dany x nalezy do zbioru A.
1, x €A,
Ia(x) =
0, x & A.

" Oczywiscie zawsze dotyczy to pew-

O dwoéch zdarzeniach A i B powiemy, Ze sa niezalezne™ gdy

zdarzen A i B.
]P(A N B) = ]P(A)IP(B)‘ > Wielko$¢ ta ma sens jedynie dla
rozkltadéw dyskretnych.

nego szczeg6lnego rozktadu prawdopo-
dobieristwa, nie jest samodzielna cecha

Funkcja masy prawdopodobieristwa'? zmiennej’3 X nazwiemy 3 Tam gdzie nie prowadzi to do niepo-

rozumieni pomijamy indeks X.

pr = P(X = xt).
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Gestoscia prawdopodobieristwa nazwiemy funkcje fx = f
P(X € A) = / F(x)dx.
A
Dystrybuanta zmiennej losowej'# X nazywamy funkcje
F(x) = Fx(x) = P(X < x). (38)
550 ile istnieje.
Wartos¢ oczekiwana'™> funkcji G : R — R dla zmiennej X zapisze- *Ole ls.tme].e . )
my16 W wariancie ciagtym i dyskretnym.
BIG(X)] = [ G)f(x)dx,
E[G(X)] = }_ G(xc)px-
k
Kwantylem rzedu p € (0,1) zmiennej losowej nazywamy
Q(p) = inf{xeR:p < F(x)}.
Rozktady dyskretne
7 gdzi 0,1].
¢ Rozklad dwupunktowy'” gdzie p € 01]
P(X=0=1—-p, P(X=1)=p.
®egdzieNe N,ak=12...,N.
# Rozklad jednostajny (dyskretny)® glae e g
_1
N
9 gdzi 0,1],ak € N.
# Rozklad geometryczny'd "gddeq e (01)ake
pe=01-"
. *odzies € Ry,ak =1,2,..., N,
¢ Rozkiad lefazo a stala normowania dana jest przez
e = 1 uogolnione liczby harmoniczne Hy s
k Hy sk DAY
*gdzie A € Ry, k€ N.
® Rozklad Poissona®'
Ake=2
Pk ="

. 2odziep € (0,1),N € N,k =
4 Rozklad Bernoulliego** 1g2 mp N 01)

Pr = (IZ) Pra-pt,

49

»gdzies € Ry, k € Ny, a { to funkcja

& Rozklad zeta?3 zeta Riemanna.
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Rozktady ciggte
¢ Rozklad jednostajny (ciagly)*+
1
flx) = g lia,p (x),
4 Rozklad normalny (Gaussa)®>
1 _ap?
X) = e 202
f(x) i

# Rozklad log-normalny 2°

_ 1 (nx — )2
f3) = ——— exp (— - )

¢ Rozklad wykladniczy?”

F(x) = Ae M) (x),

® Rozklad Pareto??

F) = i L) ().

¢ Rozklad Cauchy’ego®d

¢ Rozklad gamma3®

€ Rozktad x3*

1 1 .2
f(X) = 2(k/2 xk 16 * /21[0,00)(x)/

)11 (k/2)

Dystrybuanta
Najwazniejsze wilasnosci dystrybuanty:
® jest funkcja niemalejaca i prawostronnie ciagla.
® lim,_,_ F(x) =0 oraz limy_o F(x) = 1.
Wzér (38) dla przypadku ciaglego przyjmuje posta¢3?
X
F(x) = / F(1)dt,
natomiast dla przypadku dyskretnego

F(x)= ) P(X=ux).

»eodziey € R,ac € Ry.

% odzie y € R, a0 € Ry

7 gdzie A € R.

# gdzie a, x,y € Ry.

¥ edzie xg € R, ¥ € Ry

*gdziea, p € Ry, al to funkca
gamma Eulera.

M edzie k € Ry, aT to funkcja gamma
Eulera.

32 Dla przejrzystosci pomijamy in-
deksy opisujace zmienna losowa i
przyjmujemy, ze f to funkcja gestosci
prawdopodobieristwa.
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Momenty

Dla zmiennej o rozkladzie dyskretnym, méwimy, ze posiada n-ty
moment gdy Yy [x¢|"px < o0 i oznaczamy go przez

EX" =Y " x{px.
k

Dla zmiennej o rozkladzie ciagtym, méwimy, ze posiada n-ty mo-
ment gdy [ |x|"f(x)dx < oo i oznaczamy go przez

EX" :/]Rx”f(x)dx.

Twierdzenia graniczne

Twierdzenie 1 Poissona33
Jeslin — oo, py — 0 oraz np, —- A > 0to

n _ 00 Ak —
<k>P’;§(1—Pn)” CES e

3 Por. rozdziat 7.4 w [1].

Twierdzenie 2 34

Niech zmienna losowa S, ma rozktad Bernoulliego z parametrami n i p * Por. rozdziat 7.4 w [1].
oraz A = np. Wowczas dla kazdego B C IN mamy
22

<t

AR
]P(SmeB)—ZFe ”

keB

Twierdzenie 3 SPWL Bernoulliego3>
Jezeli Sy, jest liczbg sukceséw w schemacie Bernoulliego z n préb z praw-
dopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p to dla kazdego

e>0 5
lim]P( ”p’@) =1
n—oo n
Twierdzenie 4 SPWL Markowa3®
Niech (Xy )n bedzie ciggiem zmiennych losowych takim, Ze
& limy e 251 =0
LUB

35 Por. rozdziat 7.2 w [1].

3 Por. rozdziat 7.2 w [1].

& X, sq parami nieskorelowane i majq wspolnie ograniczone wariancje.

> s) =0.
Twierdzenie 5 MPWL Bernoulliego37
Niech S, oznacza tym razem liczbe sukceséw w n prébach Bernoulliego z
p-stwem sukceu p. Wtedy dla kazdego € > 0 mamy

Skk—p‘§£>:1.

wowczas dla kazdego e > 0

lim]P<

n—oo

Sn - ]Esn
n

37 Por. rozdziat 7.2 w [1].

lim IP (sup

n—00 k>n
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38 Por. rozdziat 7.2 w [1].

Twierdzenie 6 MPWL Kotmogorowa3®
Jezeli (Xn)neN jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie [E| X | < oo to limy_seo 20 = EXj.

Centralne Twierdzenie Graniczne

3 Por. rozdziat 7.5 w [1].

Twierdzenie 7 CTG39

Niech (Xy,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie oraz niech EX; = piD?>X; = 0> > 0 Wéwczas dla
dowolnego t

]P<X1+X2+”'+X"_nygt) ().
o\v/n
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