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C1: Réwnania réznicowe

C1: Réwnania réznicowe: tres$¢ zadan.

1. Rozwiazaé réwnania réznicowe pierwszego rzedu:

(@) Yny1 —Yn =1, n =1,
(b) Ynt1 — NYn = nl, n=1,

2. Rozwiaza¢ réwnania réznicowe drugiego rzedu:

(a) Xp42 — 5Xpy1 +6x, =0, xo=1 x =2,
(b) Fuyo—Fip1— Fa =0, F=0 F=1,
(C) y%_yn—l'yn-i-l :O/ y0:4/ y] :1/

3. Rozwiazaé¢ réwnanie y(n) = y(n/2) +n, y(1) =3.

4. Obliczy¢ wyznacznik D,, zdefiniowany jako:

4100 0 0 0
14100 0 0
01410 0 0
001 41 0 0
Dp=det||g o ¢ 1 4 0 0
00000 41
o000 o0 14/, ]
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C1: Réwnania réznicowe: wskazdéwki

(a) Proste rozwiazanie iteracyjne.

(b) Réwnanie réznicowe rzedu pierwszego w ogoélnej postaci

Yn+1 — AnYn = by
rozwiazuje sie, sprowadzajac je do postaci znanej z punktu (a),
przez podzielenie stronami przez [} 4; i podstawienie

n—1

20=Yo, Zn =Yn | i, n=1,2,3...
i=0

W ten sposéb otrzymujemy réwnanie na z,, w postaci
Zy+1—Zn=¢n, 1 =1,2,3...

gdzie ¢, = b,/ T ai-
W szczeg6lnosci tutaj nalezy podzieli¢ réwnanie przez n! i
podstawi¢ z, =y, /(n —1)!

2. Rozwiazania réwnania réznicowego drugiego rzedu

axyyp +bxy 1 +cx, =0

poszukujemy w postaci x, = A", Jezeli A\ # Ap (rzeczywiste lub
zespolone) rozwiazanie réwnania réznicowago ma postaé

Xn = AN + BAL,

W obu przypadkach state A, B wyznacza sie z warunkéw poczat-
kowych. Jak wida¢, metoda rozwigzywania réwnan réznicowych
z wykorzystaniem réwnania charakterystycznego podobna jest do
metody uzywanej przy rozwiazywaniu réwnan rézniczkowych
liniowych o statych wspélczynnikach.

(a) Patrz ogélna wskazéwka powyzej.

(b) (Fu) jest ciagiem Fibonacciego.

(c) Zlogarytmowac réwnanie i potem podstawi¢ z = In(y).
3. Podstawi¢ n = 2, po czym rozwiaza¢ réwnanie na y; = y(25).

4. Nalezy rozwina¢ wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza lub
kolumny i zauwazy¢, ze w ten sposéb otrzymuje sie réwnanie
réznicowe na D,, w postaci

D? —4D, 1+ D,_» =0.

Przy rozwiazywanou réwnania dla utatwienia obliczeri wygodnie
jest dokona¢ podstawienia 2 cosh ¢ = 4 = arcosh¢ = 2.

Prosze rozpisa¢ réwnanie v, 11 =
Tyn =141 +yu1)+...

Rozwiazanie réwnania jest prostym

szeregiem iteracyjnym z,.1 = z, + Cy,
-1

n=0,1,2,...,stad y, = z, [, a;-

Po wstawieniu do réwnania otrzymu-
jemy réwnanie charakterystyczne na
A w postaci aA? + bA + ¢ = 0. Jest to
réwnanie drugiego stopnia, ktérego
pierwiastkami sa A1, A» (dwa pierwiast-
ki rzeczywiste lub jeden pierwiastek
rzeczywisty podwéjny lub para pier-
wiastkéw zespolonych, wzajemnie
sprzezonych).

Jezeli Ay = A, = A, rozwiazanie ma
postaé¢ x, = (A + Bn)A".

Warunki poczatkowe wynikaja z ogdl-
nej postaci wyznacznika dlan = 1i
n=2,t. D1 =1 D, =12

Stad cosh¢ =2, sinh ¢ = 3.
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C1: Réwnania réznicowe: odpowiedzi.

1.

(a) Yn=mn
(b) yn =n!
2.
@ x,=2"
®) Fi = 5lel(1+ V)" — (1-v5)]
(©) yun= gl-n

3. y(n) =2n+1

4. Dy = %&}M, gdzie sinh ¢ = V3
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C1: Rownania réznicowe: rozwigzania.

1.
@ Y1 =yntl=>m=n+Lys=yp+1=y+2,...
Yn =y1 + (n —1). Z warunku poczatkowego y; =1 = vy, = n.
(b) an = n = [[ya; = n!. Podstawiajac z, = y,/(n —1)!
otrzymujemy
Zn+1—zZn =121 =y1 =1,

wiec zgodnie z (a) mamy z, = n, y, = n(n —1)! = n!.

(a) Posta¢ ogdlna rozwiazania
xp, =3"A+2"B,

z warunkéw poczatkowych xg =1 = A+ B, x; =2 =3A +2B
=A=0,B=1= x, =2".

(b) Posta¢ ogélna rozwiazania

Fn:A<1_2\@> +B<1+2ﬁ> ,

z warunkéw poczatkowych

F[pb=0=A+B, N A =—-1/+/5,
F=1= A5 4 pliys B =1/+5,

co prowadzi do F, = ﬁ[(l +5)" — (1 —+/5)"].

(c) Logarytmujac réwnanie obustronnie otrzymujemy
lnyn+1 — le’lyn + h’lyn_1 =0.

Podstawiajac dalej z;, = Iny, otrzymujemy réwnanie na z, w
postaci

Zp+1 — 2z, +zy-1 = 0, zZo = lnyo =1In4, Z1 = ll"lyl =In1=0

Posta¢ ogdlna rozwiazania z, = (A + Bn)1" = A + Bn,
a koricowe rozwiazanie y, = 417"

3. Niech y; = y(26) = yx — yx_1 = 25, yo = 3. Ogdlne wyrazenie
iteracyjne ma wiec posta¢ yx = yr — 1+ 2", k=1,2,3....Stad
Y1 = y0+21 = y0+2,y2 = +22 = y0+21+22,...,yk =
yo +2' 4+ 22 + ... 2K Sumujac ciag geometryczny, otrzymujemy

_ ok

.’/k:yo+21_2 :y0+2(2k_1):3+2(2k_1):2k+1+1

:>yk:y(2k):2-2k+1:>y(n):2n+1.

Réwnanie charakterystyczne
A2 —BA+6=0,

co prowadzi do Ay =3, A, = 2.

Réwnanie charakterystyczne
AP —A-1=0,

co prowadzido A; = (1 — \@)/2,
A2 =(1+V5)/2.

Réwnanie charakterystyczne A2 — 24 +
1 = (A—1)2 = 0 ma pierwiastek
podwdjny A = 1.

A z warunkoéw poczatkowych zy =
Ind=A,z1=0=A+B= A =1In4,
B=-Ind=2z, = (1-n)lnd =
In4!=" = Iny,.

n = 2F = y(2) = y(2F1) + 2%,
y(1) =y(2°) =3.



4. Rozwazmy ogdlniejszy wyznacznik z x € R,

o O O O O
oS O O O O

=

nxn

+ (—1)%det
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o O O -

x 1.0 0 0
1 x 1 00
01 x 10
0 01 x 1
Dn=det|o 0 0 1 &
0 00 0O
0 00 0O
Rozwijajac powyzszy wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza,
otrzymujemy
[ /x 1.0 0 0 0
1 x 10 0 0
01 x 1 0 0
0 0 0 1
0o00©O0 --- 1

Pierwszy wyznacznik w powyzszym réwnaniu wynosi D,
Rozwijajmy drugi wyznacznik wzgledem pierwszej kolumny

110 0
0 x 1 0
01 x 1
det|]0 0 1 x
0 000
0 000

(n=1)x(n-1)]

0 0
0 0
0 0
0 0
x 1
1

(n=1)x(n—1)

= det

Stad otrzymujemy réwnanie réznicowe na D,

D, —xD,,_ 1+ D, _»=0.

S O = R

O =R =

= R = O

[« EEE

Poszukujemy rozwiazania w postaci D, = A", skad otrzymujemy

réwnanie charakterystyczne,

M—xA+1=0, A=x—4=Ajp =

= D, = AA! + BA}

2

x+ VA

1 0 0 0 0
x 1 0 0 0
1 x 1 0 0
0 1 «x 0 0
0 0 O x
000 LX) o tyxnon) |
0 0 ]
0 0
0 0
0 0 =D,_»
X 1
Lox ) axneo)]

Warunki poczatkowe sa znane z ogodlnej
postaci wyznacznikéw D,,, mianowicie

_ _ x 1\ _ o,
lex,szdet<l x>7x 1.




(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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Rozpatrzmy przypadek A > 0(x = 4 = A = 12 > 0) oraz
x > 2. W celu uproszczenia obliczert dokonajmy podstawienia
x =2cosh¢ = ¢ = arcosh(x/2), ¢ > 0.

2cosh — y/4cosh? ¢ — 4

Moo= 5 = cosh¢ — \/cosh? ¢ —1 = cosh¢ —sinh¢p = e~ ¢
Ay = ¢

D; = 2coshgp=e¢?+e = Ac 9+ Be?

D, = 4dcosh®¢p—1=e*+e 2 +1=Ae 2+ Be

Stad A=e 2/(e 2 —1),B=¢2/(e2 — 1),

020 o2 o~ (n42)p o(n+2)¢
Dy = —5——e 4 o= +
e 20 —1 e —1 e P(e? —e P)  eP(e? —e?)
et e _e=(+1)¢ ginh|(n + 1)¢]
B e —e¢ N sinh ¢

Przy czym x = 2cosh¢ = 4 = cosh¢ = 2 = sinh¢ =
\/cosh? ¢ —1 = /3.

Jezeli A > 0, x < —2, mozna dokona¢ podstawienia x =
—2cosh¢, ¢ > 0. Powtarzajac rozumowanie z punktu (1),
otrzymujemy

asinh[(n+1)¢]

Du=(=1) sinh ¢

Jezeli A < 0, j. =2 < x < 2, mozna dokonac podstawienia x =
2cos¢, ¢ € (0, ) (por. rozdziat D.2 w skrypcie). Powtarzajac
rozumowanie z punktu (1), otrzymujemy

sin[(n + 1)(])]

D, =
! sin¢

Jezeli A =0, x =2 = Ay = A» = A = 1. Rozwiazanie ogélne ma
posta¢ D, = (A + Bn)A" = A + Bn. Z warunkéw poczatkowych
Dy =x=2=A+B,Dy =x>*—-1 =23 = A+2B,stad
A=B=1,D,=n+1.

Jezeli A =0, x = =2 = Ay = Ap = A = —1. Rozwiazanie og6lne
ma posta¢ D, = (A + Bn)A" = (—1)"(A + Bn). Z warunkéw
poczatkowych Dy = x = 2= —-A—B, Dy = x> -1 =3 =
A+2B,stad A=B=1,D, = (—1)"(n+1).

8



NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20

Cz: Funkcje zespolone

C2: Funkcje zespolone: tresé¢ zadar

1. Znalez¢ graficznie liczby dla 23, V/z,Inz dla

(a) z=(—4,0) = —4,
(b) z=(1,v3) =1+3i,
2. Rozwiaza¢ r6wnania na x: Przyjmijmy, ze x € R.
(a) e =1,
(b) e = —1,
(© e =1,

3. Wyrazi¢ przez ,zwykle” funkcje trygonometryczne/hiperboliczne
nastepujace wyrazenia:

(a) sin(ix),
(b) cos(ix),
(c) tg(ix),
(d) sinh(ix),
(e) cosh(ix),
(f) tgh(ix),

4. Oszacowac warto$¢ wyrazenia W = |sin(i + 7t/4)|.

5. Znalez¢ obraz odcinka L przy odwzorowaniu F(z), jesli:

(@) F(z)=¢*, L—odcinek AB, A=(1,0), B=(1m),
(b) F(z) =¢*, L —prostaoréwnaniuy = 1t/2,

() F(z)=¢”?, L—odcinek AB, A= (m,0), B=(m1),
d) F(z) =iz, L—o$0Y,

6. Stosujac metode funkgji zespolonych rozwigzaé réwnanie:

x"" +29x" + Bx = Fcos(wt),

7. Obliczy¢ catki:

27 1 p
(a) L= 0 m @,
[ cos(x)

©) I = / T e gy

9
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C2: Funkcje zespolone: wskazéwki

1. Zapisz liczby zespolone w postaci wyktadniczej (por. str. 87) Przypominamy, ze

(@) —4+0i=4¢7

(b) 1+ +/3i =2¢7/3

. Skorzystaj ze wzoru Eulera ¢ = cos(x) + i sin(x).
. Najpierw udowodnij, ze dla z € C zachodza relacje

eiz _ piz
2i !

eiz 4 efiz

cos(z) = 5

sin(z) =
a nastepnie dodawaj lub odejmuj je stronami.
. Skorzystaj ze wzoru na sin(z) ze wskazéwki do Zadania 3.
. Zapisz liczby z € L parametrycznie:
(@) z=1+41iB, € [0, 7.
(b)

(c) z=m+iB, B0, 1].
(d) z=iB, R

a+ir/2, a € R.

N
Il

6. Dopisz réwnanie na y postaci
y" +2vy' + By = Fsin(wt),
7. Wyraz wyjsciowe catki przez catki zespolone po odpowiednich
konturach, a nastepnie skorzystaj ze wzoru Cauchy’ego.
(a) Dokonaj podstawienia z = ¢/?, ¢ € [0,27r). Stad
dz = ie'Pdp = izd¢,

i —i _1
3147_5'3 i — z z

2i 2i

wiec d¢ = %dz. Ze wzoru Eulera sin¢g =

(b) Dopisz druga catke I, = [ 21215:2 dx i oblicz I, + il}, korzysta-

jac z lematu Jordana.

(c) Kontur to nieskoriczony prostokat o dluzszych bokach danych
osiami OX oraz i + R.

X+iy: /%2 +yzeiarctan(y/x)_

Sugerujemy rozwina¢ w szereg lewa i
prawa strone kazdego réwnania.

Pamietajac, ze

sinh(z) = i cosh(z) =

2

Przyjmij, ze z(t) = x(t) + iy(t).

Jak widag, z leza na okregu O((0,0),1),
ktory jest w zwiazku z tym konturem
catkowania, I' = 0((0,0),1)

Nalezy znalez¢ wartosc catki po kon-
turze skoniczonego prostokata i, prze-
chodzac do granicy, pokaza¢, Ze catki
na krétszych bokach zbiegaja do zera,
a catka po R powinna by¢ Paristwu
znana.

eF—e * e“+e
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C2: Funkcje zespolone: odpowiedzi

1.
() 22 = —64, ¥z € {-2%3,(1+iv3)271/3,(1 —iy/3)271/3},
Inz e {2In(2) +in(2k+1) : k€ Z}.
(b) 28 = —8, Iz € {21/3eim/9 21/3¢7im/9 91/3613in/9) Inz € {In(2) +
in(2k+1): ke z}.
2.
(@) x=2km, dlak € Z.
(b) x=(2k+1)mr,dlak € Z.
() x=(2k+1/2)r,dlak € Z.
3.
(a) sin(ix) = isinh(x),
(b) cos(ix) = cosh(x),
(©) tg(ix) =itgh(x),
(d) sinh(ix) = isin(x),
(e) cosh(ix) = cos(x),
(f) tgh(ix) =itg(x).
4. W= @
5.(a) Potokrag o srodku (0,0) i promieniu e w gornej poiptaszczyz-
nie, F(z) = {(x,y) : x> +y* = ¢,y > 0}
(b) Dodatnia p6to$ zespolona, F(z) = {(x,y) : x =0,y € (0,00)}
(c) Odcinek (—1,—e™1), F(z) = {(x,y) :x € (-1, —e7 1),y =0}
(d) O$ rzeczywista, F(z) = {(x,y) : x € (—00,00),y = 0}

6. x(t) = Fﬁcos(‘dt)+(27w—w3)sin(¢ut>

7.
(a)
(b)
(©)

B2+ (2yw—w3)?

L = 2pr
e 2

L=

L =7

11
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C2: Funkcje zespolone: rozwigzania
1. Dla liczby postaci z = re'¥ mamy:
23 = r3e3i%,
\/g c {\/;eup/3, %€i<p/3+2in/3’ \3/;ei<p/3+4i7r/3},
In(z) € {In(r) +ip +2intk : k € Z}.

2. Korzystamy ze wzoru Eulera:

(@) cos(x)+isin(x) =1 = cos(x) =1Asin(x) =0 = x = 2k,

(b) cos(x) +isin(x) = -1 = cos(x) = —1Asin(x) =0 = x =
(2k +1)m,

(c) cos(x) +isin(x) =i = cos(x) =0Asin(x) =1 = x =
(Zk—i- %) 7T,

3. Rozwazmy funkcje trygonometryczne:

sin(iz) = 2; ¢ = _Tl sinh(z) = isinh(z),
—Z Z
cos(iz) = e e cosh(z),
., _ sin(iz) _ isinh(z) .
tg(iz) = cos(iz)  cosh(z) itgh(z)

4. Rozpisujemy funkcje sin zgodnie ze wskazéwka

e 1Hin/4 _ pl—in/4
_ |[cos(7t/4) +isin(rt/4)] et — [cos(r/4) —isin(r/4)]e!|
a 2i -
= g (671 +ie ! —e—i—ie) = % ’—ie*1 +e! —|—ie+e‘ =
= ? |cosh(1) + isinh(1)| = g |cosh(1) 4 isinh(1)| =
v/ 3
_ §\/cosh2(1) +sinh?(1) = YL
(a) F(z) = F(1+iB) = &% = &P = ee'P,
(b) F(Z) — F(oc + 17-[/2) — g% — pMHiPI/2 — ploiTt/2 _ o
(0 F(z) = F(7T+l/3) =e? =" P =¢Te P =—¢ 5,
(d) F(z) = F(ip) =iz =iip = i(—ip) = p,

6. TBA

kez

keZ

keZ

Dla funkcji hiperbolicznych rachunki sa
analogiczne.

Zauwazamy, ze

v2

sin(mr/4) = cos(m/4) =

B < [0, 7).
a € (—0o,00).
B (0,1).
B € (—o0,00).



(a)

(b)
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Dokonujemy podstawienia jak we wskazéwce z = ¢/

11:/2” dp i :2?{ dz
0 2+4sing r2+%<z_%) rz2+4iz—1

Znajdujemy bieguny funkcji podcatkowe;:
z1=—(24+V3)i, 2 = —(2 - V3)i,

Dalej licxzymy residuum w punkcie z, (por. komentarz)

m<1>4m 2+ (2—V3)i
2\ 22+ 4iz —1 2552y [Z+(2+\/§)i} [24-(2—\/3)1}
1

= lim

2= 7 + (2 + \@)l - 2\/§i,

Stad natychmiast otrzymujemy wartosé¢ catki

1 > 1 :&.

- V=22
2+ 4iz —1 T

Iy = 2-27i resy, (
2+/3i 3

®©  cosx =) eix =) eix
I2 a Loo x2+4dx_ /7009%2 (x2+4) dx_me (/oo x2—|—4 X

Obliczamy wiec catke zespolona

Jr = 7{Cf(z)dz = /1;f(x)dx+/C.R f(z)dz.

Szacujemy wartosé¢ funkcji podcatkowej na pétokregu Cr:

1 1
ey = 7], = TR -

— 1 —

N \/ (R2624 + 4) (R2e=26 + 4) N

— 1 —

- \/RY+4RZ (¢20 + ¢ 2i0) + 16 -

= 1 < 1 =

VR ¥4+ 8R2cos¢+16  /RE—8RZ+16

Z lematu Jordana

lim f(z)dz =0,

R—o0 /JCp

A konturem catkowania jest okrag
jednostkowy O((0,0),1).

|z1] > 1, wiec biegun z; lezy na
zewnatrz konturu catkowania T, |z;| <
1, wiec tylko biegun z, lezy wewnatrz
konturu catkowania T'.

2z jest pojedynczym biegunem pierw-
szego rzedu wewnatrz konturu cal-
kowania, wiec ze wzoru Cauchy’ego
otrzymujemy:

Na szczescie catkowanie jest liniowe,
wiec mozemy je wykonywaé przemien-
nie z braniem czeéci rzeczywistej!

¢
22+4

Rozpatrzmy funkcje f(z) =

i — 1
F(z)e*, F(z) = Ewe

Kontur catkowania C jest krzywa za-
mknieta ztozona z odcinka (—R, R) na
osi rzeczywistej i domykajacego p61-
okregu Cgr = {z:z=Re", ¢ € (0, )}
w gornej pétptaszczyznie.

F(z) 2% 0 jednostajnie na Cg, czyli

dla ¢ € (0, 7), mozna wiec skorzystac z
lematu Jordana
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stad

o0 eix
llmfthmff dz—/ ——dx

R—o0 oo x2+4

Bieguny f(z): z; = —2i, zp = 2i, wiec dla dostatecznie duzego R

. C o (z=20e®
%Cf(z)dz = 2rtires,, f(z) = ziégILZi (z—2i)(z+2i)
(21) T
= 2mi* 4 27

Ostatecznie otrzymujemy

Iz—i)f{e(/oo zei4dx) Wt(j{f dz)ze2

(c) Rozwazmy prostokat I'r wyznaczony przez punkty {—R, —R +
i, R+ i, R}. Catkujac po nim wyjsciowa funkcje otrzymujemy

7{ e_ZZdZ: /AR —(z+i) dz+/ —(R+iu)? du—+
. rR . _R

R~>oo

+/ dz+/

Rozwazmy norme funkcji podcatkowej dla pionowych bokéw I'r

“Rtiu)? gy —

‘ o~ (ER+iu)?

_ ‘ o~ REF2iuR+12

— =R [5in2 (2uR) + cos?(2uR) < ¢! K* £,

=1

A zatem przechodzac do granicy z R — oo otrzymujemy

Iy = / e dx = /7.

= |ev*~R? [cos(2uR) F isin(ZuR)]’ =

0.

Bieguny sa rzedu pierwszego, tylko
biegun z; lezy wewnatrz konturu C.

Zwréémy uwage, ze funkcja podcatko-
wa jest analityczna, a zatem catka ta dla
kazdego R > 0 réwna jest zeru.

Pokazemy teraz, ze dla dostatecznie
duzych R catki postaci jol e~ (ER+iu)? gy
zbiegaja do zera.



C3: Funkcje Eulera

C3: Funkcje Eulera: tres¢ zadan.

1. Wyrazi¢ przez funkcje Eulera, a nastepnie uprosci¢, catki:

(@)
(b)
(©
(d)
(e)
(®

o R
/ x"e ™ dx,

—00

®© 2
/ x"e Y dx,
0

/ P ar,

JO
/oﬂ/2 [tg()]'/? at,

/01 {1 B \/ﬂ 1/3dt,
/jl(l — Y3 +1)12dt,

Wyprowadzi¢ zwarty wzor na ,silnie” I'(1/2 — n).

Wyznaczy¢ x € [0, N], dla ktérego In (V) osiaga maksimum.

NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20

Jak nazwaliby$my te catke na
Probabilistyce?

15
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C3: Funkcje Eulera: wskazdwki.

1.

(a) Okresl parzystos¢ funkcji podcatkowej i rozwaz najpierw pod-

punkt (b).

(b) Podstaw v = x? i szukaj funkcji gamma.

(c) Podstaw v = —In(t) i szukaj funkgji gamma.

(d) Podstaw v = tg(t), w = v* + 1, z = w~! i szukaj funkdji beta.

(e) Podstaw v = v/t i szukaj funkdji beta.

(f) Podstaw v = LH i szukaj funkdji beta.
2. Skorzystaj zZ relacji F(Z + 1) = ZF(Z ) W przeciwna, niz zazwyczaj, strone.
3. Wykorzystaj wzoér Stirlinga. Najlepiej uzy¢ wersji

In(n!) = nln(n) —n+ O [In(n)].
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C3: Funkcje Eulera: odpowiedzi.

1.
@ I (231).

2
(b) iT (”T“)
3

(© T (3) =3
@ 3p(35) =2
© 28(2%) =4
_ peyar(y)
0 255 (4,8) = 2575
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C3: Funkcje Eulera: rozwigzania.
1.

(a) Zwr6émy najpierw uwage, ze parzystos¢ funkgji jest taka sama Zwracamy uwage, ze stowo parzystosé
pojawia sie w tym zdaniu dwa razy w
zupelnie réznych znaczeniach!

jak parzystos¢ liczby n. A zatem dla n nieparzystych catka po
calej osi R daje wynik 0, natomiast dla parzystych n mamy

®© .2 "0 2
/ x"e™™ dx:2/ x"e ™ dx.
—00 O

(b) Stosujemy podstawienie v = x2, w ktérym dv = 2xdx

® 2 1 r (n—ZH)
/ x"e ™ dx :/ o2V / v e Vdp = N 2/
0 0 2

2

Co sprowadza punkt (a) do punktu (b).

(c) Stosujemy podstawienie v = — ln(t), w ktérym dv = —dt/t Zauwazmy, ze stosujac analogiczne
podstawienie tatwo mozna obliczy¢

/1 [~ In(t)]>/?dt = /0 v3/2(—e )dv = /oo 0*/2 e~y =T (g) . ogolniejsza catke [y~ In(1)]Pdt =
0 00 0

I(p+1),peR

Aby obliczy¢ doktadna wartos¢ koricowej funkcji gamma sko-

rzystajmy z relacji rekurencyjnej oraz faktu, ze I’ (%) =T I(z+41) ==zI(z)
5 3 3 31 1 37
r(z) 2'r<2> 2'2'r(2> =y
(d) Stosujemy podstawienie v = tg(t), w ktérym dov = dt/ cos?(t) Zauwazamy, ze v> + 1 = cos 2(t).

[P o= [T 020 1) a0 = (a),

gdzie podstawiamy w = v? + 1, co skutkuje dw = 2vdv

0= [t = =

gdzie podstawiamy z = w™! i dz — dw/w?

§=2(52) e [ Pl ),

co upraszczamy korzystajac z

/3
(0)=—3—

Uwaga: Znacznie tatwiejszy spos6b rozwiazania zadania po-

lega na rozpisaniu catki tak, aby mozna bylo bezposrednio

skorzysta¢ z definicji funkcji beta Eulera za pomoca funkcji

trygonometrycznych. Ogdlnie: B(x,y) =2 [ (cos )2 (sin )2 Ldg

/Oﬂ [tg(t)]"dt = /Oﬂ (sint) )1 (cos £) (=1t

-r+1 r+1
- o)
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(e) Stosujemy podstawienie v = /t, w ktérym dov = dt/(2\/t)

/01(1 —VH3dt = /1(1 — )3 (20)do = 2'/01@(1 —0)3dv =28 (2,‘31)

0

Uwaga: jest to szczeg6lny przypadek catki (p, g, m > 0)

oot S ().

ktéra mozna obliczy¢ jak wyzej, stosujac ogélniejsze podstawie-

nie v = t".
(f) Stosujemy podstawienie v = (1+t)/2, w ktérym dov = dt/2 Zauwazmy, ze p(x, y) = rr(z‘ﬁi(yy))
1 1
/ (1-HY31+1HY2dt = / (2 — 20)1/3 (20)/2 2dv =
-1 0
1 4 3
_»l1/6 _N1/3.1/2 30 _oll/60 [ F 2
=2 ./0(1 v)Pov/ do =2 ﬁ<3,2).
Uwaga: jest to szczeg6lny przypadek calki (p, g > —1)
[ 1= 0P =21 (p 1,9 4+1),
-1
ktéra mozna obliczy¢, stosujac podstawienie jak wyze;j.
2. Opierajac sie na rekurencyjnej wtasnosci funkcji gamma rozwijamy
1 1 1 1 1 1
(i) -1 TG ) - e T e
gdzie rozpisujemy az do uzyskania dodatnich argumentéw
1 1 (=2)"/n
OF r(3)- - (&),
2 2n—1)-2n—3)---1
G-n)-(h-ns1) (1) N2 @ 1)-Gn -3
=V
gdzie zauwazyliémy, Ze czynnik —2 mozemy wyciagna¢ z kazdego
czynnika iloczynu w mianowniku. Finalnie, postugujac sie notacja
podwdjnej silni otrzymujemy
_(=2)nym
(%) = (2n—1)11"
3. Wychodzac z przyblizenia Stirlinga mamy
N
ln(x> ~NIn(N)—N—(N—x)In(N—x)+ N —x —xIn(x) + x,
=:f(%)
co po zrézniczkowaniu po x daje
f'(x) = —In(N — x) + In(x),
Pytajac 0 maksimum f szukamy wartosci x dla ktorej f'(x) =0 Jako proste zadanie dla Czytelnika

zostawiamy sprawdzenie, ze f'(x) > 0.

—In(N—x)+In(x) =0 = x = —.
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C4: Transformacja Laplace’a

Cy4: Transformacja Laplace’a: tres¢ zadan.

1. Obliczy¢ transformaty Laplace’a funkgji:

(a) f(t) = tsin(wt),
(b) ¢(t) = sinh(wt),
() h(t) = cosh(wt),

2. Znalez¢ funkcje f(t), dla ktorej transformata Laplace’a wynosi:.

~ s+1
(a) F6) = 5o
~ s34+ 2s
b -T2,
(b) f(s) 21 1)
© f6) = gt

3. Metoda transformat Laplace’a rozwiazaé réwnania:

(a) "+ f =t +2t, f(0)=4, f(0)=-2,
b  f-f-6f=2 f0)=1, f(0)=0,
©  f'+f=t f(0)=1, f(0) =2,

4. Podobna metoda rozwiazaé¢ uktad réwnan:

f'+2¢g=23t,
§ —2f=4
5. Okresli¢ przebieg natezenia pradu elektrycznego I(t) w obwodzie
RC podtaczonym do statego napiecia U.

6. Okresli¢ przebieg natezenia pradu elektrycznego I(t) w obwodzie
RL podtaczonym do zmiennego napiecia U(t) = U sin(wt).

Transformata Laplace’a: czyli tam....

Zauwazmy, ze zadanie wymaga wy-
znaczenia oryginatu funkgji, czyli jego
transformaty odwrotnej

... 1z powrotem.

Uwaga! Rozwiazywania réwnan réz-
niczkowych (najczesciej pierwszego lub
drugiego rzedu) to wazne zastosowanie
transformat Laplace’a.

Przyja¢, ze poczatkowo kondensator nie
byl natadowany, czyli Q(0) = 0.

Przyja¢, ze I1(0) = 0.
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C4: Transformacja Laplace’a: wskazowki.

1.  Nalezy skorzysta¢ z definicji transformaty Laplace’a
(a) Funkgje sin(wt) nalezy zastapi¢ przez e

(b) Nalezy skorzystac z relacji sinh(wt) = M

(c) Nalezy skorzysta¢ z relagji cosh(wt) = M

2. Celem jest maksymalne uproszczenie zadanych wyrazen, a nastep-

nie wykorzystanie transformat podstawowych funkgji. Przyktad:
—2t

transformata: f(s) = 1, = oryginak: f(t) =

(c) Zauwazmy ze transformate Laplace’a funkdcji typu g(t) =

—At

e~ cos(wt) mozna fatwo obliczy¢, gdyz jest to transformata

funkgji cos(wt) od argumentu przesunietego o A

g(t) =e Mcos(wt) = g(s) = /Ooo e Ste™M cos(wt)dt =

= /oo e~ M9 cos(wt)dt =
0

g() = Msin(wt) = () = [ et M sin(wi)dt =

0
:/ e~ M)t sin(wt)dt = @
0

s+ A
(s+A)2+w?

fls) = Jg et f(t)at

Prosze zauwazy¢, ze dostaniemy od
razu przepis na transofrmate gdy

f(t) = tcos(wt).

Poprzez utamki proste, wykorzystanie
wzoréw skréconego mnozenia, etc.
Przy przeksztatceniach warto pamietaé
o transformacie funkgji przesunietej

h(t) = f(t —a), ktora h(s) = e f(s).

Anlogicznie dla funkcji, gdzie cos jest
zastapiony przez sin.

(s+A)2+w?

3. Nalezy zastosowa¢ transformate do obu stron réwnania, rozwiazac
réwnanie alebraiczne i wykona¢ transformate odwrotna.

4. Nalezy stosowaé wskazéwki z Zadania 3.

5. Nalezy rozpisa¢ rownanie Kirchhoffa dla obwodu RC ze statym
Zrédlem napiecia, a nastepnie rozwiazac je jak w Zadaniach 3-4.

6. Nalezy rozpisa¢ réwnanie Kirchhoffa dla obwodu RL ze zmien-
nym Zrédlem napiecia, a nastepnie rozwiaza¢ jak poprzednio.

Pomocne moga okaza¢ sie transformaty

pochodnych: fi(s) = sf(s) — £(0),

f"(s) = *f(s) = sf(0) = £(0).

Natezenie I(t) najlepiej wyrazi¢ jako
pochodna I(t) = ‘;—?.

Ma ono posta¢ réwnania rézniczko-
we pierwszego rzedu z warunkiem
poczatkowym I(0) = 0.
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C4: Transformacja Laplace’a: odpowiedzi.

<af@=sﬁﬁp

®) f(s) = 7%

© f(s)= =

(@) f(t) = ze _2t+2

(b) f(t) = 3sin(t) + cos(t).

(©) f(t) =e * [cos(3t) — §sin(3t)].
3.

@) f(t) =13 +2e7t+2.
(b) f(t) = fze¥ + 3¢ — 3.
(c) f(t) =t+ cos(t)+sin(t).

4 f(t) = —3+ B cos(2t) —3sin(2t), g(t) = L sin(2t) + 3 cos(2t) + 3t.

—Rt .
6. I(t) = % [Lwe L — Lwcos(wt) —l—Rsm(aJt)]
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C4: Transformacja Laplace’a: rozwigzania.

1.

(a)

(b)

(©

(a)

(b)

(©

Zgodnie ze wskazéwka liczymy transformate funkgji ¢/’*

£(s) :/ tsin(wt) e*Stdt:/ tJm(et) et dt 4
0 0

Jm {/m te(Si“’)tdt}
0
1

- 00 p—(s—iw)t
—Jm [/o Py dt] = —Jm {(s—iw)z

Zgodnie ze wskazéwka rozpisujemy funkcje sinh
g = g [ [l rerar— [Telenar] -
0
1

2 0
—_— 1 J—
w—Ss w +s

L

2ws
(52 +w2)?

w
2 — 2

2

1 |-

1
Postepujemy analogicznie jak w punkcie (b).

Sprowadzamy transformate do sumy funkcji wymiernych

ls) = s+1 _ s+1 A B A(s+2)+8Bs
2425 s(s+2) s s+2  s(s+2)
stadA:B:%oraz
S 1(1 1 1 o
f(s) 2<s+s—|—2> = f(t)—2<l+e )

Podobnie jak w punkcie (a) rozpisujemy

F(s) = 42  sP4s+s  s(s?+1)+s s LS
S (s241)2 0 (s241)2 (s2+1)2 241 (s2+1)%
co prowadzi do wniosku, ze
tsin(t)

f(t) = cos(t) + >

Funkcja kwadratowa w mianowniku nie ma pierwiastkéw rze-
czywistych, wiec wygodnie jest ja zapisa¢ w postaci

~ S S

(s) s+2 2 3

(s+2)2+32 3(s+2)243%

T Z+4s+13 (s+2)2+32

Korzystajac ze wskazéwki do zadania otrzymujemy

F(t) = e cos(3t)—§sin(3t) .

z CWICZEN Z MMF 19/20

Pamietamy przy tym w M, Ze trans-
formata Laplace’a, jak kazda catka
jest liniowa, wiec mozemy zamieni¢
operacje catkowania z braniem czesci
rzeczywistej (urojonej).

W & liczymy catke przez czesci.

waif—wt

sinh(wt) = &=

Jedyna réznica to zamiana odpowied-
niego znaku — na +.

Poréwnujac wyrazenia przy tych
samych potegach s w liczniku, otrzy-
mujemy uklad réwnan

A+B=1,
2A =1

Korzystajac z tablicy transformat
Laplace’a.

Korzystamy z tablicy transformat
Laplace’a funkcji elementarnych oraz
wyniku Zadania 1. (a) (dla w = 1).

23
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(a) Transformujac obie strony réwnania, otrzymujemy

~ ~ 2 2
2
— 4542 4=+ .
s°f —4s+2+sf ata
Wyznaczajac stad f otrzymujemy Zapisujac ja w postaci sumy funkgji
wymiernych (por. Zadanie 2.(a))

f(s) = E + i + L —
st s+1 0 s(s+1)

2,4 2 2 2 2
¢ s+1 s s+1 s s+1 s

Korzystajac z tablicy transformat Laplace’a, otrzymujemy
La ot
f(t):gt +2e7" +2.

(b) Analogicznie jak w Zadaniu 3.(a) otrzymujemy

. 11 8 1 41 1 8 4 4 o
N T A ST S £) = .
fe)=—3; s 3t 5552 = 0 =—3+30 +5

(c) Transformujac obie strony réwnania, otrzymujemy

| §24+1—s2 s2+1
(sz+1)fzs—2+s+2:572+5+2: g +s+1
~ 1 s :
f(s):?+m+s2+1 :>f(t):t+cost+smt

4. Uklady réwnan rézniczkowych rozwiazuje sie analogicznie jak
pojedyncze réwnania rézniczkowe:

sf—2425=13,
s§—3—2f =

2NNy

Z powyzszego ukladu réwnari nalezy wyznaczy¢ f, g, a nastepnie
zapisac je w postaci sumy funkcji wymiernych

s) = 5 2 =32 5 135 6
Cos(s244) 244 244 4s 4(s24+4) 2447
26 3s 3

8(s) = 4(s> +4) Te it
Korzystajac z tablicy transformat Laplace’a, otrzymujemy

f(t) = —Z + % cos(2t) — 3sin(2t)

2(t) = 143’ sin(2¢) + 3cos(2t) + %
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5. Korzystajac z II prawa Kirchhoffa i sumujac spadki napie¢ na

elementach obwodu do zera, otrzymujemy réwnanie

Q
RI+ = = Uy,
+C 0

co sprowadzamy do réwnania rézniczkowego dla tadunku

6. Podobnie jak w zadaniu poprzednim w celu uzyskania réwnania
rézniczkowego na natezenie pradu korzystamy z II prawa Kirch-

Q Q
at TRCT

hoffa i dokonujemy obustronnej transformaty Laplace’a

dl

L= + IR = Upsinwt = (sL+R)T =

dt

w
Uo 2
¢ 4w

Stad wyznaczamy I i zapisujemy w postaci

. Uy w
L (s+ %) (s2 4 w?)

I(s) =

1 —ws+wR/L 1 )_

U (  w N
L \w?+R2/[?s+R/L w2+ R?/L2 52+ ?

T W22+ R2

UpL w 1 Cw s +§ w
s+R/L 24+ w?  Ls?24w?)’

Korzystajac z tablicy transformat Laplace’a, otrzymujemy

I(t)

Ul
 w?[2+ R2

{weft — w cos(wt) + % sin(wt)] .

Podstawiamy I = %, co po podzie-
leniu stronami przez R prowadzi do
otrzymanego réwnania.

Z warunku poczatkowego Q(0) = 0.
Poniewaz | = dd—?, pozostaje nam
skorzystaé ze wzoru na transformate
pochodnej i tablic transformat Lapla-
ce’a.

Z warunku poczatkowego I(0) = 0.

Poréwnaj Zadanie 2.

25
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Cs5-Cé6: Wielomiany ortogonalne

Cs5-Cé6: Wielomiany ortogonalne: tres¢ zadan.

1. Dla x € [—1,1] zortogonalizowa¢ wielomiany:

(@) 1,

(b) X,

© 22,
2. Napisa¢ réwnania rézniczkowe dla

(a) wielomianéw Laguerre’a,

(b) wielomianéw Czebyszewa,

3. Poda¢ rozwiazanie réwnania:
(1—x2)f" —2xf' +12f =0, f(0)=0, f(1)=1 x¢€[-1,1].

4. Korzystajac ze wzoru Rodriguesa obliczy¢ wspétczynniki a, i by Czyli wsp6tezynniki przy pierwszych
dwéch najwyzszych potegach.
(a) wielomianéw Laguerra L% dlaAr=0,12,...

(b) wielomianéw Czebyszewa T
5. Obliczy¢ wartos$¢ wielomianéw Laguerra L;l\(x) wx=0. DlaA=0,1,2, ...
6. Obliczy¢ kwadraty norm

(a) wielomianéw Laguerra ||LM2 dlam=0,12, ...

(b) wielomianéw Czebyszewa’a ||T; ||,
7. Napisa¢ zwiazki rekurencyjne dla

(a) wielomianéw Laguerre’a,

(b) wielomianéw Czebyszewa,

8. Obliczyé catki: Korzystajac ze zwiazkéw rekurencyj-
nych dla wielomianéw.
o 2
(a) / x? e * Hy(x)Hz(x) dx,
—0o0
o0
(b) /0 x?e "L (x)Li(x) dx,

9. Korzystajac z odpowiednich funkcji tworzacych obliczy¢:

@) Py (+1),
(b) H,(0),
(©) L3(0),

(d) Ly (0),



10. Sprawdzi¢ poprawnos¢ wzoru:

1
Tu(x) = —— cos[narccos(x)], n>1, Ty(x)=1

on—1
11. Okresli¢ wszystkie miejsca zerowe wielomianu Ts(x).
12. Sprawdzi¢ rozwiniecie:

4 — w? _
4 —wx+w?

Y w'Tu(x)
n=0
13. Wyprowadzi¢ wzory

@ 2n+1)Py =Py =Py,

(©) Ha(x) = (2= 4 ) Hya(x),

(c) Hu(x) =exp (%) (x - %)nexp (—x—zz)
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Korzystajac z réwnania rekurencyjnego
dla wielomianéw Czebyszewa.

Dla x € [-1, 1].

Uwaga: jest to funkcja tworzaca dla
wielomianéw Czebyszewa.
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Cs5-C6: Wielomiany ortogonalne: wskazowki.
1. Mozna spréobowa¢ ortogonalizacji Grama-Schmidta.
2. Nalezy rozwazy¢ uniwersalne réwnanie dla wielomianéw Q)
BQy + (A +B)Q; — n[A1 + (n +1)B2]Qu = 0.
(a) dla wielomianéw Laguerre’a L) mamy A(x) = A — x, B(x) = x,
(b) a dla Czebyszewa T, A(x) = x, B(x) =1 — x2.
3. Jest to rownanie na jeden z wielomianéw Legendre’a.
4. Nalezy skorzysta¢ z ogélnego wzoru
Wis1 = BW] + [A+ (n —K)B'|W,, Wy =1

Wspétczynniki przy najwyzszych potegach wy,, v, oraz a, i by
spetniaja zwiazek a, = fywy, by = fuvn.

5. Skorzysta¢ ze wzoru Rodriguesa.

6. Nalezy uzy¢ ogélnego wzoru na kwadrat normy wielomianu
P
1Qul2 = (~1)"ntanfy [ p(x)B" (x)dx
24

7. Nalezy skorzysta¢ z ogélnej postaci réwnania rekurencyjnego

XQn = cp+1Qn+1 +nQn +¢—1Qn-1,

Cpt1 = n Cyn = b—n — bn+1 Ch—1 = An-1 ||Q11H2
" Ani1’ T ay Any1’ " an [|Qu-1|l?

8. Skorzysta¢ ze zwiazkéw rekurencyjnych i relacji ortogonalnosci.

9. Obliczenia wartosci dowolnego wielomianu ortogonalnego Q, (x)
przy pomocy funkgji tworzacej dokonuje sie, rozwijajac analitycz-
na posta¢ funkgji tworzacej dla tego wielomianu przy zadanej
wartosci x w szereg Taylora wokét w = 0. Rozwiniecie to nalezy
przyréwnac do przedstawienia funkcji tworzacej w postaci szeregu
wzgledem poteg w, ktérego wspodtczynnikami sa Qy (x).

10. Zadanie rozwiazuje sie, wstawiajac bezposrednio postulowana
posta¢ Ty (x) do wzoru rekurencyjnego xT, = Ty,41 + %Tn,l.

11. Nalezy wprost skorzysta¢ z przedstawienia T5 w formie z Zad 10.

12. Zauwazmy, ze nie jest to funkcja tworzaca dla wielomianéw T,
ktora mozna wyznaczy¢ z ogélnych wzoréw podanych na wykla-
dzie. Szereg wystepujacy w podanej definicji funkcji tworzacej jest
zbiezny dla |w| < 2. Nalezy:

Z zadana waga, jedli taka wola.

Wzory (4.11), (4.12) w [1].

A(X) = A]X -+ Ao,
B(x) = Byx? + Byx + By,

sa wielomianami przez ktére wyraza

sie pochodna logarytmiczna wagi

P4

p B’

Wz6r (4.18) w [1].

Odpowiednio wielomianu W, =
Wpx" 4+ vyx" 1 4+ ... i wielomianu
Qn = apx" +byx™ 1 ..

Inny sposéb (przy pomocy funkgji
tworzacych) - patrz Zad 9(c).
Wzor (4.34) w [1].

Wzory (4.42 - 46) w [1].

Odpowiednie funkcje tworzace znane

sa z wykladu i dane wzorami (4.57),
(4.61), (4.62) w [1].

Szukane warto$ci Qy (x) znajduje sie
przez przyréwnanie po obu stronach

28

wyrazéw przy tych samych potegach w.

Pomocne okaza sie wzory na cosinus

sumy i réznicy katéw.

Wzor (4.54) w [1].



13.

(a)

(b)

(c) Dowéd indukcyjny: skorzysta¢ ze wzoru Rodriguesa dla H.

podstawic¢ za T, przedstawienie z Zad 10.

podstawi¢ ¢ = arccos x.

rozpisaé cos(ng) = 1 (¢ 4 i),

zsumowac szeregi geometryczne o ilorazach e*¢w/2.

odwrdéci¢ podstawienie cos ¢ = x.

- zrdzniczkowaé obustronnie funkcje tworzaca po x.

- poréwnaé wspétezynniki przy konkretnej potedze t5+71.

- zrdzniczkowaé obustronnie formute rekurencyjna dla P,.

Zrézniczkowac stronami wzér Rodriguesa.
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Dla wielomianéw Hermite’a (z indek-
sem n — 1).



C5-C6: Wielomiany ortogonalne: odpowiedzi.
1. Przyjmujac wage p(x) = 1, otrzymujemy

(@ 1
(b) x

(@ x2-1

@@ xL)"+(A—x+1)LY +nl} =0
(b) (1—x)TV) —xT, +n?T, =0

3. f(x) = P3(x)

4.

@@ ay, = (=1)",b, = (=1)" (A +n)
(b) an=1,b, =0

5. L(0) = X!
6.

@) ||[Lp> =nT(A+n+1) = n!(A+n)!
(b) || Tul? = 7c/22n 7

@ xLy=—-L)  +A+2n+1)Ly —n(A+n)L}_,,

(®) xTy = Tyy1+ 5Tt

(@) 124/
(b) —3!-41

@ P,(1)=1,1n=0,1,2..., Py(~-1) = (-1)", n=0,1,2....

(b) Hay(0) = (=1)"E, Hppy1(0) = 0,
(¢) L%0)=n!,n=0,1,2,...
(d LL0)=m+1),n=0,12,...

10. TBA

11. x = cos({f5), x = cos(%f), x=0x= cos(71—70f
12. TBA

13. TBA
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Cs5-C6: Wielomiany ortogonalne: rozwigzania.

1.
(a)
(b)
(©

(a)

1 - pierwszy wielomian mozna pozostawi¢ bez zmiany,
(x,1) = fil xdx =0
Rozwiazmy uktad réwnan

2 — (42 ) —
(x* +ax+b,1) = (x5,1) +a(x,1) +b(1,1) = 5+2b = 0,
(x2+ax+b,x) = (x3,x) +a(x,x) + b(L,x) = 3a =0,

Stada=0,b= f% i ortogonalny wielomian ma posta¢ x2 — %

wystarczy podstawi¢ do wzoru ze wskazéwki

M) jw., (A =1, B, = —1)

. Jest to réGwnanie dla wielomianéw Legendre’a
3 g

(a)

(1—x*)P) —2xP, +n(n+1)P, =0zn(n+1)=12=n=3

Rozpisujac obie strony wzoru ze wskazéwki, mamy

W1 X v L =k 4 (k= Dy L

+ (A —x+n—k) w4+ v

Poréwnanie wspétczynnikéw po obu stronach przy x**1 daje
Wiy = —Wy, wo=1= w, = (—1)"

Poréwnanie wspétczynnikow po obu stronach przy x* daje
(poniewaz wy = (—1)F)

Vg1 = kwg + A+ 1 —Kwp — v = (A +n)(—=1)F — .
Poniewaz Wy = BWj + (A+nB )Wy =A—x+n=—x+ (A +
n) =1, = A+n,stad

vy =A+n)(=1)— (A+n)=-2(A+n),
v3=(A+n)(=1)24+2(A+n) =3(A+n)...,

ogolnie v, = (—=1)""'n(A +n).

Dla wielomianéw Laguerre’a

fo=1=ay=wy,=(-1)"by =v, = (=1)" (A +n)

Rozpisujac obie strony wzoru ze wskazéwki, mamy

W1 X v+ = (1= 2 [k (k= Dyexd 2 4]
+ [x+ (n = k) (=2x)][wex® + v 4

(—2n+2k+1)x

Przyjmujemy p(x) =1

Zatem x jest juz ortogonalne do po-
przedniego wielomianu 1.

a i b sa szukanymi wspoétczynnikami.
Warunki te gwarantuja ortogonalnosé
x? + ax + b do poprzednich wielomia-
néw x, 1.

Ay =-1,B,=0

Jawna posta¢ wielomianu P3(x) =
%(5){3 — 3x), wiec spelnione sa warunki
poczatkowe P3(0) =0, P3(1) = 1.

Dla wielomianéw Laguerre’a A(x) =
A—x, B(x) = x.

Dla wielomianéw Czebyszewa A(x) =
x, B(x) =1—x2
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Poréwnanie wspétczynnikéw po obu stronach przy x**1 daje
Wy = —kwy + (—2n + 2k + Dwy = (—2n + k + 1)wy.
Poniewaz wyg =1 = w; = —2n+1, wp, = (-2n+2)(—2n+1),
wy = (—2n+3)(—2n+2)(—2n+1)...

=wy, = (—2n+n)(—2n+n-1))...(-2n+1) = (-1)"(2n —
1)...n+1)n=(=1)" ((2::11))!!

Poréwnanie wspétczynnikéw po obu stronach przy x* daje
Vi1 = —(k =Dy + (—2n+ 2k + 1)v = (—2n+ k + 2) 1.
Poniewaz Wy = BWj+ (A +nB" )Wy = x —2nx = (1 —2n)x,
stad 11 =0, wiecv, =0,n=0,1,2....

Dla wielomianéw Czebyszewa f, = (—1)" ((Zr;__ll))', = aq, =
1, bn - O.
/
Lil\(x) — xAex [(x/\Jrlefxxnfl)(nfl)} :xf)\ex[x/\Jrlefoil\J_r%(x)]/

= A+ DL (x) — xLyH (x) + x(LyF (x)

n

Lil‘ﬂ, (qu‘ﬂ)’ sa wielomianami stopnia 7 — 1, n — 2 (lub zerem),

odpowiednio, wiec L} (0) = (A + 1)L}*1(0). Powtarzajac powyzsze

rozumowanie 7 razy, dla wielomianéw Lﬁj %, Lﬁj%,‘ - L{\+n71r
dochodzimy do wyrazenia
A+n)!
Ly(0) = (A+1)(A+2) ... (A+n)Ly™(0) = %
(a)
2 o0 0
‘ Li| = n!/ M e Xy = n!/ )12y — IT(A 4+ n41)
0 0
(b)
2 (n—1) 1 1
I = 0" =y /,1 — (1 —x)"dx
_ n!(n_l)! ! 2\n—1 R
a m/_1(1_x )R = Sy
poniewaz

Ze wzoru Rodriguesa L (x) = L} (x) =
x—/\ex(x/\efxxn)(n)

Ze wzoru Rodriguesa L)} ™" (x) =
x—(Atn)px (xA+ne—xx0)(O) -1

Catke mozna sprowadzi¢ do funkgji
beta Eulera, dokonujac podstawient
t=1—-x=x=1—tdx = —dt,a

nastepnie f = 25 => s = %,dt = 2ds.



(a)

(b)
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(a) Funkcja tworzaca dla wielomianéw Legendre’a

e}

1
Y(x,w Py (
( )= \/1—2xw+w HX::OH
Dla x = 1 mamy wiec
! b w20 1wty =
V1i—2w+w? [1-w 1—w

n=0

1 1
/ (1—x2)”*2dx = / (1—x)"~ %(1+x)”*%dx
-1
- / P32 - i
= 22”/ s %(1—5)”_7115
0
1 1 1
_ 22n/ s(n+7)71(1_s)(n+7)71ds
0
1 1 T(n+3HT(n+3)
—_ 22n - ) — 22n 2 2
lnt3mt3) T(2n+1)
2
_ o 1 [CoWE
(2n)! | 22!
Cl’l+l = _1/
_1\yn—1 _1\n
Cy = ( 1)(_{35:1—1—/\) — ( l) ((lj_ll))rzgrrll+A+l) = 2n+)\+1/
_ (=)t g T(A4n+1)
Cn1 = o ety Ty = A +R).
Stad xLjy = —L} | + (A +2n+ 1)L} —n(A+n)L;
1 =1,¢, =0,
2n—3
Ch_1= 22? T i e % Stad xT,, = Tj;41 + }ITn—l-
© 1 1
[ e " 2Hy (1)Hs(x)dx = (xHy,xH) = (3Ha + Ho, 5 Hy +3Hy)
3 3
= S(HH) =3 | Ha || = 12v/7
/0 LI () Li(x)dx = /0 xe “xL}(x)L3(x)dx
= (xL3, 1)) = (—L}+6L) —6L1, L))
= (L}, L}) = HL3H —3I0(5) = —3!

Y Pi(1)w" = Py(1) + Py (1w + Py (1)w?

33

Dla wielomianéw Laguerre’a a, =
(=1)", by = (=1)" In(n+2A), LAH =
nT(A+n+1)

Dla wielomianéw Czebyszewa a, =1,
by =0, | Ta|* =

22n 1

Zwiazek rekurencyjny dla wielomia-
néw Hermite’a xH,, = 2 n+1 +nHy,_q,

norma ||H,||* = n!2"\/7, waga

p(x)

=,

Zwiazek rekurencyjny dla wielomia-
néw Laguerre’a xL;} fLAH + A+
2n + l)L" —n(n+ /\) 4_yhorma
HL)‘H = n'l"(/\ +n+1), waga
p(x) =xte”

- 4!

+...



10.
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stad P,(1)=1,n=0,1,2....

Analogicznie dla x = —1 mamy

1 1 w0 1
Vitow+w? [1+w] T+w

stad P,(—1) = (-1)", n =0,1,2....

=l-w+w?+...

I
[7e

)
Il
o

(b) Funkcja tworzaca dla wielomianéw Hermite’a

n

2 d w
Y(x,w) =e T2 = Y Hy(x)—

=0 n!
Dla x = 0 mamy wiec
0 2n o n
w? Z W w
= L = T O

stad Hp,(0) = (—1)”% (wyrazy parzyste), Hp,+1(0) = 0
(wyrazy nieparzyste).

(c) Funkcja tworzaca dla wielomianéw Laguerre’a L} (x)

1 P > A w"
T(X,ZU) = me T—w = ZOL”(X)F
n—=

Dla A =01 x = 0 mamy wiec

! o ltwiwPt...= i LO(O)w—n — 13(0) + —19(0) +KZL°(0)+
1—w) S TR 11 21 72
stad LQ(O) =n,n=0,12,...

(d) Analogicznie jak w (c), dlaA =1, x =0,

1 R I 2 v @ W1 w”
A—wp = n;nw =14+2w+3w +... = ’;Ln(o)m = Ly(0) +iL1(O) + jL2(0)+...
stad L}(0) = (n +1)n! = (n 4+ 1).

Wstawiajac postulowana postaé Ty (x) do wzoru rekurencyjnego
dla wielomianéw Czebyszewa, otrzymujemy
x 1 1
T cos(narccosx) = 7 cos[(n + 1) arccos x] + 1512 cos[(n — 1) arccos x]
1 1
xcos(narccosx) = 5 cos[(n + 1) arccos x| + 5 cos[(n — 1) arccos x|
Rozpisujac po prawej stronie
cos(narccos x & arccosx) = cos(narccos x) cos(arccos x) F sin(n arccos x) sin(arccos x)

= xcos(narccos x) F sin(n arccos x) sin(arccos x)

otrzymujemy, Ze jest ona réwna stronie lewej, cbdo.

Py(—1)w" = Py(—1) + Py (—1)w + Py (—=1)w? +...
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12.

13.
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Miejsca zerowe spelniaja rownanie cos(5arccosx) = 0, stad

arccos x = 10- 107 27 10’ 10

Niech ¢ = arccos x, wiec cos ¢ = x. Wstawiamy z zad.10

1
Tu(x) = zn—_lcos(n arccos x) = zn—_lcos(néf)
stad
Y(x,w) = Y Tu(x)w"=1+) T(x)w"=1+) T cos(nd)w" =1+ ) 5175 ( ing 4 e mé)
n=0 n=1 n=1 n=1
d eSw\" e~ iCw\" ad eSw\" e~ iCw\"
- en|(5) (50 |- B () (50
n=1 2 2 n=0 2 2
14 1 n 1 _ 14 2 —wcosé _ 4 — w? _ 4 —w?
1—%eiC " 1—ZeiC 1—wcos¢+w2/4 4—4wcos¢+w? 4 —dwx + w?

o . . . t —
(a) Roézniczkujemy obustronnie funkcje tworzaca po x = N i

(1 —2xt +t2) Y50 o Ph(x)t"

Poréwnujemy wspétczynniki przy konkretnym t+1 = P, =
P, —2xPi+ Py = 2xP =P+ P — P. (W)
Rézniczkujemy obustronnie podstawowa formute rekurencyjna
(z zamiang n — k) po x i mnozymy przez 2

Funkcja tworzaca dla wielomianéw
’ 1 _ n
Legendre’a T~ Lo P, (x)t",
podstawowa formuta rekurencyjna
1
xP, = ﬁpnfl + %Prﬁrl

Wzér Rodriguesa dla wielomianéw

Hermite’a H, (x) = (_1)nex2 <e*x2)<n)

k+1
= 2P+ 2P = 9P+ 2(k+1)PI£+1
(W) k+1
= b= 2k+1pk 1T 2(k+1)Pk+1 Py — Py
_ 1
= 2k+1P, +2k+1pli+1 (2k +1)Pe = Py — Py, cbdo.
(b) Ze wzoru Rodriguesa (dla n — 1)
d 2 2\ (n—1)
! _ Y _1yn—-1x —Xx
) = | comte ()"
2 2\ (n=1) 2 2\ (1)
— (_1)n712xex (efx) _‘_(_1)nflex (efx)
-1
= 2x [(—1)”_16"2 (e"‘Z)(n )] - (—1)”6"2 (e_"z)(n)
Hy Hy
= Hy () = 2eH, ()~ Hy () = (20— ) Hia (9
cbdo.

0
(c) Dlan =0 = Hy(x) = exp (%) (x - %) exp (—%) = 1,wiec
twierdzenie jest prawdziwe.

Nalezy skorzysta¢ ze wzoru Rodriguesa
Hy(x) = (71)"6)(2 (e*x2>(n). Dowéd
indukcyjny.
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Zakladamy prawdziwo$¢ wzoru dla n i sprawdzamy prawdzi-
woéc¢ dla n + 1. Ze wzoru Rodriguesa

e = (e ()" exp (£) (<~ £)" o0 (-5)
= (x — d%)nexp (—%) = (—1)”(3”‘2/2 (e’x2>(n), stad
(£ 8 en( D)
2
= er(3) (- a) [(a
2
BNES T

P

R
|

_ x2/2 _1\n —x2/2 —x2 () _ x2/2i _1\n —x2/2 —x? (n)
= ¢/ x(—1D)"e e ) et (=1)" (e )
= (=1)"xe" (e"‘Z)(n) — (=1)"xe™ /27 /2 (e‘xz)(n) — (—1)"6"2/26’(2/2% (e"‘z)(n)

_2\ (1)
= (—1)"”6’“2 (e 2) = H,4+1(x)

(ostatnia réwno$¢ wynika ze wzoru Rodriguesa dla H,11), czyli
wzor jest prawdziwy réwniez dla n 4 1, cbdo.
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Cy: Funkcje sferyczne

Cy: Funkcje sferyczne: tres¢ zadan.

1. Napisac¢ jawne wzory na wszystkie funkcje sferyczne Y}, (6, ¢). Nalezy wyjs¢ od wielomianu Legen-
dre’a P, (t), gdzie t = cos#.

2. Obliczy¢ norme ||Yz1]|.

3. Wyrazi¢ wielomian P(t) przez funkgje sferyczne Y, (t, ¢).

4. Wyrazi¢ funkcje f(x,y,z) = xy przez funkcje sferyczne Y, (6, ¢).
5. Na sferze jednostkowej zaznaczy¢ punkty, gdzie Y,1(6, ¢) = 0.

6. Sprawdzi¢, ze rOGwnanie Laplace’a jest spelnione rOwniez przez
]

funkcje f(r,0,¢) = ril*lYl,m 0,9). Niezaleznie od funkgji f (7,6, ¢) =
Y10 (8, 9).
7. Wykaza¢, ze funkgje sferyczne sa funkcjami wlasnymi operatora

trzeciej sktadowej L3 momentu pedu oraz kwadratu momentu

pedu tz, gdzie t3 = —iha/a(p, i2 = I:% + I:% + I:% Innymi stowy L3Y) ,, = mhY,,, gdzie
I = h/(2m), a h to stata Plancka, oraz
8. Poda¢, z doktadnoscia do statej, catkowa posta¢ funkdji sferycz- LYy = W11 +1)Y,,

nych. W tym celu nalezy sprawdzi¢, ze funkcja
27 L
fx,y,z) = / [z +ix cos(u) + iy sin(u)] e du
0

spelnia réwnanie Laplace’a.

9. Wyprowadzi¢ zwiazki rekurencyjne dla funkgji sferycznych Ly sa operatorami podwyzszajacymi i
obnizajacymi liczbe kwantowa m; po-
réwnaj z operatorami kreacji i anihilacji

LYy = (L1 £il2)Y)m = \/l(l +1) =m(m£1)Y i1 np. dla oscylatora harmonicznego
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Cy: Funkcje sferyczne: wskazdwki.

1. Funkcje sferyczne pochodzace od wielomianu Legendre’a P5(t) to:
Yom(0,¢), gdziem = —2,-1,0,1,2.

l l_ . m m .
Yl””(e'q’):¢<247+T(11)(+|m||’>7|)'“‘c°§9>2Pl( V(cos0)e™ (1)

oraz
_1)1
211

Pl(|m|)(cos ) = ( [(1 — cos? ¢)](ImI+D)

2. Czynnik normujacy funkgji sferycznej N wynosi:

N \/(21+1)(l—|m|)!

(1 + |m)!

3. Nalezy wykorzysta¢ réwnie (1) i podstawi¢ m=o.

4. Rozwiazanie zadania wymaga przejicia ze zmiennych w ukladzie
kartezjariskim do zmiennych w ukfadzie sferycznym.

5. Nalezy przedyskutowa¢ rozwiazania dla 6 oraz ¢.

6. Laplasjan we wspéirzednych sferycznych ma postaé

_i+gi+l Li ingi + 1 872
T T ror 12 |sin6oo \°" 90 sin o¢? |’

VZ

Dokonujac podstawienia ¢ = cos 6, mamy

aae_aca(;;gaj)se__Sineac‘a’w__(l_gz)l/zaag’
1 9 (. 0 1 2
sin6 96 (Sm%g) Pyl
0= {0 =8 g+
2 oo+ tams

Rt A A (R e et

Nalezy bezposrednio podziata¢ operatorem Laplace’a (w formie
podanej powyzej) na funkcje r =1V}, i skorzysta¢ z réwnania
rézniczkowego na funkgje sferyczne (wzor (5.8) ze skryptu),

0 aY,m} 1 %Y,

oz | 1-22 9¢?

[(1 ) = (1) Y

Nawiasy () w wykfadniku potegi
oznaczaja pochodna.

N zapewnia norme funkcji réwna

jednosci.
x =rsinfcos ¢
y =rsinfsing
z =rcosf
1 9
1—&209¢2

38
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7. W tym miejscu troche wyprowadzen, zwykle pomijanych w kur-

sach fizyki kwantowej jako trywialne.

Dokonujemy transformacji do wspétrzednych sferycznych,

x=rsinfcos¢p, r=/x2+y?+ 22

y=rsinfsing, ¢ = arctan(y/x)

z

z =rcosb, 0 = arctan

Obliczamy sktadowe jakobianu,

or 2x X .

i W:;:sm@ms@

or . .

3y = ...=sinfsing,

% = ...=cosH,

o 1 (—y) _ y _ rsinfsing  1sing

ax  1+y2/x2 22 2+y? 2sin2@  rsing’

a9 __lcos¢

dy 7 rsing’

o9

=

a0 1 1 2x _ r?sinfcosfcos¢  cosfcose
ox 1+ (x2+y)/2z 2+ 2 r3sin 6 N ro 7
a0 __cosfsin¢

A

g—z = ...= —%sinﬂ.

Pochodne wzgledem wspétrzednych kartezjanskich, wyrazone
we wspdtrzednych sferycznych, maja wiec posta¢ (korzystamy z
"reguty faficuchowej" obliczania pochodnej funkcji ztozonej)

9 = ii~&—afei~¥—a—¢i:sinGcosgbg4—1C059czosgbi—lsmgbi
dx dxodr 0dxdf  0x d¢p o r 90 rsinf d¢p’
9 = aro %iJra—('bi:sin@singbiJrlcosesin(])iJrlcosq)i
dy dyodr dyadb 9y o or r 90  rsinf 9¢’
] ord 90 0  d¢ 9 J 1. 0
& = Ea-!—g%-i—gﬁzcong—;st%

Sktadowe operatora momentu pedu wyrazone w ukladzie sfe-
rycznym maja wiec znana z wykladéw z mechaniki kwantowej
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. - . d d
Lx = L1:—lh(yaz— ay)

o ) A Ja 1 0 a0 1 . 0 lcos¢ 0
= —ih [rstsm(p <cos€a s1n989) —rcos0 <sm95m4}ar + ;cos@smgba—e +7 <ind aq)ﬂ

= ih (Sln¢ag —I—cosgbctgea(l))

R A . 0 0 ]
Ly = Lp=—ih (Zax - xaz) =ih (— COS(Pae +sm¢ctg98¢>
. - . 0 ad
L, = Lz3=—ih (xay — yax> = —zh%
Stad
2 = —n? smgb +cos¢ct 9 smq) + cospctg0— J

* 20 & a4> a0 %3¢

_ 12 02 te 0 0 gl 9 290 9 9
= — {sm <pw+sm¢cos¢ag (cg 847) + cos ¢ ctg 3¢ (smgb86> +c0sgbcg 3 (cosd)a(i)>]

= —n {sin24> + sin ¢ cos ¢ (—18 + ctg@—82 )
062 sin2 0 9¢ 000¢
o . . 02 2 .0 92
+ cos pctg0 (COS (P@ +sm¢a¢ae> +cos¢pctg 0 <— smqb% +cos<p&¢2>}
= .= [cos P— > —singbcosgb(—la—i-ctgﬂaz >
062 sin? 0 3¢ 200¢
2

—singctg6  —sinp2 + 9 fsingctg0 i+'i
sin ¢ ctg smqbae cosrpa(pag sin ¢ ctg cos¢a4) Sln¢8<p2

[l
<N

= L2+L2——h2 & +ct 68+ct 082
X - 892 g g 84)2

R 02
L% = hz 84)2

Operator kwadratu momentu pedu we wspétrzednych sferycz-
nych przyjmuje wiec znana z mechaniki kwantowej posta¢,

. S 92 0 92
2 = 24012412=-1|— 1
L+ 892+Ctg989 ( +ctg 9)a¢2

= e[l ()L
a sin 0 89 00 sinzﬂa(l)z ’

Jest to pomnozona przez —h? czeé¢ katowa laplasjanu we wspot-

rzednych sferycznych (por. wskazéwka do zad.6).

Nalezy po prostu bezposrednio podziata¢ operatorami L3, L? w
podanej wyzej postaci na funkcje sferyczne Y] ,, i skorzystac z
definicji funkgji sferycznych (wzér (5.21) w skrypcie) lub réwnania
rézniczkowego na funkgje sferyczne (wzoér (5.8) w skrypcie).
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8. Bezposrednio podziata¢ laplasjanem (we wspoétrzednych karte-
zjariskich) na podana funkgje f(x,y,z) (obliczajac pochodne pod
znakiem catki).

9. Korzystajac z postaci operatoréw L, L, podanej we wskazéwce do
zad.7, otrzymujemy

Ly = Lixil,=ih [(sm4)$zcoscp) + ctgf(cos¢p L isin¢) ‘P}
= Fz[ (cosgbizsm(])) +lctg9(cos¢j:zsmcp) Ezp}

; ) d
_ +i¢p
fe (ﬂ:a +1ctg98¢>

Szukana relacje rekurencyjna dla L otrzymuje sie, obliczajac bez-
posrednio LY ,,. W przypadku operatora L_ wyprowadzenie jest
bardziej skomplikowane, zalecane jest zapoznanie sie z rozwiaza-
niem.



Cy: Funkcje sferyczne: odpowiedzi.

1. Y55 (6, 9) = /55 sin® 0e2®
Yo (6, 9) = \/ 35> sin® fe~2®
Y21 (6,9) =4/ g—i sin 6 cos fe'?
Yo_1(6,9) =4/ g—i sin @ cos fe ¢

Yo (6, 9) = ,/16% (3c0529 —1)
2 ||Yaull = \/ 222
3. P(t) = /555 Y10 (£ @)

4 f(r,0,9) =i\/3F [Yo,2(6,9) — Y22 (6,9)]
5. 0=0V0=7przy g € R

7. z‘SYl,m = mhY],,; tZYl,m = Flzl(l + 1)Yl,m

8. Przedstawienie catkowe:

271 '
Yim (6, ¢) o / [cos 6 + i sin 0 cos(u — ¢)]'e™ du.
0

NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20
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Cy: Funkcje sferyczne: rozwiqzania.

1. Podstawiajac do wzoru na funkcje sferyczne otrzymujemy:

Y22 (0,¢9) = \/; (1 — cos? 9) % [(1 — cos? 9)2} @) o2

Y (1 — cos? 9) 1 [1 —2cos* 6 + cos* 9} (4) eie

96T 8
& /45 20\ 2ig
=\ %x (1 cos 9) e
— 5 . 2 n,2ip
=1/ o sin” e

Obliczenia dla Y, _, sa takie same, jedynie pamietamy o zamianie

m=2nam=-2Y, (0, p) = /5 sin® fe 2%,

i 3) .
Y21 (60, 9) =1/ % (1 — cos? 9) ’ % [(1 — cos? 9)2} © e'?
L \/ ) sin 6 cos Be'?
871
Dla m=-1 (Y3,_1) postepuje sie jak w poprzednim przypadku.
/ 0 2
Y0 (6,9) = % (1 — cos? 9) % [(1 — cos? 9)2}( )
= \/L (—4+12c0526) = \/i (3c0526—1>
2567 167

21+1)(I—[m|)! [=2,m=1
2. Y21 :\/7( 42(?&@\)!” = Vo
3.
20+ 1)(1 — |m|)! ml .
i (09) = W 4n(l)—(|-|m||)!|) (-2 2 e (p)ems
mf() (21+1)

PO = | Gy Yio ()

4. Funkgja f(x,y,z) = xy wyrazona w zmiennych ukladu sferyczne-
go ma postaé f(r,0, ¢) = 1 sin 8 sin ¢ cos ¢.
Do rozwiazania wykorzystamy funkcje sferyczne dla matych war-
tosci indekséw (I=2, m=2 oraz m=-2).

W & wyznaczana jest czwarta pochod-
na z wyrazenia w nawiasie kwadrato-
wym.

W & wyznaczana jest trzecia pochodna
Z wyrazenia w nawiasie kwadratowym.

Prosze zauwazy¢ brak zaleznosci
funkgji sferycznej wzgledem ¢.

Prosze zauwazy¢, ze przy m = 0, nie
ma funkcyjnej zaleznosci wzgledem ¢.

Y2 (60, ¢9) =4/ 312—5n sin? 0%

Yo, 2 (6, 9) = 1/ 55> sin® fe =2
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Y22 (6, 9) — Yz 2 (6, /1
2 122 (U, @ 2,—2(6,9)
r 5 32nr sin? fsin(2¢)

rzYz,z (6, 9) ZYZ -2(0,9) 1751r2 sin’  sin ¢ cos @

iy/ 215 (Yo, 2 (8,9) — Yo (8, 9)] * = 1 sin® B sin ¢ cos @

Zaproponowane rozwiazanie nie jest jedyne.

OO

5.
\/ 15 sin f cos Be'? = 0
87
2sinf cos fe'? =0
sin (260) e = 0
Musi zachodzi¢: sin (26) = 0V €'? = 0
Redukuje sie do: 260 = 0 przy 6 € (0, 7T)
Ostatecznie 6 =0V 0 = 7 przy ¢ € R
6.

vzf = Vi - lYlm(‘:

)
2 29 19 ) 1 1 2\ 4
{81’2 1’8r+7£ {( - )aC:| 21— 5264)2}7’ Yiu(C, ¢)

= [(1+1)( +2) —2(14+1) =11+ D]r "3, (&, ¢) =0

7. Korzystajac z réwnania na funkcje sferyczne (wzor (5.8) w skryp-
cie) oraz ze wskazoéwki do zad.6 otrzymujemy

0 0 1 02
¢ c} 1— 22992

wiec rzeczywiscie funkgcje sferyczne Y] ,, sa funkcjami wlasnymi

22Y (8, 9) = 12 { [(1 &) } Yi(&9) = W11+ 1)Yin (),

operatora [.2, odpowiadajacymi wartogciom wasnym R(1+1).

Korzystajac z jawnej postaci funkgji sferycznych (wzér (5.21) w
skrypcie) otrzymujemy z kolei

Im\

(Pi(g))ImDeim?

. 0
L3Yyu(E ¢) _m% (1= &%)

—  mhAN,(1- &) ‘m|

= thl,mr

(Pi(£)) e

wiec rzeczywiscie funkcje sferyczne V), sa funkcjami wiasnymi
operatora L3, odpowiadajacymi wartoéciom wiasnym fim.
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27 ‘
f(x,y,z) = / (Z+iXCOSM—l—i]/sinu)lelmudu,
0
82 21 . 82
aixé — 0 duelm”aixz (Z +ixcosu + ly sinu)l

27 .
= —I(I—1)cos? u/ (z + ix cosu + iy sinu) =2 du,
0

aZf _ _ —l(l _ 1) 22 2”( : T )172 imud
W T sin“u | z+ixcosu +iysinu)' e du,
—aZf = =1(1-1) /2ﬂ(z + ix cos u + iy sinu) 2 du

5.2 Jy ,

°f 9 f  0°f
20 — 2 47
Vil = gt ay? T a2

27T .
[l(l -1) / (z+ ixcosu + iysinu) ~2e™du | (— cos? u —sin®u+1) = 0
Jo

Zapiszmy funkcje f w zmiennych ukladu sferycznego, , x = rsinfcos, y = rsinfsing,

z =rcosf

(z+ixcosu +iysinu)! = #![cos® + isinB(cos P cosu + sin¢sinu)]’

= rl[cos @ + isinfcos(u — ¢)]!

27 .
= f(r,0,¢) rt / [cos 0 + isinf cos(u — ¢)]'e™ du
0

Wiadomo ze f(r,6,¢) = r'Y;,,(6,$) rowniez spetnia rownanie
Laplace’a V2f = 0 (por. wyklad i wzory (5.6), (5.7) w skrypcie).
Wobec tego otrzymujemy nastepujace przedstawienie catkowe
funkgji sferycznych (z doktadnoscia do stalej)

21 '
Yim (6, ¢) o / [cos @ + isin O cos(u — ¢)]lelmudu_
0

. Ograniczmy sie dla uproszczenia do przypadku m > 0. Wpro-
wadZmy oznaczenie

Pg) = (1 _§Z)m/2;g7npl(é) _ (1_52)m/2pl(m)(€) = Y (&, ¢) = szP,m(C)eim"’.

Obliczamy wyrazenia

0 ; 0

%Ylm (6/ 4)) = _Nlmelm¢(1 - 62)1/2%131)% (6)
= N (1= )2 [ 21— )" (20" () + (1= 6" 2B{m + 1) (D)
_ Nlmeimcp [m(;‘(l _ CZ)(m—l)/2Pl(m) (C) _ (1 _ 52)(m+1)/2pl(m+1) (C)]

= Npe™ [m(1— )72 @) - P )|
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ictgf E;)Ylm(g ¢) = —mNy,ctgfP"(§)e™?

= N1 )2 ()

i
_ Nlmeinﬂp {—m«j(l _ gZ)(mfl)/ZPl(m)(g)]
= Ny [-me(1-¢2)72P ()]

Stad dla LY}, otrzymujemy bezposrednio

LiYin(E¢) = he' (889 tictgfs ) Yim(&,¢) = —TNp, PP (§)el e

op
N ; N
- _h Im Nl,m+lplm+1el(m+1>¢ — Im Yl,m+1(€/ (P)
I,m+1 I,m+1
N —m)! [ 4mn (I+m+1)! (I —m)!(+m+1)!
Nim+1 47'( l+m 2141 (I —m—1)! (I+m)(l—m—1)!
\/ J(I+m+1) \/Z +1)—m(m+1)

Ostatecznie

L Yi = 110+ 1) = m(m +1) Y
Obliczenia dla L_Y},, sa bardziej ztozone.
i J
LYin(@0) = he (<5 4 ictgos ) Yin(E o)
= N 0P [—2mg (1 - )7V (E) + PP @)
_ thmei(m—l)CP(l _ 62)(111—1)/2 [—ZmCP,(m)(é) + (1 . Cz)Pl(erl) (é’)] .

Postuzmy sie znanym z wykladu (wzér (5.16) w skrypcie) réwna-
niem spelnianym przez pochodne wielomianéw Legendre’a

(1= )(B")" =28 m+ )Y + (10 +1) = m(m+ 1)) =0,
dokonajmy zamiany m — m — 1

(1- gz)(Pl(mfl))// _ 2§m(Pl(mfl))/ F(I+1) — m(m— 1)}13[(11171) -0

= (1=)P"™ —2gmP™ = —[1(1+1) —m(m —1)]P" "V =,

L Yim(@9) =~ ™[I+ 1) = m(m = 1)]Ny 1€/ "=D0 (1 g2)m=0/2pfm =

(1 +1) =m(m —1)]Y) —1(E, P)
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Ostatecznie
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A+1(1—m)! | 4 (I+m—1)1  [(I—m) (I +m—1)!
4r (I+mt\ 2l+1(I—=m+1)!  \ (I+m)!(l—m+1)!
1 1
JIrm(—m+1) JII+1) —mm—1)

L Yi = A1+ 1) = m(m —1)Yp 1.
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C8-Co: Funkcje Bessela

C8-Cg: Funkcje Bessela: tres¢ zadan.
1. Wykaza¢, ze [, (x) = (—1)"Ju(x) dlan € IN.
2. Poda¢ rozwiazanie réwnania x?f” + xf’ + (4x*> —9)f = 0. Nieosobliwe, oczywiscie!
3. Poda¢ szereg Bessela dla réownania x?f” + xf’ — (x2 +v2)f = 0. Przyjmujemy, ze v € R.
4. Wyrazi¢ funkcje sin(x) oraz cos(x) przez funkcje Bessela.
5. Wykaza¢, ze

Wxtn = Y T s @)

k=—o0
6. Zapisa¢ w postaci szeregu catke I = fozn cos [2sin(¢) — 3¢] dg. Zwyklego szeregu liczbowego.
7. Wykaza¢, ze transformata Laplace’a
(a) funkdji Bessela Jo(t) wynosi Jo(s) = (s2 + 1)71/2.
(b) funkgji f(t) = Jo (2\/f> wynosi f(s) = s le~1/s,
8. Wyrazi¢ przez funkcje elementarne funkgje J_3/5(x).
9. Znalez¢ dwa zwiazki miedzy funkcjami ]y oraz J;.
10. Udowodni¢, ze [, 11+ J,—1 = 27“],,.
2041

11. To samo dla sferycznych funkgji Bessela, ji11 +ji—1 = =i

12. Rozwiaza¢ réwnanie

R" + %R’ + {kz — L; 1)} R=0.

13. Sprawdzi¢ ortogonalno$¢ funkdji J;/»(2x) oraz J;5(x) dla L = 7.
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C8-C9: Funkcje Bessela: wskazowki.

1. Korzystamy z szeregu Bessela (wz6r (6.11) ze skryptu) oraz wia-
$ciwosci funkcji gamma Eulera

2. Dokonaé podstawienia x = At i wyznaczy¢ A tak, zeby sprowa-
dzi¢ zadane réwnanie do réwnania na pewna funkcje Bessela.

3. Réwnanie jest spetnione przez funkcje K, = ]V(ix), tj. funkcje
Bessela argumentu zespolonego.

4. Nalezy skorzysta¢ z funkcji tworzacej dla funkcji Bessela (wzoér
(6.13) ze skryptu) , w ktérej przyjmujemy w = 1.

5. Nalezy skorzysta¢ z funkcji tworzacej dla funkcji Bessela (wzér
(6.13) ze skryptu)

6. Nalezy skorzysta¢ z przedstawienia catkowego funkcji Bessela
(wz6r (6.20) ze skryptu), wyniku zad.1 oraz z szeregu Bessela dla
funkcji Bessela z indeksem catkowitym

7.(a) Nalezy skorzysta¢ z przedstawienia catkowego funkcji Bessela
(wzor (6.20) ze skryptu)

(b) Korzystamy z rozwiniecia funkcji Bessela z indeksem catko-
witym na szereg (wzor (6.12) w skrypcie) , a przy obliczaniu
transformaty catkujemy pod znakiem sumy (jest to mozliwe,
poniewaz szereg Bessela jest jednostajnie zbiezny),

8. Korzystamy ze wzoréw rekurencyjnych dla funkcji Bessela (wzér
(6.27) w skrypcie) oraz znanej postaci funkcji J_q /5 (Wz6r (6.28) w
skrypcie).

9. Korzystamy ze wzoréw rekurencyjnych dla funkcji Bessela (wzory
(6.24), (6.27) w skrypcie).

10. Por. wskazéwka do zad.g

11. Korzystamy z wyniku zad.10, przyjmujac w nim v = [ + %, iz
definicji sferycznych funkcji Bessela

12. Dokona¢ zamiany zmiennych y = kr, S = ,/yR (por. wyklad z
komentarzem).

13. Bezposrednie catkowanie.

!
Ju(%) = £ nptmmag (X/2)%+.
W szczegolnosci I'(k) — oo dla
ke Zk <0,wiecprzy,n € N
zachodzi 1/T(I —n+1) = 0dla
l—-n+1<0=1<n-1

‘Y(w,x) = (x/2)(w-1/w) _—
Yoo Ju(x)w"

Ju(t) = @) 7" [ de expli(t sin —

Zloo=0(*1)l 1!(,,1+])1 (x/2)21+n~

Ju(t) = 2r)~ [ dexpli(tsing —

00 —1) !
Tu(x) = X2 T((ni)z)! (3™

Jom1(x) = 27 (3 Ju(x)),

Jo12(x) = \/%COSX

]1/+1( ) i(xil/]v(x))
Jr—1(x ) V() (x))

Jix) = \/§]1+%(x).

Ji/2(x) = /2 sinx; relacja ortogo-
nalnoéci dla funkcji Bessela ma postaé

fOL xJu(ax)J, (bx)dx (wzor (6.74) ze
skryptu)



C8-Cg: Funkcje Bessela: odpowiedzi.

1.

2.

3

*

1

(3
MT{+v+1) \2

Y (1))
k=—o0

Yo (=)' Japa(x)

)21+V

|=—00

f(x) = J5(2x) lub f(x) = J-3(2x)
. K, =J(ix) =1 Yoo
Ccos X
sin x
I=2my7, %

7-

e

10.

11.

12.

R(y) = ﬁhﬂ/z(kr)

13.
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C8-Cg: Funkcje Bessela: rozwigzania.

0o _1\! n 00 n
J-n( Zl(l;erl)( )21 ; l—ln (2)21

Dokonujemy zamiany indekséw sumowaniam = [ —n = | =
m+nm=0,1,2...,

0 )WH‘W x\2mtn Y i (=1)m x\ 2m+n
; l(m +n)! (E) = (1) mgom!(m—i-n)l (E)
2.
B df _dtdf 1df
SR Al el A
p_d2f _ddf drdldf 1d&f
Cdx?2 dxdx  dxdtAdt  A?df?
R B SR
= dt2+t + (4A°°=9)f =0
Przyjecie 4A%> = 1 = A = 1/2 prowadzi do réwnania
ef df
27 —
! dat? +tdt+( —9f=0,
ktérego rozwiazaniem jest f(t) = J3(t) = f(x) = J3(x/A) =
J3(2x).
3. Przyjmujemy ¢ = ix = x = —ic.
po_ood o dgd Al
KV - dx]U(lx) - dx dg]V(g) dé
d d ¢ d dj, _ d*],
o4 a4 _ Y
K= GalW=gnwte =

Wstawiajac do zadanego réwnania, otrzymujemy ze funkcja J,(¢)
rzeczywiscie spetnia réwnanie Bessela

28%)y | Ldfy

gz 7 dg
Odpowiedni szereg Bessela ma wiec posta¢ (por. wzér (6.11) ze
skryptu)

& +Hor (@) =0

B ‘ B o0 (_1)1 ix 214+v
K = ]V(lx)_f;)l!F(ZJerrl) 2
2l4+v —=2ljv —

21
- 2l'r l+11/+1) (2) o

(-1l

= (=1)"Ju(x) cbdo.

Uwaga: innym rozwiazaniem jest
J-3(2x) = (=1)*J3(2x) = —J3(2x)
(por. zad.1), ktére spelnia takie samo
réwnanie na funkcje Bessela



Y(i,x)

= COS X

sin x

¥(w,x +y)
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= ¥ =cosx+isiny = i Ju(2)i"

_ kioo o ()% +Z_Z_;oo ot ()41

_ k_inZk(x)(—l)k+i1_§whz+l<x><—1>l
= k_iw< 1) (x)

- li( ot (3)

n;oofn(x+y)

VY )

M=—00 =—c0

Dokonujemy podstawienian =m+k =k=n—m,n € Z, stad

Y(w,x+y) =

Z Jn(x +y)w"

n=—oo

n_Z_w L_Z_w T (x

Poréwnujac wspoétczynniki przy tych samych potegach w, otrzy-

mujemy

Efk M-k (y

k=—o0

x+y

/Ozn cos(2sin¢ — 3¢)d¢

e
o 27 Jo

/2” ¢i25in9=39) 15 ¢ 1

o)

(=1

BN

(I +3)!

) cbdo.

21
i[~2sing—(~3)g]
27T/o e d(])}

7 [3(2) + J-5(=2)] = 7 [J5(2) + (~1)*)3(~2)]

_1)1

P R
_,201!(1+3)!(_1)2H3] =27 L i 3)

]n m )] w".
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7.(a) Rozpatrzmy ogoélniejsza transformate Laplace’a funkgji J, (bt),
beR.
Ju(s) = / " e, (bt) = — / " dte / 7 dgellttsing-np)
" Jo " 27t Jo Jo
1 27 . 0o o
- = d e—zmp / dte—(s—lbsm(p)t
2r ./0 ¢ 0
e8]
1 p2n . e—(s—ibsing)t 1 2m p—ing
= T 5= / d¢e_m¢ —_— = — / 7‘14)
21t Jo s —ibsin¢ 2t Jo s—ibsing
=0 dla t—00, bo s>01
Dokonujemy zamiany zmiennych z = e~ = dz = —ie"¥d¢p =
—iqu> = d(P =idz/z, Sin(P = (€i¢ — €_i¢)/2i = (Z_1 — Z)/Zi. Krzywa catkowania jest okregiem jed-
. " nostkowym O((0,0),1) (4. |z| = 1),
T (S) — r }g z"dz obieganym zgodnie z ruchem wska-
7T J|z|=1 bz2 +2sz—b zOwek zegara (a wiec przeciwnie do
. . . kierunku wzrostu kata ¢), co powoduje
Funkcja podcatkowa ma bieguny rzedu pierwszego w punktach pojawienie sie minusa przed wynikiem
przy calkowaniou metoda residuéw
Z1p = —sEVs?+b? (lub we wzorze Cauchy’ego).
r b °

Zachodzi |z1| < 1, |z2| > 1, wiec tylko biegun z; lezy wewnatrz
krzywej catkowania,

Ju(s) = i(—ZTCi)res =21lim (z — z1) z
T AT o Vb(z=21)(z—2)

2zt (Vs + b2 —s)"

b -2 bR E
Podstawiajac zgodnie z trescig zadania n = 0, b = 1 otrzymuje-

my Jo(s) = 1/vs2 + 1.

. (e = (1)
fs) = 12(‘3 (l!)Z/o e sttdt:lzo T
= ; , =

transformata #

LS ST (AL Y|
si=EI\ s) s PL75

d
J_spp(x) = ],1/2,1(x):x1/2a(x‘1/2],1/2)

1 d
= —5171/2 + 5]71/2

iz df T
o 2x V 7x ©° dx x SO°
2 cosx 2 .

= —/—= — 4/ —sinx
X X X
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9.
d d
_ 0% 0y _ %
Il - X dx(x ]O) dx]O
1 d d 1 [
hoo= () = k) = 3o = h®) = - [ vhw)dy
10.
d ] JxV — Juxv—1 v]
R L R e
v
=g = g
_,a _ _ v]
Jv-1 = x Vﬁ(xvjv) =x" (va l]v +xV]1//> = TU + 7y
=g o= ey
x
Stad
v v 2v
== = e+ e = 222 cbdo,
11, jiq(x) = %](1+%)+1(x)rjl—l(x) = %](1+%),1(x)~
2(1+ 1)] 1
| T [T | T 2/1+3 . . 21 +
ﬂ](l+%)+l + E](H'%)_l = ﬂfz = Ji+1(x) + i1 (x) = X
12. 5 ( )
d°R  2dR > I(I+1 _
T [" TR }R—O (#)
— — 50
y=kr,R(r) = N
dR - dyd (S _ (45 4 Losp
dr  drdy <\/y)_k<dyy ¥ S
@R dyddR _ o d (SN o ( apdS —3/2d£+§y—5/25
dr? dr dy dr dy? \ \Jy dy? dy 4
Wstawiajac powyzsze do (#), mnozac stronami przez y°/2, dzielac
przez k? i grupujac wyrazy podobne, otrzymujemy réwnanie na
funkcje S(y),
s dS 1 s dS 1)
247> 4o 2 _ I e S R L 2 Z
y ay +ydy+ {y I(1+1) 4} S=y a2 +ydy+ y <l+2>

Rozwiazaniem (&) jest S(y) = Jiy1,2(y), wiec R(y) = S(y)/\/y =
S(kr)/Nkr = J=Jiva72(kr).

13. [y xJ1/2(2x) J1/2(x)dx = % [ sin(2x) sin(x)dx = 0, co wida¢ od
razu bez obliczania catki, poniewaz sin(2x) ma okres dwukrotnie
mniejszy niz sin x.

S=0 (&)
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Z zad.10, mnozac wynik dlav = I + %
stronami przez 4/ 5% otrzymujemy

ji(x) cbdo.



C10-C11: Dystrybucje

C10-C11: Dystrybucje: tres¢ zadan.

1. Sporzadzi¢ wykresy funkgji (©(x) oznacza funkcje Heaviside’a
(schodkowa)

@ O(—x)

(b) O(x? —a?)

(©) ©(a® — %)

(d) O(—x2+4x —3)

2. Obliczy¢ sploty dwoch ciagéw (ay,) i (by):

(a) axa,

(b) axb,
gdzie ay = 01y + o, by = 61y + 202y — O30, 1 € Z.
3. Obliczy¢ sploty funkcyjne f x g dla

(@ f(x) =0(1-x%),g(x) =0O(x),
(b) f(x) = x?0O(1 —x2), g(x) = xO(x),
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(© f(x) = Gulx), g(x) = Gp(x), gdzie Go(x) = L™/ -

funkcja Gaussa,
(d) f(x) = Zap(%), 8(x) = Zga(x), gdzie Zy o (x) = O(x) 5™,
(e) f(x) = Pu(x), g(x) = Py(x), gdzie Py(x) = %uZJerz’ a>0.
4. Obliczy¢ wartosci gtéwne calek
(@) I="P [y,

(b) I=P[%, ’;‘i‘l, poréwnaj z catka lim 4_, e f "

xdx
241

5. ZnaleZ¢ granice ciagéw dystrybucyjnych przy n — oo
(a) Pcosgcnx)’
/
(b) Pcos(;c n) )
6. Znalez¢ granice ciagéw dystrybucyjnych przy n — oo

(@) fulx) = 7”‘){71‘/
(b) fu(x) = ne~Inx-1l,

7. Napisa¢ ciag J-podobny, startujac z funkgji —f7(x), gdzie funkcja

Fermiego fr(x) =1/(e* +1).

8. Uprosci¢ iloczyny
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(@) x6(3—2x),

(b) x6(x*>—4),

(c) sin(7x)é(x? —4).
9. Uprosci¢ sploty

(@) x*d(3—2x),

(b) x*5(x* —4),

(c) sin(mx) x8(x* —4).
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10. Naszkicowaé wykresy pierwszej i drugiej pochodnej dystrybucyj-

nej dla funkgji

(@ f(x)=eM,

(b) f(x) =0O(m® —x?)sinx.
11. Obliczy¢ pochodna dystrybucyjna funkgji f(x)
12. Uprosci¢ wyrazenia

() x"(x),

(b) x%6"(x)

(0) %" (x)

7

7

13. Rozwiaza¢ réwnanie V2 f(7) £ k*f(7) = —4(7).

=In|x|.
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C10-C11: Dystrybucje: wskazdwki.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

O(f(x)) =0dla f(x) <0,0(f(x)) =1dla f(x) >0

Splot dwoch ciagéw jest zdefiniowany jako ciag o wyrazach
(axb)y = Y32 ay_rbg. Zauwazmy ze iloczyn dwoch delt
Kroneckera 6 0;,,, = 1 < k = I ANl = m, w pozostalych przy-
padkach wynosi on zero. Stad np. jedynym wyrazem niezerowym
wsumie ) 22 01, kb kjestwyrazzk = 1, n —1 = 1, wiec
Yoo O1n—kO1k = O1,n—1 = G2, itd.

Splot funkcyjny jest zdefiniowany jako (f x g)(x) = [ f(t)g(x —
t).. W pkt.(a,b,d) szczegblna uwage nalezy zwréci¢ na granice
calkowania; prosze sprawdza¢, dla jakich wartosci t oraz x wynik
jest r6zny od zera.

Zgodnie z definicja wartosci gléwnej nalezy symetrycznie wyta-
czaé osobliwo$¢ lub przechodzi¢ do granicy w nieskoriczonosci.

Zauwazmy, ze ciag bazujacy na funkdji f(x) = %e"x l'w po-
staci f,(x) = nf(nx) = %e’”w jest ciagiem é-podobnym

(wzory (7.27), (7.28) w skrypcie), poniewaz % f _Oooo e l¥ldy =
3 [LOOO eYdx + f0°° e*xdx} =1 [e"|0_(>o - e*"|8°} =1

Skorzysta¢ ze wzoréw 6(f(x)) = ¥; mé(x —x;), gdzie f(xj) =
j

0 (wzér (7.69) w skrypcie) oraz f(x)é(x —a) = f(a)é(x — a), gdzie

f - dowolna funkgcja (wzér (7.34”) w skrypcie).

Skorzysta¢ ze wzoréw 6(f(x)) = ¥; |f’(17x-)|5(x —xj), gdzie f(x;) =
]

0 (wzér (7.69) w skrypcie) oraz T(x) «6(x —a) = T(x —a), gdzie T

- dowolna dystrybucja (wzér (7.61") w skrypcie).

W pkt.(b) por. zad.1(c).

Uwaga: nalezy pamieta¢, ze dla x < 0 zachodzi (In(—x))" =
(In|x])" = 3.

Rozwiazanie jest ztozone i miejscami dos¢ subtelne, wiec zalecane
jest zapoznanie sie z "gotowcem" w czesci "Rozwiazania". Przed-
stawione wyprowadzenie zwykle jest omawiane na wykladzie.
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C10-C11: Dystrybucje: odpowiedzi.

1.(a)
>
ocx={ 4 120
(b)
@(xz—”2>_{(1) i s
(©)
o=} G o
(d)

0 dla »<1vx>3

O(—x?+4x—3) =
(=% +4x-3) {1 dla  xe(1,3)

2.(a) (axa)y = dpu + 203 + 04,
(b) (ﬂ * b)n = 52,?1 + 353,71 + 54,11 - 55,71-

3-(a)
0 dla x < —1
(fxg)(x)=¢ x+1 dla —-1<x<1
2 dla x> 1.
(b)
0 dla x < —1
(fxe)x) =19 Lat+lx+l dla —1<x<1
%x dla x> 1.
(@)
L _2572132) G
e — (a=+ —
(Car 0 = U v
(d)
yat+p-1 \x
(Zap* Zpp)(x) = ®(x)m€ = Zuipa (%)
(e) : ,
a—+
(Pa % Py)(x) = ;m = Pyyip(x)
4.(a) I=In3

(b) I =0 (druga catka daje In2)
5.a) limy 0 P —
(b) limyeo PEEE/M) — p1,

6.() 6(x—1),
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) &(x).

7. fa(x) = %

8.a) 36(x—3),
(b) 3[6(x —2) —o(x +2)],
() 0
9.(a) %x—%
(b) 3x
(c) %sin(nx)
10.(a) f'(x) = —sgn(x)e Il; f7(x) = =26 + e~ 1¥],

) =
(b) f'(x) = O(m? — x?)cosx;
f"(x) =6(x — ) — 6(x + 1) — (> — x2) sinx.

11. P%
12.(a) —26'(x),
(b) 25(x),
(c) 0.
13. g(r) = ﬁe"", r=+/x2+y2+12, k > 0dlaréwnaniaz "+",
1
T

g(r) = ;=¢ " dla réwnania z "-".
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C10-C11: Dystrybucje: rozwiqzania.

1.(a)
O(—x) = 0 dla —x<0 & x>0
1 dla x>0 & x<0
(b)
0 dla x¥>—a><0 &  x€(—a,a)
® 2 22y ,
(" =) {1 dla ¥2-a>>0 & x<-aVx>a
(@)
0 dla a*>—x><0 & x<-aVx>a
® 2 2y
(a” =% {1 dla @2-x2>0 <  x€(-a,a)
(d)
O(—x®+4x—3)=0(—(x—1)(x —3)) =
_J 0 dla —(x-1)(x-3)<0 & x<1Vx>3
11 dla —(x—1)(x—-3)>0 & x€(1,3)
2.(a)
(axa)y = ) aygar =Y (010—k + 02n—k) (01 + O2)

k=—00 k
= Y O1nkO1k+ Y 1 k0o + Y 62 ukb1k+ Y02 n kb2
k k k k
O1n-1+0n2+t0u-1+0n2
= Oon+ 2031 + O4n-
Otrzymali$my ciag o wyrazach (a xa); = 1, (axa); = 2,
(axa)y=1,(axa), =0dlan #2,3,4.
(b)

(axb)y = Y an_ibe =) _(01,0—k + 2n—k) (01 + 202k — S3x)
k=—o00 k

= Y iui0ik+2Y 1 u—i2k — Y01 n—k03k
k k k

+ Y 6ou 01k +2) 62u_k0ok — Y 02 n_kO3
k k k

= O1u—1+201n—2—01n—3+0u-1+20,2—02,3
- 52,71 + 3‘53,71 + 54,n - (55,71-
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0 dla x < =1
={ [Hdt=x+1 dla -1<x<1
fil dt=2 dla x> 1.

(b) f(x) =x*O(1—x?), g(x) = xO(x) =
(fxg)(x) = /0; PO —t2)(x — t)O(x — t)dt =

= /_11 #(x — 1)O(x — t)dt
0

dla x < —1

= ffltZ(x—t)dt— Hpxt+ix+] dla —1<x<1
f_ t2(x — t)dt = 2x dla x> 1.
(©
— Y2u¢2 2ﬁ2
(Gax Gg)(x) meﬁ dt
o 21,1
=2 ﬁ i <“2+ﬁ2>dt
T
2 oo 71a2+,82< i )2
— 5 e (2+ﬁ2)/ e ,,‘ZﬁZ “2+,52 dt
T —0o0
Dokonujemy podstawienia u = a:; P (t - “{5332) = dt =
ap
= (Ga*Gg)(x) = L 2<“2+f‘2 / -5 du
B 2map \/m
27'(
2
= ¢ W =G r(x).
\/271\/&2—1-,52 asrp
Stad wniosek, ze dla splotu n roz-
ktadéw Gaussa otrzymujemy
(d) Go % Go ... %Go = G .
« (x =)t Alx—t) Y
Zaor*Zgr)(x :/ O(x —t)———e""VO(t eMdt.
( o B )( ) o ( ) 1—-(“) ()F(IB)

Poniewaz @(x —t) > 0 & t < x,0(t) > 0 & t > 0, funkga
podcatkowa jest niezerowa dla 0 < t < x, przy czym musi
zachodzi¢ x > 0; jezeli te warunki nie sa spetnione, w wyniku
calkowania otrzymujemy zero. Stad

(Zap* Zp2) () = @) s [ (e =
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(e)

4.(a)
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Podstawiajac t = xu = dt = xdu, otrzymujemy

a+B—1,Ax
T Zp0)0) = O /0 =

ochB 1 /\x

_ e xD(“r‘B*le/\x F(oc)l‘(ﬁ)

= OWTRTE) T+ p)
a+ﬂ 1

= O3 Tarp)’ M = Zyypa ().
00 b

(P“*Pb)(x):%/_oo a2it2 TR

Rozwazmy catke z funkcji zespolonej

1 a b
2 a? 4+ 2% (x — z)2 + b2

fz) =

po konturze C ztozonym z odcinka (—R, R) domknietego w
gornej potptaszczyznie pétokregiem Cg o $rodku (0,0) i pro-

mieniu R. Funkcja podcatkowa ma bieguny w punktach z; = ia

Zp = —ia, z3 = x +ib, z4 = x —ib, z ktérych z; i z3 naleza do
wnetrza konturu C.

ab

—_

resaf(2) = R — i bx =i B
res,, f(z) = LZ . . L , /
72 2ib[x —i(a —b)|[x +i(a +D)]
fcf(z)dz = 2mi[res,, f(z) +res;, f(2)]
1 1 b a
T mx—ila—b) {xi(a+b)+x+i(a+b)
= ;%_Pﬁb(x)_(l)a*l)b)(x)-
4 dx 2 dx 4 dx
P/o x—1 P/ x—1 /x—l

+/2 dx +/4 dx
1+ex —1 2 x—1

1—¢ dx
= lim{/
e—0 | .Jo x—1
=0

= 1n|x—1||§:1n3—

In1 =1In3.

7

Latwo sprawdzi¢, ze dla R — 00
na pétokregu Cg, tj. dlaz = Re'?,
¢ € (0,7) zachodzi |f(z)| o« 1/R%,

wiec ‘fc dz‘ « 27R/R* 2% 0,
wiec limg_e0 fc z)dz = [T f(Hdt +
limg_e0 fc )dz* (Pa*Pb)( )

Catki w nawiasie kwadratowym daja

w sumie zero, poniewaz funkcja pod-
catkowa jest "nieparzysta" wzgledem
punktu osobliwego x = 1; mozna to
tez wykaza¢, obliczajac te catki bezpo-
$rednio, poniewaz Ve > 0 sq one dobrze
okreslone i skoriczone.
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(b) W sensie wartosci gtéwnej (przy symetrycznym przej$ciu do
+00)

®  xdx . A xdx
P / 27 - hm / 27 = O,
—o X +1 AseJ-axt+1
poniewaz funkcja podcatkowa jest nieparzysta. Wida¢ e symetria przedziatu catkowa-
nia ma znaczenie, poniewaz

5.(a) Niech ¢ € D bedzie funkcja prébna o nosniku ograniczonym do ; /2A xdx 1 /ZA 2xdx
im = - lim
przedziatu (—A, A). Aveo)-a X241 2 Ao )oa X241
= Diim [x2 41 o
I Pcos(nx) Toaam e ‘—A
i X ¢ _ 1hmln4A2+1
2450  AZ+1
= lim lim /_S +/oo cos(nx) (x)dx 1
T nSe0es0 PN ¢ X ¢ = §1n4 =1In2.
. . —e A cos(nx Wynik ten jest niepoprawny, chociaz
= lim lim / + / ( ) [90(95) - (P(O) + (P(())]dx formalnie w obu przypadkach przejicie
n—00 ¢—( —A e X . . . .
. A z ozzl _x>d Yc>o prowadzi to tej samej catki
= ¢m)nn1mn{/' “”“”»¢m+/‘cmﬂmwd4 [ 35
n—o0e—0 | J—A X € x
I
—€ —0(0 A —o(0
+ lim lim {/ cos(nx)de +/ cos(nx)gp(x)q)()dx} .
n—0oe—0 | J—A X e X

L

W calce I; cos(nx) jest funkcja parzysta, 1 jest funkcja nieparzy-
sta, wiec Ve > 0 suma obu catek wynosi zero, wiec Vi Ij ﬂ; 0.

W calce I mamy z twierdzenia Rolle’a ‘M‘ < sup,.g |9 (x)],

a poniewaz ¢ € D, funkcja ®(x) = M jest ograniczona i

nieosobliwa w x = 0, a wiec caltkowalna; w calce I, mozna wiec
pomina¢ wartos$¢ gtéwna i szacowac bezposrednio

lim ! cos(nx)®(x)dx = lim ! <:lsin(nx))/d>(x)dx

n—eo J_ A n—oo J_ A

n—o0

= lim E sin(nx)®(x)[* , — %/:: sin(nx)dD/(x)dx} :

Poniewaz sin(+nA)®(+A) sa liczbami skoriczonymi, to

A

limy, 00 1+ sin(nx)®(x)|” , = 0. Ponadto

1A / 1A /
nlgrolo - /_A sin(nx)®’ (x)dx| < nlgIgOE » | sin(nx) ||’ (x)|dx
I Y .1 /
< lim = |®'(x)|dx < lim —2A sup |P'(x)| =0
n—soon J_A n—oo 1

xe(—AA)

cos(nx)
— =

cos(nx)
x

Ostatecznie V¢ limy o0 (P
0.

,@)zOéhmme
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(b) Niech ¢ € D bedzie funkcja prébna o nosniku ograniczonym
do przedziatu (—A, A). Obie catki ponizej sa bezwzglednie
zbiezne dla dowolnego ¢ > 0, wiec mozemy zmieni¢ kolejnosé
obliczania granic i wej$¢ z granica n — oo pod catke,

lim (Pcos(xx/n)/q)> = lim lim [/_S—i-/ Cosx/n)go(x)dx]

n—o0 n—00 g0

= gt | [ g
- m{ [ L;f‘“’(ff/’”} oo
- 15%[/”/““ i

- il [ [ }:(Pifq’)

Ostatecznie Vo lim; o (Pw,q)) = (P%,(p) =

X

lim, o PO/ — p1,

6.(a) Dokonujemy podstawienia y = x — 1 = dy = dx,

v Jim (e g) = tim [ ne g
_ : N —nlyl
= 2 lim 3¢ ¢y +1)dy
= 2(6(), oy +1)) =2¢(1) = (26(y — 1), ¢(y))
= nlgn ne "1 = 26(x —1).

(b) Dokonujemy podstawienia y = x — % = dy =dx,

Vo 11m(e_‘”x_1|,(p) = lim Oone“”"_ufp(x)dx

n—00 n—0 | _oo

= 2lim ge*”‘x*”"'(p(x)dx

n—oo J_s

= 2lim - 2 y'go(y—i— )dy

n—oo

= 2lim (5(y)f¢ <y+n>> =2lim e (1)
= 29(0) = (26(y), ¢(v))

= lim ne” ™1 = 25 (x).
n—oo

F1(x) = i [~ F)dx = — [T =1

ne™  Nn—

= ful) = nf(nx) = 20 " 6(x).

-

8ia) 33(3-20) = dd(— D) = 30— ) = Jolx— .
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(b) x6(x? —4) = Hxd(x —2) +x6(x +2)] = }[20(x —2) — 26(x +
2)] = 36(x = 2) = 8(x +2)].

() sm( x)6(x2 —4) = L[sin(mx)d(x — 2) + sin(mx)d(x +2)] =
1[sin(27)8(x — 2) 4 sin(—27)8(x +2)] = 0.

9.@) x*x0(3—2x) = Jxxd(x—3)=J(x—3)=1x-
(b) xx(x* —4) = Laxd(x —2) +x%x6(x+2)] = {(x —2+x+2) =
L.
(o) sin(mx)*6(x? —4) = %[sin(7x) x5(x — 2) + sin(7x) %5 (x +2)] =
Hsin[(x — 2)7] + sin[(x 4+ 2) 7]} = § sin(7x).

WG

10.(a) Pamietamy, ze dla funkcji prébnych ¢(x) 2520

i
"(x dx—/ e *¢' (x)dx
0

[ eyt

ol [ omar] - [e oy + [T topma]
o) [

0

(€ F)p) = —(e o)== [ e g (max
- 0Oe"(,o(x)dx] - [—go(O) —f—/ooo ex(p(x)dx]

= /_oQ exq)(x)dx—/(;ooe_xfl’(x)dx

= (el = —sgn(x)e ¥,
Uwaga: wida¢ ze skok pochodnej
ii. dystrybucyijnej (e~1*) w punkcie
x = 0o 2 jednostki w dét prowadzi
— x|\ ) (1:) ( . — x|/ ) _ ( —|x| /) do pojawienia sie w drugiej pochodnej
((6 )" ¢ ( Sgn(x)e ) ¢ sgn(x)e ¢ dystrybucji —24(x). Jest to przejaw

o0 x| ogolniejszej zasady, ze przy obliczaniu
= / sgn(x ) e @ (X ) dx pochodnej dystrybucyjnej funkgji
- nieciagtej kazdemu skokowi wartosci

. / —x funkcji o Af w punkcie xp odpowiada
- /7 o0 ex(p (x>dx T _/0 € x(p <x) dx w pochodnej pojawienie sie dystrybucji
(i) -0 5(x — xo).
= —2¢(0) + / e Wp(x)dx = (—25 +e I, go)
J —00
= (e Ky = 254

0 dla x € (—oo,—m) U (7,00)
1 dla x € (—m,m)
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((@(n2 —x%)sinx)’, (p) = - (@(n2 —x?),¢'sin x)
= —/ ¢ (x) sin xdx
= - {(p(x) sinx|” _— /_7; @(x) cosxdx}
= /_7; @(x) cos xdx

= /oo ¢(x)O(7* — x%) cos xdx

ii.

T
- (@(nz —x%) cosx, qo’) = —/ ¢’ (x) cos xdx
—T7T

- [(p(x) cosx|"_+ /jr @(x) sinxdx]

= o(n) — p(~7) - / " p(x)sin wdx

= ((5(x —71) = 8(x + ) — O(7® — x?)sinx, (p)

= (O —x*)sinx)” = S(x—m)—d(x+ 1) — O — x?)sinx.

((nfxl),g) = —(nfxl.¢) == [ (nx)g/(x)dx

- UO (In(=x))g’ (x)dx + /Ooo(lnx)go’(x)dx]

= = [nap@a - [ o+ ingwF - [~ Lpty

—o0 X
—¢ )
= tim |~ On(-)g()| % + [ ot~ (nx)pGolS + [ Lot
Poniewaz dla funkgji prébnych ¢(x) Y2E2 0 oraz po rozwinieciu

¢(¢€) na szereg Taylora i skorzystaniu z reguty de 1'Hospitale’a

lime—0[g(e) — ¢(—¢)]Ine = lim.0[p(0) + ¢'(0)e — ¢(0) —

¢'(0)(—¢)] Ine = 2¢/(0) lime_,geIne 2 0,

((Inlx])',¢) = lim [_4’(—@ Ine+ ¢(e)Ine + (/O:dX—i-/e.oodx) <p(x)}

e—0 X

_ 1 r_pl
= (Px,q)> = (In|x]|) —Px.
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12.(a)

(x6",9) = ((¢"),xp) = = (&', (x9)") = (8", 9+ x9") = (6, (¢ + x¢")')
= (6,2¢' +x¢") =2¢'(0) = (26,¢') = —(26', 9) = x8" = -26'.

(b)
(ﬂ) (

(x%0",9) = (x0",xp) = (=20, xp) =2(5,(x9)") = 2(5, ¢ + x¢')
= 2¢(0) = (26, ¢9) = x2" = 20.

(©)
(38", 9) = (x20",x9) ® (26,x9) =0 = x33" = 0.
13. Wykazemy, ze funkcja

g(ﬂiée_k’, r=a/x2+y>+12, k>0 (M)

jako dystrybucja spelnia réwnanie Helmholtza

(=V2+K)g=6(7), 7= (x,y,2).(&)

W szczeg6lnosci dla k = 0 z (#, &) mamy réwnanie Laplace’a dla

potencjalu Coulombea,
2 (1 >
\Y% ~)= —476(7).

1
= Izt

Helmbholtza. Poniewaz ¢ = g(r), do obliczenia laplasjanu w

(1) Zauwazmy, ze g(r) = ~*dlar # 0 spenia réwnanie

zmiennych sefrycznych wystarczy skorzysta¢ tylko z jego czesci
radialnej. Poniewaz dla r # 0 funkcja g = g(r) jest nieosobliwa,
otrzymujemy

2, _ 148 _ 1@y
Vg = rer(g(r))*ALmdﬂ(e )

ol oy o2 2y,
= 4Wke = (-V°+k°)g=0dlar #0.

(2) W sensie dystrybucyjnym, dla dowolnej funkgji prébnej ¢(7) €
D(R3), korzystajac z definicji pochodnej dystrybucyjnej, mamy

(V28,9) = (=128, V?9) = (3, V?9)
27 T 00
= /0 dqb/o d9/0 drrzsin9g(r)V2(p(?)
27 7T [eS) 1
- d/de'e/df—’“vz 7),
/0 ¢ ; sin ; r4nre o(7)

przy czym ostatnia catke potrdjna nalezy oczywiscie rozumiec
jako zwykla catke funkcyjna.
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(3) Zauwazmy ze w ostatniej calce funkcja podcatkowa
(471) "Lre kV2 p(7) nie ma osobliwosci przy r — 0 ( w szcze-
golnosci ¢(7) € D(R3), wiec V2¢(7) nie ma osobliwosci przy
r — 0). Stad (47) " lre V2 ¢(7) "9 0, mozna wiec napisaé

fim [ dg [ dosing [ dr-rekrv2g(r
Rgr(} ‘/0 4>./0 sm/€ TR @(7)
— 00

27 s R
lim ; d4>/0 d9sin9/ drr?g(r)V2e(7)

e—=0
— 00

(3, Vo)

Poniewaz catka objetosciowa w p.(3) jest zwykla catka funkcyjna
po objetoisci ograniczonej dwiema sferami, o promieniach € i R,
w celu jej obliczenia mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Greena:
dla dowolnych funkdji ¢(7), 17(7) klasy C»(IR?) catke objetosciowa
po objetosci V mozna zastapi¢ przez catke powierzchniowa po
powierzchni S ograniczajacej objeto$¢ V w nastepujacy sposéb,

[, o926 = w2on@) av = [[ (o015~ Gn) ) a5, (©)

gdzie % oznacza pochodna wektorowa (normalna) w kierunku
prostopadlym do powierzchni S, wyznaczanym przez wektor
jednostkowy 7i skierowany na zewnatrz powierzchni zamkniete;j.

(4) Przyjmujac w tw. Greena (V) ¢ = g, = ¢ i calkujac we
wspoirzednych sferycznych, mozemy napisac

27 7T R
lim d¢/ do sin@/ drr? g(r)V2<p(?) - Vzg(r) p(7) | =
=0 J0 J0O Je N—_——
—00 <;>k2g

tim [ (50155 ~ B )as+ ()
fim [ (s05 - Lo )as, ©

gdzie S, Sg oznaczaja sfery o srodku w poczatku ukladu
wspoirzednych i promieniach ¢, R, odpowiednio.

(5) Calka () = 0, poniewaz ¢ jest funkcja prébna o nosniku

=0.
r=R

(6) W calce (A) oszacujmy najpierw pierwsza catke. Poniewaz ¢

ograniczonym, wiec dla R — oo mamy ¢(R) =0, Z%

jest funkcja prébna klasy Co(IR?), wszelkie pochodne funk-
dg

dii

qji ¢ sa ograniczone z gory i mozna oszacowaé res
€
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d _
T(ﬁp r—e < SUp,— |7 | = A
d
ool - b 5o
< £ ke 220,
47e

(7) Druga catke w (A) rozdzielmy na dwie,

//Sdﬁ¢?ds_//s 0145 + (0 // dgds

(8) Obliczamy druga catke w (O). Pochodna normalna w kierunku
7i na powierzchni S, jest pochodna wzgledem r z minusem (po-
niewaz objetos¢ V w p.(3) to obszar ¢ < r < R, to kierunek na
zewnatrz powierzchni S, jest ku $rodkowi uktadu wspétrzed-
nych, stad minus), wiec

d d 1 d [ekr 1
@ _ 48 _ L4 () = ——e ¥ (kr+1) (o)

di dr 47t dr 7 47y

= // —e‘ks(ke +1)4me? = e *e (ke +1) =5 =99

(9) Aby oszacowa¢é pierwsza catke w () korzystamy ponownie
z faktu, ze @ jest funkcja prébna klasy Ce(IR?) 0 wszystkich
pochodnych ograniczonych, wiec (jak zobaczymy, w rozwi-
nieciu na szereg Taylora wystarczy zachowaé wyrazy liniowe
wzgledem ¢),

lo(7) — ¢(0)

| xyz €Se

~ d¢ d¢ o _
~ ’4;(0) ax x+ oy y+a— Z+.-- (P(O)’
99 99 99
< ’axH'H ayroly\ ‘a z| + O(&)
< 3max 99 99 aip e+0(e?) = Ce+0(e?) (%)
- ox |5 7=0 ay dz
Stad pierwsza catka w (O)
‘// )}ds‘ < // (F) — @(0)]dS
(0)/(* 2 2
< 47T 5e (ke +1)[Ce 4+ O(?))4me

e—0

« e M (ke+1)+0(2)eF(ke +1) =50

(widaé ze wyrazy rzedu €2 sa w powyzszym oszacowaniu nie-
istotne).
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(10) Ostatecznie z p.(6-9) wynika, ze wkiad do catki (A) w p.(4)
wnosi tylko druga catka w (O) w p.(7), obliczona w p.(8),

(@) =ty [ (50155 — o) ds = ~9(0) = (0 0).

e—0 n

(11) Z (4), biorac pod uwage wyniki (5), (10) i korzystajac z p.(3) i
(2), otrzymujemy

—(6,9) = -0
27 T R
=’ lim ; d(l)/o dGSinG/e drr? (g(r)Vz(p(?) —kzg(r)(p(7))

e—=0
—

= (g(n), V(7)) — (LKg(r)p(7))

w sensie funkcyjnym

= (Vi) 9(7) = (Kg(r), 9(7)) = (V2 = K*)g(r), ¢ (r))-

w sensie dystrybucyjnym

Poniewaz powyzsza réwnoé¢ dystrybucyjna spelniona jest dla

dowolnej funkgji prébnej ¢, otrzymujemy szukany zwiazek

dystrybucyjny

1
2 2 2 —kr
(V2= I)g(r) = =0(7), g(r) = ¥ (#) cbdo

Uwaga. Powyzsze rozwazania pozostaja w mocy, jesli w funkgji
g(r) dokonamy zamiany k — ik. Z p.(1) otrzymamy woéwczas, ze
dlar # 0 w sensie funkcyjnym g(r) = z=¢ " spelnia rownanie
(—=V?% —k?)g(r) = 0. Z kolei powtarzajac rozumowanie z p.(2-

11) tatwo pokaza¢, ze w sensie dystrybucyjnym tak zdefiniowana
funkcja g(r) spelnia rownanie (—V? — k?)g(r) = —5(7).
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C12-C13: Transformacja Fouriera: tres¢ zadan.

1. Obliczy¢ transformaty Fouriera dla funkcji

(@) f(x)=eM,
b) f(x) = =,
© f(x) =25,
@ flx) = 2.

2. Obliczy¢ dwuwymiarowe transformaty Fouriera dla funkgji

@ f(xy) =OR-1),r=

b) f(x,y) =je ™.

3. Obliczy¢ tréjwymiarowe transformaty Fouriera dla funkcji

@ fxy) =OR-1),r=

b) f(x,y) =te .

4. Obliczy¢ dystrybucyjne transformaty Fouriera dla funkcji lub

dystrybucji
@ f(x) = XZH,
(b) f(x) = cos?x,
() f(x) =xsinx,
(@ f(x) = %

V2 Y+ 22,

5. ZnaleZ¢ szczegOlne rozwiazania réwnania

@) ¢"(x) —49(x) = 6(x),
= 6(x).

(b) ¢"(x) +¢'(x) + ¢(x)

NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20 71

Przyjmujemy definicje transfor-

maty dwuwymiarowej f(k) =

g S [ dye ), 7 = (),
k= (kx ky)

Przyjmujemy definicje transfor-
maty tréjwymiarowej f(k) =

ﬁ IS dx [T dy [% dze RTF(7),
7= (xy,z), k= (kx,ky, kz)
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C12-C13: Transformacja Fouriera: wskazdwki.

1. Przyjmujemy definicje transformaty prostej f(k) = =4 [T ek f(x

W zad. (b)-(d) nalezy skorzysta¢ z lematu Jordana. Rozpatru]emy
catke zespolona §-e ¥ f(z)dz = f R ¢ F(x)dx + Jep € “ikz f(2)dz
po konturze C ztozonym z odcinka (—R, R) na osi rzeczywistej i
domykajacego pétokregu o promieniu R w gérnej lub dolnej pot-
plaszczyznie, w zaleznosci od znaku k, i przechodzimy z R — co.
Funkcja f(z) na pétokregu Cg jest bezwzglednie zbiezna do zera
przy R — oo, img o |f(Re'?)| = 0, ¢ € (0, 7r) dla Cgr w gérnej
potptaszczyznie lub ¢ € (0, —7) dla Cgr w dolnej pétplaszczyznie;
mozna to udowodni¢ jak w zad. 7(b) z serii C2: Funkcje zespolone,
otrzymujac oszacowania

1 1 2 R0
< il
z2+1‘ “pe-itre Y
z R 2 R0
< —= .
z2+1‘ Se-i<r "
Mozna wiec skorzystaé z lematu ]ordana, otrzymujac limg . || Cr e R f(2)dz =
0,skad f(k) = & [* e *f(x)dx = 5- §. e *f(z)dz. Bieguny
funkcji podcatkowej zq = —i, zp = i.

2. Wyznaczmy najpierw ogolna postac transformaty funkeji f = f(r),
r = /% + 2. Dla konkretnego wektora falowego k = (kx, ky)
przyjmujemy, ze kartezjariski uktad wspétrzednych ma o$§ Ox réow-
nolegta do wektora k. Zapisujac ¥ = (x,y) w biegunowym uktadzie
wspoélrzednych, zwiazanym z ww. ukladem kartezjariskim, mamy
7 = r(cos¢,sin¢) oraz k - 7 = kr cos ¢. Catkujac w biegunowym
uktadzie wspoétrzednych, otrzymujemy

fk) = (22)/ dx/ dye *T£(\/x2 +12)

27T .
= 7(27_[)2 ./0 dgb/o drre=kreose £ (y)

1 ~ 27 —ikr cos
= (ZT)z/o drrf(r)/o dpe=kreos¢
[ ——

=1
Aby obliczy¢ catke Ij, skorzystajmy z catkowego przedstawienia
funkgji Bessela (wzor (6.20") w skrypcie),
Jo(x) = 5= [, 2me**9d¢p = (kreska oznacza sprzezenie zespolo-
ne)

e —
L = /0 d(Peikrcoqu — 27T]0(k7’) = 27‘[]0(1{7’).

Stad ogolna postac transformaty funkgji f(r)

F®) = 5 [T e othryar
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3. Podobnie jak w zad. 2, wyznaczmy najpierw ogdlna postaé trans-

formaty funkcji f = f(r),r = \/x?+y? + z2. Dla konkret-
nego wektora falowego k= (kx, ky, k;) przyjmujemy, ze kar-
tezjariski uktad wspétrzednych ma o$ Oz réwnolegla do wek-
tora k. Zapisujac 7 = (x,1,z) w sferycznym uktadzie wspét-
rzednych, zwiazanym z ww. ukladem kartezjariskim, mamy

7 = r(sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos ) oraz k-7 = krcosé. Catkujac
w sferycznym ukladzie wspoétrzednych, otrzymujemy

~n — 1 [e0] o [e¢] o
flk) = 2y Lwdxlwdy[wdze*’k'rf(\/xz+y2—i—zz)
1 2 & : ~ 2 ,—ikrcos®
= W/O d4>/0 dQSmG/O drroe f(r)

L [® g2 0 i go—ikrcost
= W/O drrf(r)/o d6 sin fe """ 3

=1

Catke I; obliczamy przez podstawienie u = cosf = sinfdf =

—du,
Il —_ _/_1 duefikru :/1 duefikru
1 -1
1 1
= / cos(kru)du—i/ sin(kru)du
-1 -1
=0
I 1 2sin(kr)
= sm(kru)]_l_k P

Stad ogoélna posta¢ transformaty funkgji f(r
P 2 "0 .
fk) = W/O rf(r) sin(kr)dr.

4.(a) Mozna skorzystac¢ ze wzoru (x™)" = i"5(") (k) (wzér (8.37) ze
skryptu) i wyniku zad.1(c).

(b) Mozna skorzystaé ze wzoru na transformate iloczynu dwéch
funkcji (@192)" (k) = @1(k) * P2(k) (wzdr (8.12) ze skryptu
-uwaga na btad, we wzorze w skrypcie nie powinno by¢ czyn-
nika 5-), transformate funkdji sinx, (sinx)" = L[6(k—1) —
5(k + 1)], transformate funkcji przesunietej (@(x — a))" =

e~ (p(x))"(k), skad obliczamy transformate funkgji cos x,

(cosx)" (k) = (—sin(x— g))A (k) = —e~*7/2(sin x) (k)
- —e’ik”/Z%[(S(k 1) —6(k+1)]
= g [k~ 1) — 725k 4+ 1)]

1. . 1
= o[k —1) —id(k+1)] = S[o(k = 1) +6(k+1)],
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oraz ze wzoru na splot z delta przesunieta o a, T x 1) (x — a) =
T(x —a) (wzér (7.61") w skrypcie).

(c) Por. wskazéwka do pkt.(a) i (b); ponadto T+ 6" = T (wzor (7.62)
w skrypcie).

(d) Obliczenie jest do$¢ zlozone, zalecane jest zapoznanie sie z
rozwiazaniem.

5. Nalezy wykona¢ transformate Fouriera obu stron réwnania, korzy-
stajac ze wzoru na transformate pochodnej (¢")" (k) = (ik)" ¢ (k)
(wz6r (8.1) ze skryptu) sprowadzajac réwnanie rézniczkowe do
algebraicznego, wyznaczy¢ ¢(k), a nastepnie obliczy¢ ¢(x) =
| fooo eixk ¢(k)dk jako transformate odwrotna (wzor (8.8) ze skryptu).
Obliczenie transformaty odwrotnej wykonuje sie, przechodzac do
calki zespolonej i korzystajac z lematu Jordana.
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C12-C13: Transformacja Fouriera: odpowiedzi.

(@) fk) = L5y,

(b) f(k) = }eH,

(©) f(k) = —gsgn(k)e ™,

(@) f(k) = § (e emlietl).
2.(a) f(k) = 5 RJi(kR),

b) (k) = 2% = sk 7

f(k) =id' (k) + Le~Flsgn(k),
(b) f(k) = 1[6(k —2) +25(k) +6(k+2)],
£ 30" (k—1) = &' (k+1)],

5.) ¢(x) = —ze
(b) ¢(x) = G)(x)%@e_"/2 sin (@x)

NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20
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C12-C13: Transformacja Fouriera: rozwigzania.

1.(a) Rozwazmy ogolniejsza transformate f(k) = o [© e~ ¥le=k¥ gy,

a>0.
flk)y = %/ eIl cos(kx)dx—i/ e~ sin(kx)dx

] =0

Druga catka wynosi zero, poniewaz funkcja podcatkowa jest
nieparzysta. Pierwsza calke obliczamy przez czedci,

/e”x cos(kx)dx = k/ (sin(kx))

= ke *sin(kx *sin(kx)dx

)- Z/ :
_ 1 ax _: a / ax I
= e sin(kx) 4+ 2] e (cos(kx)) dx

_ L a? /
= ¢ sin(kx) + k2 ¥ cos(kx) — 2 /e * cos(kx)dx
ax

:>/e‘”‘ cos(kx)dx = I;ﬁ[ksin(kx)—i—ucos(kx)]

0 ©
=] = / e cos(kx)dx+/ e~ cos(kx)dx
0

X 0
= m[k sin(kx) + a cos(kx)]

e ¥ . 2
+ m[k sin(kx) — a cos(kx)] ,TEra
A 1 A 1 1

= f(k) = m; ﬂzlif(k):Em.

zkx

b)f :2L 00x21

—ik: 1 e—ikz . efk

resz, z+1 m;— — 1(Z+ D= = 2
—ikz —ikz k
N e e
res;, 2+1 = lim,_,;(z — 1)7(Z_i)(z+i) =Z.

i. Dla k < 0 domykamy kontur C w goérnej pétptaszczyznie,
tylko z; lezy wewnatrz C,
A 1 . e —ikz 1 k
fk) = EZmreshm = 5¢
ii. Dlak > 0 domykamy kontur C w dolnej péiptaszczyznie,
tylko z; lezy wewnatrz C, a kierunek obiegu konturu jest
zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, stad znak

minus,

. 1 ) e—ikZ 1 k
fk) = fﬂ2mreszlﬁ =3¢
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1k
2 14 dla k<0
= f(k) = 2 — ||
S &) { %e’k dla k>0 2
[ —ikx
(C) f()_27'( 0092(62+1de
—ikz . —ikz —k
reszlz—+1 =lim,_,_;(z + z)(sz)w =,
e—ikz ek

res, 2+1 = lim,_,;(z — z)(zfl)m = 5.
i. Dla k < 0 domykamy kontur C w goérnej pétptaszczyznie,
tylko z; lezy wewnatrz C,
R 1 zp—ikz i x
fk) = EZmreshzi+1 =3¢
ii. Dlak > 0 domykamy kontur C w dolnej péiptaszczyznie,
tylko zq lezy wewnatrz C, a kierunek obiegu konturu jest
zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, stad znak
minus,

R ) ze~ikz i
f(k) = —z=2mires;, a1
. fefdla k<0 i
= fey =4 2° =T o k)e ¥
J®) { ek dla k>0 -2

00 —ikx 00 k+1)
(d) f( )_271 ooexzfisxd 417T[ ,ooex2+1 ~dx +f de}/
Korzystamy z wyniku zad. (b), w ktérym trzeba dokona¢ za-
miany k — k £ 1, odpowiednio, skad

(k-1
L/“’ L g a1
4 Jooo X241 4

—i(kt1
L/‘” LR g o1
4 J_o x241 4

? I AT R AT
= fl) = (e,

2.(a) f(r)=0OR—-r)=
F(F) = % /0°° FO(R — 1) Jo (kr)dr = % /OR o (kr)dr

Korzystamy ze zwiazku rekurencyjnego

d 1 d .. <
kr]() (kr) _ E [7’]1 (k?’)] =10 (k]’) _ 14 [7’]1 (kr)] dla fuqkql Bessela (wzor (§.27) w

kd skrypcie) 4 [x'],(x)] = x"J,_1(x)
s 1 (R d = & [1Ax)] = Ay (Ax),
k) = — — kr)ldr = —RJ; (kR A = const
= ) = g [ S RO dr = SR KR).
(b) f (7’) = %e_m’ = Transformata Fouriera sprowadza sie
do transformaty Laplace’a funkcji Jo(kr)
A 1 ® 1 1 od argumentu « (por. zad. 7(a) z funkgji
f(k ) 7 / Yo (kr)dr = EW' Bessela)
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3@ f(r)=OR-7) =

fk) = or Zk/ r@(R — r) sin(kr)dr = or Zk/ rsin(kr)dr
B 2R [sin(kR)
k)2 [ R —cos(kR)}.

(b) f (1’ ) = %eﬂw = Transformata Fouriera sprowadza
(o 2 (7 2k 2 1 i e
f) = (zn)Zk/o e sin(kr)dr = o TR T GrEd R () od argment

4.(a)
o P4x—x  x(x®+1)—x x
f(x>_x2—|—1_ x24+1  x241 R
= f(k) = id (k) + ée*\klsgn(k).

(b)

(cos2 x)A (k) = (cosxcosx)"(k) = (cosx)" (k)= (cosx)"(k)
_ %[(5(k71)+5(k+1)]*%[(5(k71)+5(k+1)]
_ 31[5(k—1)*5(k—1)+25(k—1)*5(k+1)+6(k+1)*5(k+1)]
= 1160k —2) +26(k) + (k +2)].

(©

(xsinx)"(k) = #(k)* (sinx)" (k)
- ié’(k)*%[é(k—l)—é(k+1)]
_ %[5’(k—1) ~§(k+ 1)),
(d)

N
| —|
~
R
—_

>
S
—~
=
N~—
~_—
Il

<i¢ )
§(x) — 9(0) ax

= / dx+11m —————dx+¢(0) lim
[x[>1 X =0 Je<|x|<1 X e=0 Je<|x|<1l X
N —

L =0
Ostatnia catka wynosi zero, poniewaz
; N — 1 [ —ixk A oAl _ catkujemy funkcje nieparzysta na
Plonlfowaz go(x) C2n f*°° ¢ (p(k)dk, to (p(O) o (P(x =0)= przedziale symetrycznym (—1, —¢) U
2 f —o0 gD(k)dk, stad (¢,1) w ktérym funkcja podcatkowa
11 1/x nie ma osobliwosci.

L = / df—/oodk ~ivk _ 1) 0k
2 Je<|x|<1 o) e (e Jo(k)

_ %/ dkg(k) /:+/£1 dxicos(kz)_l —i |:/18+/€l dxs’inim}

J1=0 2

78
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Funkcja sin(kx) / x jest parzysta i nieosobliwa w x = 0, wobec
tego mozna przejs¢ do granicy w J, i catka bedzie skoriczona

1 .
limfzz/ xS
e—0 -1 X
Ponadto
11 © .
I :/ dx—— [ dke""p(k
! lx|>1 om )M ¢ (k)

79

J1 = 0, poniewaz cos(kx) — 1 jest
funkcja parzysta zmiennej x, 1/x jest
funkcja nieparzysta, wiec funkcja
podcatkowa (cos(kx) — 1)/x jest
nieparzysta, a przedziat catkowania
(—1,—¢) U (1) jest symetryczny i
funkcja podcatkowa nie ma w nim
osobliwosci.

= g [y [ [ [ e

K] =0 K2

Ostatecznie

/N
| —|
~
R
—_

>
s
~
=~
S~—
~_—
Il

I A A © sin(kx)
N 27 /—oo dk(P<k) /700 ax X ’

(&)

k<0 = dxsm(kx) :/ sm(kx)kdx _ /— smtdt S
—o0 X —0 kx 00 t

k>0 = S0 kx) _ / sin(kx) kdx — / smtdt .
—0 X J—o0 kx —o I

Podstawiajac ten wynik do (#) otrzymujemy

i

oo Lo {|[ o+ [ o= |

K; = 0 (jako calka niewlasciwa oblicza-
na w sensie wartosci gtéwnej) poniewaz
funkcja podcatkowa cos(kx)/x jest
nieparzysta, a przedziat catkowania
(—o00, —1) U (1, 00) jest symetryczny

i funkcja podcatkowa nie ma w nim
osobliwosci.

Ostatnia catke obliczamy, korzystajac
ze znangj catki (% 1t = 7. Uwaga.
Dokonujac zamiany zmiennych t =

kx = dt = kdx nalezy pamieta¢, ze
dla k < 0 zmieniaja sie réwniez granice
catkowania.

Vg €D ([Pi]A,(p(k)> _ —é j:o sen(k)p(k)dk = {piy = —Ssgn(k).

Transformujac obustronnie réwnanie rézniczkowe, otrzymuje-
my
1
—K2(k) — 4¢(k) = —
Pk) —49(k) = 5~
1 1
Sk) = 1
P = e a
Odwracajac transformate, otrzymujemy
pikx

1 o0
o) =—5_ ./_oo ek
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Podobna catke obliczyliSmy juz w zad.1(b). Dokonujac podsta-
wienia k = 2« i korzystajac z faktu, Ze funkcja 1/ (x> + 1) jest
rzeczywista, uzyskujemy (kreska oznacza sprzezenie zespolone)

11 [ e i29%  zadap) 11 x| 1 o
00) = —5nr ] L Saprin T g =g

(b) Transformujac obustronnie réwnanie rézniczkowe, otrzymuje-
my
1
— 25 il ) —_
k=g(k) + ikg (k) + p(k) = 5,
oy 1 1
A

1 eixz

Rozpatrujemy funkcje zespolona f(z) = —5; 75— Bieguny
rzedu pierwszego:
V3 i V3 i
ATty T Ty
7 1™ 1 (3
res,—;, f(z) = T 2\/57_[6
11 (3
res,—., f(z) = T 2\@716

(i) Dla x > 0 rozpatrujemy catke zespolona ¢ f(z)dz po krzy-
wej zamknietej, sktadajacej sie z odcinka (—R,R), R — oo,
i domykajacego pétokregu Cr w gornej pétptaszczyznie.
Oba bieguny z1, zo zawarte sa wewnatrz krzywej C, na mocy

lematu Jordana [ f(z)dz B2 0, wiec dla R — oo

1 o eixk 1 eixz
Y A .
9(x) ZNLmkz—ik—l 2n}€:zz—iz—12
= 27i(res;—z, f(z) + res;—z, f(z))

i o lVBX/2 _ =iVBx/2
= ——e 22i

V3 2i
= ie_"/2 sin ﬁx .
V3 2

(ii.) Dla x < 0 domykamy kontur w dolnej pétptaszczyznie.

Poniewaz wewnatrz konturu f(z) nie ma biegunéw, ¢(x) =
$c f(z)dz = 0.

Ostatecznie

8o
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C14: Szeregi Fouriera

C14: Szeregi Fouriera: tres¢ zadan.

1. Napisaé wyktadniczy i trygonometryczny szereg Fouriera dla
funkcji okresowych

(a) f(x) =sin’x,
(b) f(x)=1dlax e (0,1), f(x) =0dlax € (1,2),
(© f(x)=x*>dlaxe (-1,1).
2. Rozwina¢ w (wyktadniczy i trygonometryczny) szereg Fouriera
dystrybucje
(@) f(¥) = Eh—od(x —2m 1),
(b) f(x) = K wolo(x—4m —1) = 6(x — 4m — 2)),
() f(x)=4(sinx).

3. Napisa¢ skoniczony szereg Fouriera A, dla ciagu A, = 81, + 2.,
nv=012,...N—1.
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C14: Szeregi Fouriera: wskazowki.

1.(a) f(x) = sin®x, okres periodycznosci L = 27; przyjmujemy
przedziat catkowania x € (—m, ) i korzystamy z faktu, ze
f(x) jest funkcja nieparzysta oraz ze ["_e"¥dx = 276, (catka
funkcji okresowej po okresie, z wyjatkiem przypadkun = 0
gdzie mamy catke z funkdji statej).

(c) Korzystamy z faktu, ze f(x) jest parzysta.

2.(a) Okres L = 2, przyjmujemy przedziat catkowania x € (0,1).
(b) Okres L = 4. Zauwazmy, ze f(x) = f(x) — f(x — 1), gdzie
f(x) = Yo o 0(x — 4m — 1). Dla funkdji lub dystrybucji
przesunietej T, = T(x — a) o okresie L wspoétczynniki Fouriera

spetniaja relacje

a+L .
= %/ T(x —a)e 2™/ Dy =|| y = x —a, dy = dx ||=
14

e—i27‘m(a/L) 1 wrl-a

T T(y)e—iZHn(y/L)dy _ e—i27‘m(a/L)C£lT)

poniewaz warto$¢ ostatniej catki dla funkgji lub dystrybucji
okresowej o okresie L jest taka sama dla dowolnego przedziatu
o dtugosci L.

(c) Korzystamy ze wzoru na ztozenie delty Diraca z funkcja f(x)
(wzbr (7.69) w skrypcie), f(x) = d(sinx) = Y ;o mé(x -
mm) = Yo 6(x —mm). Okres L = 71, wybieramy przedziat
catkowania x € (—7mt/2,7/2).

3. Dla skoniczonego szeregu Fouriera A,, n = 0,1,2...N -1
o dtugosci N wspotczynnik Fouriera definiujemy jako A, =
N1 ZnNz_Ol Ape~2mivn/N 4, —01,2,...N—1 (wzor (9.24) w skryp-
cie). Stad A, = Zy:_ol A, e2mmv/N (w76r (9.25) w skrypcie).

82
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C14: Szeregi Fouriera: odpowiedzi.

1.(a) = 1(3sinx —sin3x),

b) f(x)=21—L52  hqpe@Dm =
12y Losin[(2 +1)7x],

(© f(x)= % + % Yo % cos(nmx).
2.(a) f(x) = % +Y7 1 (—=1)" cos(nmx),

(b) f(x) = § L ol(—i)" = (=1)"]einm/2 =
Lim=0 {%cos [(2m +1)Zx] + 5% sin [(2m + 1) Zx] — cos[(2m + 1) 7x] },

© f()=L+253 o cos(2nx).

3. Ap = %211/\1:—01 {62ni(n—1)1//l\l +62m'(n—2)v/N]




C1g4:

1.(a)

(b)
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Szeregi Fouriera: rozwigzania.

Wspétczynniki Fouriera

1 ™ .. i [T .
C7(1f) _ / e~ gin3 ydx — _7/ sin® x sin nxdx
2w J_n 21t J-n
3

i b eix _ efix einx _ efinx
- L d
2 /w < 2i ) 2
_ /” [ei(n+3)x _ 3pi(n )y | gpi(n—1)x _ 4i(n-3)x
—7T

7e—i(n—3)x + Se—i(n—l)x _ 3e—i(n+1)x + e—i(n+3)x} dx

i

= —1gl0n-3 =301+ 30n1 = 0u3 = dug +30u1 = 30,1+ 8,3
i

- _é[én,—:% — 304,14+ 364,1 — On )

Szereg Fouriera

[0 9)

f(x) _ Z C p2min(x/2m) _ _é Z [571,73 — 36,1+ 36,1 — (sn/3]einx
n=—oo n=-oo0
— _é( 713x 367”(—0—36“ 13x>
i eix _ efix ei3x —e i3x 1
= —2‘— — — —
g <3 5 % ) 4(3 sin x — sin 3x).

Wspétczynniki Fouriera

11 P
n#0 = cg,f)zi/o e‘”m’(alx:—z;;r e i = —

1
n=0 = c(()f):%/ dx:%
0

Widag, ze oprocz ¢ wspdlczynniki z n parzystym sa réwne
zeru, wiec wykladniczy szereg Fouriera

R T R = N S To Ny p
fo=3 n,:gozz“e

Trygonometryczny szereg Fouriera uzyskujemy albo bezposred-
nio obliczajac wspoétczynniki Fouriera ze wzoréw (9.23a-9.23c¢)
w skrypcie, albo przeksztalcajac powyzszy wynik,

1 iy 2+ o 1 ia)ax
f&) = 3 nlz arit b
1 i > 1
- - _‘|_ i(214-1)rx P21+ 1)
2 71[ Lot +221+1 ]
1 2& 1 .
= 5t ) pT sin[(2] + 1) 7x].

Il
o
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Wspétczynniki Fouriera

(f) 1t 2 ,—inmx 11 2

n#0 = ¢y :f/ x“e dx:f/ x“ cos(nrmx)dx

2/ 2/

_ (2= (nmx) + 22N\ (nmx) l
=5 |z, cos(nmx A ) sin(nmx

-1

2
= 22 cos(nm) = nznz(—l)”,
1
n=0 = c((]f> %/ xzdx:%.
-1

Szereg Fouriera w postaci wykladniczej i trygonometrycznej,

1 2 (_1)71 . 1 4 & (_1)11 einnx_i_efinrrx
U R S T R Ve B
n#0 n=1
1 4 & (-1
= -+ ) cos(nmx).
3 m = n?
Wspétczynniki Fouriera

(f)71/2 _ —inmx 71—inn71_ n
&' =5 0(5(x 1)e dx—ze —2( 1)

Szereg Fouriera wyktadniczy i trygonometryczny

0 ) 1 o pinmx +e—in7‘[x
_1\pinmx — —1)"
Y (-1 = S T (1)

n=

flx) =

|
3
Il
—_

+ ) (—1)"cos(nmx).

NI~ N~
hgk

Il
_

n
Korzystajac ze wskazéwki, dla dystrybugji f(x), wybierajac

przedziat catkowania x € (0,4) mamy

(f) _ 1/4 vminmx/2g L inmyp  (Z1)"
Cri 1 ), d(x—1)e dx 1° 1
a dla dystrybudji f; = f(x — 1)
f i F 1 _; -1)"
C,Sfl) —e 1n7r/2C$lf) — 16 inmw _ ( 4) )
Wykladniczy szereg Fouriera

{(_i)n _ (_1)n]ein7rx/2

‘\Mg

Poniewaz (fl)_” = (=", (=i)" = (=1)M", (i)™ =
(=1)~" ll,, E:;” , trygonometryczny szereg Fouriera przyjmuje
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dos¢ skomplikowana posta¢ = (—1)~"(—1)"i" =i",

agk

f(x) — {[(_1)nin _ (_1)n]einnx/2 + [in _ (_1)n]efin7rx/2}

3
Il
-

in[(_l)neinnx/Z +e—innx/2] _ (_1)n(einnx/2 _|_e—in7rx/2)

[7e

1
4

[7e

n=1

3
Il
—_

1-21 [(_1)216i217tx/2 + efi2l7'[x/2]

agh

Il
_

21+1 [(_1)21+lei(21+1)7rx/2 + efi(21+1)7rx/2}

(agk

i
o

(_1)21 (eiZImc/Z + efiZInx/Z)

[7e

Il
—_

(_1)2l+1 [ei(Zl—‘rl)nx/Z + e—i(21+1)7rx/2]

agh

Il
o

(—=1)" cos(Imx) +

agk
N[~
agk

I
o

(—1)'sin [ (21 + 1)%4

I
=

1

1& s
cos(lmx) + 3 l;:)cos [(21 + 1)54

LI N N L Ny [ S Y = Sy S G N S N

agk

I
—

|
agk

{; cos [(Zm + 1);4 + (—21)’” sin {(Zm + 1);4 — cos[(2m + 1)7rx]} .

3
I
<)

(c) Wspdlczynniki Fouriera

/2 .
c,([) = l/ 5(x)e*2’”xdx = l
7T J—7/2 T

Szereg Fouriera wykltadniczy i trygonometryczny

1 00 . 1 2 &® eZinx_i_efzmx
fo) = o L =gt L
1 2 X
= —+= 2nx).
p + p n;oocos( nx)
N-1

Av — N—l Z (51,71 +52’n)e—2m’vn/l\] — N—l(e—2m’v/N +e—47‘(iv/N),
0

n=

stad i ze wskazoéwki wynik.
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Notacje i oznaczenia

Zbiory i liczby

@ Zbidr liczb naturalnych oznaczamy przez IN.
Zbiér liczb catkowitych oznaczamy przez Z.
Zbiér liczb rzeczywistych oznaczamy przez RR.

Zbiér dodatnich liczb rzeczywistych oznaczamy przez R..

* & o o

Zbiér liczb zespolonych oznaczamy przez C, przy czym

ze€C = z=(x,y) =x+1iy, gdziex,y € R.

€ Wz6r Eulera umozliwia przejscie od trygonometrycznej do wy-
ktadniczej reprezentacji liczb zespolonych

etV = ¢¥ [cos(y) + isin(y)].

Funkcje specjalne
# Funkca gamma Eulera I'(z) = [~ ##~ e~ dt.

¢ Funkcja beta Eulera (x, y) = fol P — 1)yt

Transformaty
# Transformata Laplace’a f(s) = f0°° e SLf(t)dt.

¢ Odwrotna transformata Laplace’a ???

Oryginat Transformata Laplace’a
h(t) = f(t —a) h(s) = e f(s)
h(t) = f'(1) h(s) = sf(s) — f(0)
h(t) = f"(t) | h(s) =s*f(s) —sf(0) — f'(0)

Przyjmujemy, ze 0 € IN.

Analogicznie dla ujemnych R_.
Mowimy, ze x jest czeScia rzeczywista

z,a Yy jej czedcia zespolona i zapisujemy
x = Re(z) oraz y = Jm(z).

Uwazany za najpiekniejszy wzér
Matematyki: '? = cos(¢) + isin(g).

Wysokosc tabeli do poprawy



NOTATKI Z CWICZEN Z MMF 19/20 88

Wprowadzenie do srodowiska Wolfram Mathematica

Ponizej zamieszczamy krétkie wprowadzenie do srodowiska Wol-
fram Mathematica, ktére czesto moze by¢é pomocnym narzedziem
podczas zmagan z zadaniami z metod matematycznych fizyki.

Podstawowa jednostka sktadni w §rodowisku Mathematica jest
komérka. Komorki moga przyjmowac kilka typow, ale dwa najwaz-
niejsze z nich to In[], czyli wprowadzany przez uztkownika skrypt
oraz Out[], czyli wynik dziatania In[]. Aby wykona¢ komoérke, w
ktérej aktualnie znajduje sie kursor nalezy wcisnaé [Shift]+[Enter]
lub prawy [Enter].

Nazwy wbudowanych funkcji w jezyku Wolfram zawsze zaczynaja
sie wielka litera wedlug wzoru

NazwaFunkcji[argl, arg2, ...]

gdzie argumenty funkcji przekazywane sa w kwadratowych nawia-
sach []. Najwazniejszym sposobem poznawania funkcjonalnosci
Mathematiki jest jej bogata pomoc. Jest to takze podstawowe narze-
dzie pracy w tym $rodowisku. Pomoc wywotluje sie klawiszem [F1]
wewnatrz aktywnego notatnika, lub, nawet bez aktywnej aplikacji,
mozna sprawdzic jej internetowa wersje.

Jako ¢wiczenie wprowadzajace do srodowiska Wolfram Mathema-
tica proponujemy sprawdzi¢ w dokumentacji do czego moga stuzy¢
nastepujace funkcje

€ Plot[] € Integrate[], ¢ Solvel],

€ Manipulatel], ¢ Table[], € Graphics[],

® D[], & ListPlot[], & Simplify[].

Zwracamy uwage, ze kazda pojawiajaca
sie w tekécie nazwa mathematicznej
funkcji (np. D[1) jest hipertaczem, po
kliknieciu w ktére mozna przeczytac
dokumentacje tej funkgcji na stronie
reference.wolfram.com/language/
Komorki wyréznione sa wewnatrz
notatnika ramka po prawej stronie.

Zauwazmy, ze te nazwy dos$¢ dokladnie
precyzuja co dana funkcja robi, np.
Series[] rozwija w szereg, a Solve[]
rozwiazuje réwnania. Podstawowa
znajomos$¢ jezyka angielskiego pozwala
zatem na do$¢ doktadne przewidywa-
nie nazwy funkgji, ktérej funkcjonalnosé¢
chcieliby$my uzyska¢.

Zauwazmy, ze te nazwy do$¢ doktadnie
precyzuja co dana funkgja robi, np.
Series[] rozwija w szereg, a Solve[]
rozwiazuje réwnania. Podstawowa
znajomo$¢ jezyka angielskiego pozwala
zatem na doé¢ doktadne przewidywa-
nie nazwy funkgji, ktérej funkcjonalnosé¢
chcieliby$my uzyskaé.

Dostepna, przypomnijmy, pod adresem
reference.wolfram.com/language/

Zwracamy uwage na bogactwo przykla-
déw dostepnych w plikach pomocy.


http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/
http://reference.wolfram.com/language/ref/In.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Out.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/In.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Series.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Series.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graphics.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Simplify.html
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Przybornik mathematiczny

Ponizej prezentujemy najwazniejsze komendy srodowiska Wolfram
Mathematica, ktére moga by¢ pomoce przy realizacji zadan. Kazda z
funkgji krétko komentujemy i ilustrujemy przykladem

¢ fun
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PW, 2014.
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