Zajecia lll : Ergodycznosé

Zad. 1(Zastosowanie Tw. Birkhoffa)

Oczywistym jest, ze obrot na okregu zachowuje miare lebesgue' a.
Co wiecej z zaje¢ | mozemy wnioskowac, ze obrdt o kat niewspotmierny do rtjest przeksztatceniem
ergodycznym.
I. definujemy funkcje zwracajacg orbite dtugosci n startujaca z punktu xe €
(0, 2t) wfunkcjiobrotuokat ¢.

orbitaobrotu[x0_, ¢_, n_] := NestList[N[Mod[# + ¢, 2Pi]] &, x0, n-1]
Losujemy jeszcze przyktadowe warosci xp oraz ¢ :

x0 = RandomReal[{@, 2Pi}];
¢ = RandomReal[ {0, 2Pi}];

. Za pomoca funkcji Map[] bedziemy stosowac zadana funcje do kazdej wspétrzednej wygenerowanej
orbity.:

Przyktadowo :

Map[ Cos, orbitaobrotu[x0, ¢, 5]]

{0.388754, 0.697502, -0.931495, 0.0273125, 0.910243}

Zapisujemy funkcje wyliczajaca sumy z twierdzenia Birkhoffa pomnozone przez A ([0,2 r1]) =2 7T
aproksymacja[fun_, x0_, ¢_, n_] := 2Pi Total[Map[fun, orbitaobrotu[x@, ¢, n]]] /n

Il Obliczamy zadane catki

a) [>7'sin(x) dx

Warto$¢é doktadna

Integrate[Sin[x], {x, 0, 2Pi}]
0

wartosci przyblizone



Table[a = aproksymacja[Sin, x0, ¢, 10°i];
"Dla n=" <> ToString[Superscript[10, ToString[i]], StandardForm] <>
" wartos¢ przyblizona to: " <> ToString[a, TraditionalForm] <>
" btad bezwzgledny wynosi:" <> ToString[N[Abs[a]], TraditionalForm], {i, @, 4}]
{Dla n=10° wartoé¢ przyblizona to: 5.78896 btad bezwzgledny wynosi:5.78896,
Dla n=10' warto$¢ przyblizona to: 0.30849 blad bezwzgledny wynosi:@.30849,
Dla n=10? wartoé¢ przyblizona to: ©.0583333 blad bezwzgledny wynosi:0.0583333,
Dla n=10° wartoé¢ przyblizona to: 0.00192336 btad bezwzgledny wynosi:0.00192336,
Dla n=10* wartos$¢ przyblizona to: 1.16581x 10 ° btad bezwzgledny wynosi:1.16581 x 10 °}

a) [27cos®(x)dx

f2[x_] := (Cos[x])~2
Warto$¢ doktadna

N[Integrate[f2[x], {x, 0, 2Pi}]]
3.14159

wartosci przyblizone

Table[a = aproksymacja[f2, x0, ¢, 1071i];
"Dla n=" <> ToString[Superscript[10, ToString[i]], StandardForm] <>
" wartos¢ przyblizona to: " <> ToString[a, TraditionalForm] <>
" btad bezwzgledny wynosi:" <> ToString[N[Abs[a - Pi]], TraditionalForm], {i, @, 4}]
{Dla n=10° wartos$¢ przyblizona to: ©.949578 btad bezwzgledny wynosi:2.19201,
Dla n=10' wartos$¢ przybliZona to: 2.89721 btad bezwzgledny wynosi:@.244379,
Dla n=10° warto$¢ przyblizona to: 3.12944 btad bezwzgledny wynosi:0.0121491,
Dla n=10° warto$¢ przyblizona to: 3.13988 btad bezwzgledny wynosi:0.0017169,
Dla n=10* wartos$¢ przyblizona to: 3.14159 btad bezwzgledny wynosi:4.95409 x 10"}



Zad. Il (Przyktady tancuchow Markowa)

a) tancuch nieokresowy:

al = {{w, 1, ©, ®, x},

{1, ©, 0.5, @, ®©},

{0, ®, ©, ©, 1},

{0, ©, 0.5, o, x},

{0, ©, ©, 1, ©}};
WeightedAdjacencyGraph[Table[v;, {i, 5}], Transpose[al],
VertexLabels - "Name", EdgeLabels - "EdgeWeight", ImagePadding - 10]
"Macierz Przejscia w jednym kroku:" MatrixForm[al /. {o - 0} ]

Vg

i V2 V3
_— —a

Ow__ . 0= -

Vs

01 0 0 9o

1 06 0.5 0 0

Macierz Przejscia w jednym kroku: |9 @ © 0 1

0 0 0.5 0 0

00 0 10

Okresy standw :
o(1) =NWD ({0,2,4,6,...}) =2 - stan o okresie 2,

0(2) =NWD ({0,2,4,6,...}) =2 - stan o okresie 2,
o(3) =NWD ({3,6,9,...}) =3 - stan o okresie 3,
o(4) =NWD ({3,6,9,...}) =3 - stan o okresie 3,
o(5) =NWD ({3,6,9,...}) =3 - stan o okresie 3.



b) tancuch nieprzewiedlny (wszystkie stany sie komunikuja):

a2 = {{w, 0.5, ©, ©, ©},

{1, ©, 0.5, @, ®©},

{0, 0.5, ©, o, 1},

{0, @, 0.5, ®, x},

{0, ©, ©, 1, ©}};
WeightedAdjacencyGraph[Table[v;, {i, 5}], Transpose[a2],

VertexLabels - "Name", EdgeLabels - "EdgeWeight", ImagePadding - 10]

"Macierz Przejscia w jednym kroku:" MatrixForm[a2 /. {o - 0} ]

(@]
© 0.5 0 0 0o
1 © 0.5 0 0
Macierz Przejscia w jednym kroku: | @ 8.5 © 0 1
0 0 0.50 0
0 0o o 1 0

Okresy standw :
o(1) =NWD ({0,2,4,6,7,...}) = 1 - stan nieokresowy,

Z Twierdzenia: W nieprzewiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam okres.
Wiemy, ze kazdy punkt jest nieokresowy i 0(1)=0(2)=0(3)=0(4)=0(5)=1. Stad tancuch jest nieokresowy.

c) tancuch ergodyczny:

Na mocy twierdzenia : Kazdy nieokresowy i nieprzewiedlny tancuch Markowa jest ergodyczny mozemy
uzy¢ przyktadu b).



a3 = {{wo, 0.5, ©, ®, o},

{1, , 0.5, @, »©},

{0, 0.5, ©, o, 1},

{0, @, 0.5, ®, x},

{0, ©, ©, 1, ©}};
WeightedAdjacencyGraph[Table[v;, {i, 5}], Transpose[a3],
VertexLabels - "Name", EdgeLabels - "EdgeWeight", ImagePadding - 10]
"Macierz Przejscia w jednym kroku:" MatrixForm[a3 /. {o - 0} ]

(@]
© 0.5 0 0 0o
1 © 0.5 0 0
Macierz Przejscia w jednym kroku: | @ .5 © 0 1
0 0 0.50 0
0 0o o 1 0

Zad. lll (Szukanie rozktadow stacjonarnych)

a) Wykorzystujgc wtasnosci macierzy przejscia (nie wazne czy tancuch jest
ergodyczny).

Rozktad stacjonany (w tym przypadku ergodyczny) mozemy znalezé wykorzystujac fakt, ze jest on
wektorem wtasnym dla wartosci wtasnej rownej 1.

Eigensystem[a3 /. {o - 0}]

{{1., -0.790018, -0.395706 + 8.622637 i, -0.395706 - 0.622637 i, 0.581429},
{{-0.301511, -0.603023, -0.603023, -0.301511, -0.301511},
(-0.5, 0.790018, - 0.248256, 0.157121, -0.198882}, {0.146995 - 0.0990756 i,
0.00704276 + 0.261459 i, -0.625151 + 0. i, 0.227259 + ©.357589 i, ©.243855 - ©.519972 i},
{0.146995 + 0.0990756 i, 0.00704276 - ©.261459 i, -0.625151 + 0. i, 0.227259 - ©.357589 i,
©.243855 + 0.519972 1}, {0.5, 0.581429, - 0.32388, -0.278521, -0.479028} } }

Jest tylko jedna wartos$¢ wtasna réwna 1 stad rozkad stacjonarny jest jednoznaczny.
wektor wtasny dla tej wartosci wtasnej to :

Re[Eigensystem[a3 /. {0 > ©}]1[[2]1]1[[1]1]]
{-0.301511, -0.603023, -0.603023, -0.301511, -0.301511}

Stad mamy nastepujacy rozktad stacjonarny :



rozkladstacjonarny3 = Re[Eigensystem[a3 /. {0 > 0}][[2]1][[1]1]] /
Total[Re[Eigensystem[a3 /. {0 > @}][[2]]1[[1]1]]]

{0.142857, 0.285714, 0.285714, 0.142857, 0.142857}

Sprawdzenie:

aa3 =a3 /. {0 0};
aa3.rozkladstacjonarny3 == rozkladstacjonarny3

True

b) Dla procesow ergodycznych mozemy uzyskad rozktad stacjonarny poprzez
iteracje macierzy przejscia.

MatrixPower[aa3, 1] // MatrixForm
MatrixPower[aa3, 10] // MatrixForm
MatrixPower[aa3, 100] // MatrixForm
MatrixPower[aa3, 1000] // MatrixForm

0. 0.5 0. 0. 0.

1. 0. 0.5 0. 0.

0. 0.5 0. 0. 1

0. 0. 0.5 0. o.

0. 0. o. 1. o.

0.189453 0.105469 0.157227 0©.167969 0.117188
0.210938 0.34668 0.273438 0.234375 0.314453
0.314453 0.273438 0.266602 0.292969 0.3125

0.117188 ©0.157227 0.15625 0.109375 0.146484
0.167969 0.117188 0.146484 ©.195313 0.109375
0.142857 0.142857 0.142857 0.142857 0.142857
0.285714 0.285714 0.285714 0.285714 0.285714
0.285714 0.285714 0.285714 0.285714 0.285714
0.142857 0.142857 ©0.142857 0.142857 0.142857
0.142857 0.142857 0.142857 0.142857 0.142857
0.142857 ©0.142857 0.142857 0.142857 0.142857
0.285714 0.285714 0.285714 0.285714 0.285714
0.285714 0.285714 0.285714 0.285714 0.285714
0.142857 ©.142857 0.142857 0.142857 0.142857
0.142857 0.142857 0.142857 0.142857 0.142857

Macierz przejscia "ustabilizowata sie" dla dostatecznie duzej iteracji stad wnioskujemy, ze rozktad
ergodyczny dany jest przez

rozkladergodyczny3 = MatrixPower[aa3, 1000] [[ ;; , 1]]
{0.142857, 0.285714, 0.285714, 0.142857, 0.142857}

Sprawdzenie Ergodycznosci:
1) Czy sumuje sie do jednosci :

Total[rozkladergodyczny3]
1.



2) Czy wszystkie elementy rozkladu stacjonarnego sa dodatnie

Positive[rozkladergodyczny3] == ConstantArray[True, Length[rozkladergodyczny3]]

True

3) Czy jest to wektor wlasny dla wartosci wtasnej rownej 1
aa3.rozkladergodyczny3 == rozkladergodyczny3

True

Dodatkowo widzimy, ze wektor uzyskany w ten sposdb jest rowny uzyskanemu w podpunkcie a)

rozkladergodyczny3 == rozkladstacjonarny3

True



Ciekawostka do zadania lll - automatyzacja znajdujgca wszystkie rozktady
stacjonarne dla zadanej macierzy przejscia.

automatyzacja[m_] :=
{
poml = Eigensystem[m];
zero = ConstantArray[0, Length[poml[[1]]]1];
(» pom2 to juz wtasciwie jest wynik,
jesgo celem jest zwrdécenie listy wektordéw wtasnych dla wartosci wtasnych 1
(moie by¢ ich wiecej niz jedna jezeli nie bedzie to %ancuch ergodyczny =x)
pom2 = Nest[
{

#[[1]1]1+1,
If[
Element[poml[[1]1][[#[[1]1]]1], Reals],
If[
Round[poml[[1]1][[#[[1]]]1], ©.0001] == 1,
Append[#[[2]]1, pom1[[2]][[#[[11]11],
#[[2]]
1,
#[[2]]
]
} &,
{1, {}},
Length[pom1[[1]]]
1002115
(» Ten Table[] ponizej jest po to aby pozbyc¢ sie
wartosci 0.1 w wektorach wtasnych dodatkowo od razu je normujemy =x)
pom3 = Table |
If[Im[pom2[[k]]] == zero,
Re[pom2[ [k]]] /Total [Re[pom2[[k]]]1], "wetor wtasny byt zespolony ! !“] B
{k, 1, Length[pom2]}
B
(» CzesS¢ ponizej stuzy do tadnego wyswietlania wyniku =)
"tancuch Markowa dany macierzg przejscia " <>
ToString[MatrixForm[m] , StandardForm] <>

posiada " <> ToString[Length[pom3]] <> If[Length[pom3] == 1, " rozktad stacjonarny: ",
If[Length[pom3] < 5, " rozktady stacjonarne: ", " rozktadéw stacjonarnych: "]]
<>"

" <>Table[ToString[i] <> ". " <> ToString[pom3[[i]]] <> If[i == Length[pom3], ".", ",

"1, {i, 1, Length[pom3]}]

}rI1n
Przyktady :

1. Macierz przejscia ta samo co wcze$niej dla tancucha ergodycznego:



automatyzacja[a3 /. {o - 0}]

© 6.5 © ©0 0o
1 © 0.5 0 0
tancuch Markowa dany macierza przejscia |e ©.5 © 0 1
0 0 0.5 0 0
0 © 0 1 0

posiada 1 rozktad stacjonarny:
1. {0.142857, ©.285714, ©.285714, ©.142857, 0.142857}.

2. Macierz przejscia dla tancucha nieergodycznego:

a7 = {{0.2, 0.5, 0.4, 0, 0.3, 0, 0},
{0.8,0.5,0.1, 0.2, 0, 1, 0},
{0, 0,0.2, 0.4, 0.2, 0, 0},
{0, 0, 3, 0.4, 0.3, 0, 0},
{0,90,0,0,0.2, 0, 0},
{0,0,0,0,0,0, 0},
{0,0,0,0,0,0,1}};

automatyzacja[a7]

0.2 0.5 0.4 © 0.3 0 0
0.8 0.5 0.1 0.2 © 1 0
0 O 0.2 0.4 0.2 0 ©
tancuch Markowa dany macierza przejscia 0 0 3 0.4 0.3 0 0
0 0 0 0 0.2 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 01

posiada 2 rozktady stacjonarne:
1. {0.384615, ©.615385, 0., 0., 0., 0., 0.},
2. {0., 0., 0., 0., 0., 0., 1.}.

automatyzacja[IdentityMatrix[4]]

1000

. . L 0100
tancuch Markowa dany macierza przejscia 0010
0 0 0 1

posiada 4 rozktady stacjonarne:
1. {0, 0, 0, 1},
2. {0, 0, 1, 0},
3. {0, 1, 0, 0},
4. {1, 0, 0, 0}.

Zad. IV (teoretyczny szczur w teoretycznym labiryncie)

Zapisujemy macierz przejscia (w konwencji podanej na zajeciach) dla szczura:
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p={{e,1/3,0,1/3,0,0,0,0,0},
{1/2,0,0,0,1/4,0,0,0,0},
{e,1/3,1,0,0,1/3, 0,0, 0},
{1/2,0,0,0,1/4,0,0,0,0},
{e,1/3,0,1/3,0,1/3,0,1/3, 0},
{e,0,0,0,1/4,0,0,0,1/2},
{e,0,0,1/3,0,0,1,1/3, 0},
{e,0,0,0,1/4,0,0,0,1/2},
{e,0,0,0,0,1/3,0,1/3,0}};

Sprawdzenie
Total[p]

{1,1,1,1,1,1,1, 1, 1}

MatrixForm[p]

o Lol oooo o
3 3
Ll o900 L0000
2 4
0 1100 2000
3 3
1l 900 L0000
2 4
0 Lol g lgloy
3 3 3 3
o 000 o000l
4 2
00 oe1lo
3 3
o000 o000l
4 2
o o000 Lo lo

Szukamy prawdopodobienstw osiagniecia stanéw pochtaniajacych:

Zauwazamy, ze z symetrii labiryntu prawdopodobnieristwa osiaggniecia sera i kota sa réwne (1/2) dla
komnat:1,5,6

startujac z komnaty 2 mamy 3 mozliwosci z takim samym prawdopodobienstwem 1/3 ze trafimy do
kota, 1/3 - trafimy do 1i 1/3 - trafimy do 5. a zkomnaty 1 i 5 prawdopodobienstwo ze trafimy do kota to
1/2 dla kazdej z nich. reasumujac prawdopodobienstwo, ze trafimy do kota z komnaty 2 jest réwne
1/3+1/3*1/2+1/3*1/2=2/3.

Zbiorcze wyniki prezentujemy na diagramie ponizej:



GraphicsGrid[ { {Style["kot: 1/2

ser: 1/2", 24], Style["kot: 2/3

ser: 1/3", 24], Style["kot: 1

ser: 0", 241}, {Style["kot: 1/3

ser: 2/3", 24], Style["kot: 1/2

ser: 1/2", 24], Style["kot: 2/3

ser: 1/3", 241}, {Style["kot: ©

ser: 1", 24], Style["kot: 1/3

ser: 2/3", 24], Style["kot: 1/2

ser: 1/2", 24]}}, Frame - All, ImageSize - 500]

kot: 1/2 kot: 2/3 kot: 1
ser: 1/2 ser: 1/3 ser: 0
kot: 1/3 kot: 1/2 kot: 2/3
ser: 2/3 ser: 1/2 ser: 1/3
kot: O kot: 1/3 kot: 1/2
ser: 1 ser: 2/3 ser: 1/2

Zad. V (symulacja szczura)

Losowanie poczatkowej komnaty (zakladamy, ze szczur moze miec szzescie i wylagdowac od razu z
serem albo w kocie)

funkcja bladzenie[n] zwraca jedna z mozliwych komnat do ktérej moze udac sie szczur bedacy w
komnacie n

bladzenie[n_] := RandomChoice[Transpose[p] [[n]] - Range[9]]
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Funkcja symszczur[n] symuluje ruch szczura po labiryncie (szczur startuje w pokoju n).

symszcur[n_] := NestWhile[bladzenie[#] &, n, UnsameQ, 2]

sprawdzenie:

Table[symszcur[5], 10]

(7,7,7,3,7,3,3, 7,3, 3}

Funkcja symulacja zwraca prawdopodobienstwo dojscia przez szczura do sera. Na probe wpuszczamy
do labiryntu k szcuréw startujacych z sali n.

symulacja[n_, k_] := Total[Table[If[symszcur[n] =7, 1, 0], {i, 1, k}]] /k

Sprawdzamy prawdopodobienstwo dojscia do sera z punktu n przy ilosci sprawdzen k=10000

N[symulacja[9, 10000] ]
N[symulacja[3, 10000] ]
N[symulacja[7, 10000] ]

0.4952
Q.

1.

Wyniki zbiorcze dla roznych komnat : (k - ilosc szcuréw)

zbiorcze[k_] := GraphicsGrid[
{
Table[Style[N[symulacja[i, k]], 321, {i, 1, 3}],
Table[Style[N[symulacja[i, k]], 32], {i, 4, 6}1,
Table[Style[N[symulacja[i, k]], 32], {i, 7, 9}]
}, Frame - All, ImageSize - 500]

Prawdopodobienstwo dojscia do sera z réznych komnat :



zbiorcze [2000]

0.5045 0.345 0.

0.6695 0.5015 0.3245

1. 0.6635 0.4935

Zad. VI (Dodatkowe)

Gestos¢ niezmiennicza dla rodziny logistycznej z parametrem X = 4 :

1

h(x)=——
TAX (1-X)

a) Doktadna wartos¢ oczekiwana dana przez tg miare :

N[Integrate[Sqrt[x] * 1 > {%5 0, 1}]]
n*Sqrt[x* (l—x)]

0.63662

b) Poprzez iteracje

Sprawdzmy, ze miara absolutnie ciaggta h (x) jest probabilistyczna
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Integrate| = s> {X5 0, 1} ]
mxSqrt[x« (1-x)]

1

Funkcja zwracajaca orbite o dtugosci n dla rodziny logistycznej
orbitalogistyczna[x@_, n_] := NestList[N[4+#« (1-#)] & x0, n-1]
Losujemy punkt poczatkowy (dla p.w. elementow (0, 1) metoda powinna dziataé)

ppocz = RandomReal[];

Wyliczamy wartosc¢

S|k

n-1
Zf (S' (x)) dladuzychn, gdzief (x) = /x .
i-0

aproksymacjalog[x@ , n_] := Total[Map[Sqrt, orbitalogistyczna[x@, n]]] /n

Table[q = aproksymacjalog[ppocz, 16~i]; "Dla n=" <>
ToString[Superscript[10, ToString[i]], StandardForm] <> " wartos¢ przyblizona to: " <>
ToString[q] <> " btad bezwzgledny wynosi:" <> ToString[N[Abs[q-2/Pi]]], {i, @, 7}]

{Dla n=10° warto$¢ przyblizona to: ©.92115 btad bezwzgledny wynosi:@.28453,

Dla n=10' warto$¢ przyblizona to: ©.568822 btad bezwzgledny wynosi:0.0677976,
Dla n=10° warto$¢ przybliZona to: ©.641378 btad bezwzgledny wynosi:0.004758,
Dla n=103 warto$¢ przybliZona to: ©.640416 btad bezwzgledny wynosi:0.00379608,
Dla n=10* warto$¢ przyblizona to: ©.644671 btad bezwzgledny wynosi:0.00805074,
Dla n=10° warto$¢ przyblizona to: ©.633015 btad bezwzgledny wynosi:0.00360442,
Dla n=10°% warto$¢ przyblizona to: 0.636765 btad bezwzgledny wynosi:0.000144812,
Dla n=107 wartos$¢ przybliZona to: ©.636724 btad bezwzgledny wynosi:0.000104464}

© 0O 0O OO0



