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Materiaty wprowadzajqgce

Ponizej zamieszczamy gars¢ najwazniejszych definicji stosowanych o o
Zwracamy uwage, ze kazda pojawiajaca
sie w tekécie nazwa mathematicznej
koniczenie, opisujemy formalne wymagania, jakie bedziemy stawia¢ funkdji (np. D[1) jest hipertaczem, po
kliknieciu w ktére mozna przeczytac
dokumentacje tej funkcji na stronie
reference.wolfram.com/language/

podczas zajeé, krotki opis sSrodowiska Wolfram Mathematica, a na za-

wynikom prac domowych.

Zalecamy przeczyta¢ caly rozdzial przed wykonywaniem zadan.

Definicje i oznaczenia

Niech f: X — X bedzie pewna funkcja, a X (w zasadzie dowolnym)
zbiorem. Méwiac o dynamice zadanej przez funkcje f mamy na
mys$li iteracje tej funkcji, czyli jej wielokrotne ztozenia

fra)=foforof(x)=fUf(.. f(x)...)))
—_— —_—
nrazy nrazy

W Mathematice zlozenie funkdji otrzy-

Aby lepiej opisywac takie ztozenia stosujemy wyjasnijmy ponizsze mamy dzieki funkdji Nest[].

terminy.
Definicja 1 Orbita funkcji f w punkcie x € X nazywamy zbior
O(f,x) = {x, f(x), fA(x), f(x), ... }.

Gdy nie prowadzi to do nieporozumieri orbitq bedziemy takze nazywali
skoriczone podzbiory zbioru O(f, x) postaci

{x, f(x), f2(x), fP(x), .., N ()}

Definicja 2 Orbite O(f, x) nazywamy okresowa o okresie k jesli

Vnen f(x) = f1(x).

Dzieki temu bedziemy mogli pisa¢
o tym, ze funkcja NestList[] generuje
orbity.

Definicja 3 Gdy k w poprzedniej definicji przyjmuje wartos¢ k = 1, o
W poszukiwaniu punktéw stalych

wowczas punkt x nazywamy punktem statym, gdyz pomoze funkcja FixedPoint[].

fx) =x.

Definicja 4 Punkt x, € X nazywamy punktem preokresowym jesli
O(f, f(xp)) jest orbitq okresowq.

W kolejnych definicjach zakladamy, ze (X, B, i) jest przestrzenia z
miara.

Definicja 5 Mdwimy, ze przeksztalcenie T : X — X zachowuje miare
H &y
VBeB, u (T*l (B)) =1 (B).


http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NestList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FixedPoint.html
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Definicja 6 Przeksztafcenie T nazwiemy ergodycznym jesli zachowusje
miare i ponadto spetnia warunek

VBeB, T '(B)=B = (u(B)=0 Vv u(X\B)=0).

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Birkhoffa) Niech T : X — X bedzie
przeksztatceniem ergodycznym na przestrzeni (X, B, u). Zatézmy dodat-
kowo, ze p (X) < co. Wéwczas dla dowolnej funkcji f € L' (u) zachodzi
zbieznosé:

n—1
rllkZ;,)f(T(k) (xo)) — y(lx)!f(x)dy (x), dla ppw x€X.

Definicje i twierdzenia zwiazane z teoria proceséw stochastycz-
nych przytaczamy za podrecznikiem Iwanika i Misiewicz [1].

Definicja 7 Procesem stochastycznym {X;, t € T} nazywamy takq
funkcje (t, w) = Xi(w), w € O, t € T, Ze X¢(w) jest zmienng losowq dla
kazdego ustalonego t € T.

Definicja 8 Zbidr wszystkich mozliwych wartosci procesu stochastycznego
{Xt, t e T} S = {Xi(w) : t € T, w € Q} nazywamy przestrzenia
stanéw procesu [ub jego przestrzenia fazowa.

Bedziemy rozwazali co najwyzej przeliczalne przestrzenie stanéw.

Definicja 9 (Warunek Markowa) Proces stochastyczny {X,, n € N}
o wartosciach w Sy, = {1, ..., m}, m € N nazywamy tahicuchem Mar-
kowa [ub procesem Markowa, jesli dla dowolnego n € IN i dowolnego
wyboru standéw ko, ki, ..., ky € Sy zachodzi ponizsza wltasnos¢

P (Xn _ kn‘Xn—l =kp_1, .. Xo= k()) —P (Xn — kn|Xn—1 — kn—l) . Rownanlle to bywa takze nazywane
warunkiem Markowa lub warunkiem

Definicja 10 Earicuch Markowa {X,, n € IN} jest jednorodny lub braku pamieci.
réwnowaznie ma stacjonarne prawdopodobieristwa przejscia, jesli dla

dowolnych stanow i, j € Sy, m € IN i dowolnego n € IN zachodzi réwnos¢
P (X, =j|Xy—1=1) =P (Xg =j|Xo=1).

W dalszej czeéci rozwazane beda jedynie taficuchy Markowa o stacjo-
narnym prawdopodobieristwie przejscia.

Definicja 11 Prawdopodobieristwa pj; := P (X1 = j|Xo = i), dlai, j €
S, m € N, nazywamy prawdopodobiefistwami przej$cia w jednym
kroku, a utworzong z nich macierz

P11 P12 P13 - Pim
p— | P P2 P23 - Pom )
Pm1 Pm2 Pm3 - Pmm

macierza przej$cia w jednym kroku.
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Uwaga 1 Przyjeto tutaj notacje inng od zawartej w cytowanych podrecz-
nikach do procesow stochastycznych (m. in. Iwanik i Misiewicz [1]), gdzie
autorzy zapisywali prawdopodobieristwo przejscia w jednym kroku jako

pij == P (Xq = j|Xo = 1), co powodowalo, Ze w ich ujeciu macierz przejscia
w jednym kroku bylta transpozycjq macierzy, wedtug defiinicji 11 - PT = P.

Uwaga 2 Ujecie teorii proceséw Markowa w formalizm teorii uktadéw
dynamicznych czesto okazuje si¢ pomocne nie tylko pojeciowo, ale tez ze
wzgledow rachunkowych (pordwnaj rozdziat trzeci i pigty w podreczniku
Lasoty i Mackeya [2]). Wowczas macierz przejscia P nazywa si¢ operatorem
Markowa. Znane z teorii uktadow dynamicznych pojecie asymptotycznej
stabilnosci wigze sig wowczas scisle z ergodycznoscig taricuchéw Markowa.
W dalszej czesci termin macierz przejicia P bedzie stosowany zamiennie

z terminem operator Markowa P.

Z aplikacyjnego punktu widzenia bardzo wazne jest pytanie, jak
dziata proces Markowa, gdy iterowany jest wielokrotnie®. Odpowie-
dzi na pytanie to udziela ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 Jezeli proces Markowa P jest iterowany n-krotnie to od-
powiada mu wtedy proces Markowa o macierzy przejscia w jednym kroku
réwnej Q = P", przy czym q;j(n) = [P"];;, jest prawdopodobieristwem
przejscia w jednym kroku dla procesu bedgcego n-krotng iteracjq procesu
wyjsciowego.

Definicja 12 Macierz P € M™* ™ ([0,1]), m € N, P = [p;jl;, j=1,..,m
spetniajgcq ponizsze zatozenia

¢ pij > 0dla dowolnych i, j € S,

*

Its

pij =1,

nazywamy macierza stochastyczna.

Druga, po macierzy przejscia w jednym kroku, wygodna metoda
reprezentacji procesu Markowa sa diagramy przejscia w jednym
kroku.

Definicja 13 Diagramem przej$cia w jednym kroku procesu Marko-
wa {X,, n € N} nazywamy graf skierowany, w ktérym wierzchotkami sq
elementy przestrzeni fazowej, a tuki fgczq dwa stany, o ile prawdopodobieri-
stwo przejécia migdzy nimi w jednym kroku jest niezerowe.

Kazdy ze stanéw nalezacy do przestrzeni fazowej S, dla procesu
Markowa moze zosta¢ scharakteryzowany ze wzgledu na mozliwosci
przejécia miedzy nim a innymi stanami. Ponizej zaprezentowano
stosowana pézniej charakteryzacje stanow.

Samo pojecie mozna zdefiiniowa¢ tez
abstrakcyjnie, ale w rozwazanym przy-
padku wystarczy utozsamia¢ operator
Markowa z operatorem generujacym
proces Markowa, czyli z macierza
przejscia w jednym kroku.

> To wlasnie te wielokrotne iteracje

sa przyczyna, dla ktérej formalizm
teorii uktadéw dynamicznych jest tu z
powodzeniem stosowany.

Widag, ze przyjeta defiinicja 11 macie-
rzy P powoduje, ze macierza stocha-
styczna nazywamy macierz stocha-
styczna kolumnowo (tzn. w kolumnach
sumujaca sie do 1). Macierze stocha-
styczne wierszowo sa wlasciwe przy
transponowanej defiinicji P (poréwnaj
uwaga 1). Macierz bedaca jednocze$nie
stochastyczna kolumnowo i wierszo-
Wo nazywamy macierza podwoéjnie
stochastyczna.
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Definicja 14 Stan i € Sy, jest pochlaniajacy jesli p;; = 1.

Intuicyjnie stan pochtaniajacy to taki stan, z ktérego nie mozna wyjsc.

Definicja 15 Stani € Sy, jest osiagalny ze stanu j € Sy, jesli istnieje
takie n € IN, Ze p;;(n) > 0. Bedzie to oznaczane przez j — i.

Jeden stan jest dla drugiego osiagalny, o ile mozna w toku iteracji
przejé¢ z jednego do drugiego.

Definicja 16 Stany i, j € S;; wzajemnie sie komunikujg jesli j — i
oraz i — j.

Komunikowanie sie jest relacja rtéwnowaznosci (symetryczna, zwrot-
na i przechodnia), dzieli wiec wszystkie stany procesu Markowa na
klasy abstrakgji - klasy stanéw komunikujace sie miedzy soba.

Definicja 17 taricuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, gdy
wszystkie jego stany wzajemnie si¢ komunikujg.

NieprzywiedInos¢ oznacza, ze wszystkie stany naleza do tej samej
klasy abstrakcji wzgledem relacji komunikowania sie.

Definicja 18 Okresem stanu i € Sy, nazywamy liczbe
0(i) = NWD(n € N : p;;(n) > 0),

czyli najwiekszy wspélny dzielnik zbioru takich n, Ze powrot do stanu i jest
mozliwy po n krokach.
Stan i jest okresowy jesli o(i) > 1 i nieokresowy gdy o(i) = 1.

Definicja 19 Nieprzywiedlny faricuch Markowa jest okresowy jesli
wszystkie jego stany sq okresowe o tym samym okresie d > 1. W prze-
ciwnym przypadku méwimy, Ze taricuch jest nieokresowy.

Defiinicja 19 jest dobrze okreélona, co wynika z ponizszego twierdze-
nia, przytoczonego za podrecznikiem Iwanika i Misiewicz [1].

Twierdzenie 3 W nieprzywiedlnym taricuchu Markowa wszystkie stany
majq ten sam okres.

Definicja 20 Rozklad poczqtkowy 7t; = P(Xg = i), i € Sy, tasicucha Mar-
kowa {X,, n € N} jest stacjonarny lub niezmienniczy jesli zachodzi
réwnanie

T = Pm.

Rozklad stacjonarny jest wiec punktem stalym operatora P.
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Definicja 21 Jednorodny taricuch Markowa jest {X,, n € IN} ergodycz-
ny, jesli dla kazdego i € Sy, istniejq i nie zalezq od j nastepujqgce granice

q; = lim p;;(n) >0,

n—o0

oraz anj q; = 1. Otrzymany rozktad q = (q;)i=1, ., m nazywamy ergodycz-
nyml.:1

Ergodycznosé w jezyku operatoréw Markowa (poréwnaj rozdziat

5.6 w podreczniku Lasoty i Mackeya [2]) jest rGwnowazna istnieniu
asymptotycznie stabilnego rozkladu prawdopodobieristwa dla opera-
tora (macierzy) P.

Twierdzenie 4 Kazdy rozktad ergodyczny dla pewnego taricucha Markowa
jest tez rozktadem stacjonarnym tego taricucha.

Uwaga 3 Implikacja z twierdzenia 4 w 0gdlnodci nie daje si¢ odwrdcic.
Twierdzenie odwrotne nie musi by¢ prawdziwe. Laricuch Markowa moze
posiada¢ wigcej niz jeden rozktad stacjonarny (pordwnaj twierdzenie 5), a,
zgodnie z definicjq 21, rozklad ergodyczny wyznaczony jest jednoznacznie.
Na podstawie twierdzenia 5 kazdy taricuch Markowa posiada co najmniej
jeden rozktad stacjonarny, ale co do istnienia rozktadu ergodycznego dla
dowolnego procesu nie ma gwarancji. (poréwnaj twierdzenie 6).

Twierdzenie 5 Dla kazdego procesu Markowa o skoriczonej liczbie standw

istnieje co najmniej jeden rozkiad stacjonarny. Wszystkie rozktady stacjonar-
ne (jako wektory z przestrzeni R™) nalezq do podprzestrzeni rozpigtej przez

wektory wlasne macierzy P odpowiadajgce wartosci wiasnej 1.

Twierdzenie 6 Rozwazmy nieokresowy i nieprzywiedlny proces Markowa
o skoticzonej liczbie stanéw. Wéwczas faricuch ten posiada doktadnie jeden
rozktad stacjonarny 7. Co wigcej rozktad 7t jest tez rozktadem ergodycznym
tego procesu.

Mathematica

Podstawowa jednostka sktadni w §rodowisku Mathematica jest ko-
moérka. Komorki moga przyjmowac kilka typoéw, ale dwa najwazniej-
sze z nich to In[], czyli wprowadzany przez uztkownika skrypt oraz
Out[], czyli wynik dziatania In[]. Aby wykona¢ komoérke, w ktérej
aktualnie znajduje sie kursor nalezy wcisnaé [Shift]+[Enter] lub
prawy [Enter].

Nazwy wbudowanych funkgji w jezyku Wolfram zawsze zaczynaja
sie wielka litera wedlug wzoru

NazwaFunkcji[argl, arg2, ...]

Jest to tak naprawde cecha kazdej
macierzy stochastycznej, dla ktérej 1 jest
na pewno wartoscia wlasna.

Jedli stanéw byloby przeliczalnie wiele
woéwczas nalezy jeszcze zalozy¢, ze
kazdy stan jest dodatnio powracajacy,
czyli, ze prawdopodobieristwo powrotu
do kazdego stanu w skoriczonym czasie
jest wieksze niz 0.

Komoérki wyréznione sa wewnatrz
notatnika ramka po prawej stronie.

Zachecamy do sprawdzenia opisywanej
skiadni juz teraz. Mozna to zrobi¢
nawet bez dostepu do wydziatowych
licengji, uzywajac aplikacji Wolfram
Programming Lab.

Zauwazmy, ze te nazwy do$¢ doktadnie
precyzuja co dana funkgja robi, np.
Series[] rozwija w szereg, a Solve|[]
rozwiazuje réwnania. Podstawowa
znajomo$¢ jezyka angielskiego pozwala
zatem na doé¢ dokladne przewidywa-
nie nazwy funkgji, ktérej funkcjonalnosé¢
chcieliby$my uzyska¢.


https://lab.open.wolframcloud.com/objects/wpl/GetStarted.nb
https://lab.open.wolframcloud.com/objects/wpl/GetStarted.nb
http://reference.wolfram.com/language/ref/Series.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/In.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Out.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/In.html
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gdzie argumenty funkcji przekazywane sa w kwadratowych nawia-
sach []. Najwazniejszym sposobem poznawania funkcjonalnosci
Mathematiki jest jej bogata pomoc. Jest to takze podstawowe narze-
dzie pracy w tym $rodowisku. Pomoc wywotuje sie klawiszem [F1]
wewnatrz aktywnego notatnika, lub, nawet bez aktywnej aplikacij,
mozna sprawdzi¢ jej internetowa wersje.

Jako ¢wiczenie wprowadzajace do srodowiska Wolfram Mathema-
tica proponujemy sprawdzi¢ w dokumentacji do czego moga stuzy¢
nastepujace funkcje

¢ Plot[] ¢ Integratell], ¢ Animate[],

€ Manipulate[], & Table[], € Graphics|[],

¢ D[], ¢ ListPlot[], ¢ Simplify[].

Jak mozna zauwazy¢, podczas analizy powyzszych przyktadow,
podstawowa struktura danych w Mathematice jest lista. Lista to nic
innego jak pewien uporzadkowany zbiér pewnych (niekoniecznie
tego samego typu!) elementéw. Ponizej zamieszczamy przyktady list

{a, b, ¢, 1, 2, 3}
{{1,0},{0,1}}

Table[1/i,{i,10}]

Ponizsze kody zrédlowe sa przykladami wykorzystania srodowi-
ska Mathematica do tworzenia grafiki. Sugerujemy je skopiowa¢ do
notatnika i sprawdzi¢ co daje ich wykonanie. Przejrzenie dokumenta-
¢ji wykorzystanych funkcji réwniez bedzie pouczajace.

Graphics[Table[Circle[RandomReal[{-10, 10}, {2}1]1, {80}]]

Graphics[{Blue, FilledCurve[Line[RandomReal[{0, 10}, {10,
2}111, Red, FilledCurve[Line[RandomReal[{0, 10}, {20, 2}111,
Green, FilledCurve[Line[RandomReal[{0, 10}, {100, 2}111}]

Dostepna, przypomnijmy, pod adresem
reference.wolfram.com/language/

Zwracamy uwage na bogactwo przykta-
déw dostepnych w plikach pomocy.

Jaki wyniki daja te kody zrédlowe?
Lista list jest sposobem zapisu macierzy
w $rodowisku Mathematica - po wiecej
szczegotow odsylamy do dokumen-
tacji (zwlaszcza Symbolic & Numeric
Computation—Matrices and Linear
Algebra).

Funkgcja Table[] jest jedna z czesciej
uzywanych, podczas pracy z Ma-
thematika. Sugerujemy przejrzec jej
dokumentacje.

Polecamy takze wyprébowa¢ dzialania
funkcji Disk[], Polygon[], a takze
mozliwoéci manipulowania obiektami
graficznymi (kolory, grubosci linii

etc.), przyklady Czytelnik znajdzie
oczywiscie w dokumentacji Graphics[].


http://reference.wolfram.com/language/
http://reference.wolfram.com/language/guide/MatricesAndLinearAlgebra.html
http://reference.wolfram.com/language/guide/MatricesAndLinearAlgebra.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Disk.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Polygon.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graphics.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Animate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graphics.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Simplify.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graphics.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Circle.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomReal.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graphics.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Blue.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FilledCurve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Line.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomReal.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Red.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FilledCurve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Line.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomReal.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Green.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FilledCurve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Line.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomReal.html
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Wymagania formalne
Prawidlowo przygotowana praca domowa powinna spetnia¢ nastepu-

jace wymagania

# Do pierwsze musi by¢ zgodna z obowiazujacym, umieszczonym
na stronie przedmiotu, szablonem odpowiedzi. W szczeg6Inosci,
nie moze zajmowac wiecej niz jednej kartki A4.

¢ Kody Zrédlowe powinny by¢ czytelne i poprawne.

€ Wszystkie liczby i cyfry wystepujace na wykresach i rysunkach
powinny byé w rozmiarach zblizonych do czcionki tekstu oraz
kroju, umozliwiajacym ich wygodne odczytanie.

& Wszystkie krzywe (w tym osie wspétrzednych i wykresy) wy-
stepujace na rysunkach powinny by¢ pogrubione tak, aby by¢
czytelne i odréznia¢ sie od reszty rysunku.

# Osie wykreséw powinny by¢ podpisane.
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Obroty

ErPUR s1 MUOVE — GALILEO GALILEI
Celem ¢wiczeni bedzie zbadanie podstawowych dynamicznych
wlasnoéci obrotu na okregu (S = [0, 271]/ (0 = 271)), czyli funkdji

fo:S' =S, fox) = (x+6) mod 2rm.
Na przykiadzie tych badar poznamy tez podstawowa funkcjonalnosé¢
$rodowiska Wolfram Mathematica.
Plan badan
1. Implementacja funkdji fy (definicja funkgcji, definicja zmiennej).
2. Rysowanie wykresu funkdji fy.
3. Rysowanie wykresu orbity fy (naiwne).
4. Laczenie wykreséw.
5. Dyskusja zaleznosci fp(x) od 6 1 x.
6. Iterowanie funkcji fy.
7. Generowanie orbity f.

8. Analiza orbity funkgji fy i dyskusja jej zaleznosci od 6.

Pytania i problemy

&: Wyjasnij jak dziata i, rysujac wykres funkgji sinus, podaj przy-
kiad uzycia funkcji Plot[].

&, Wyjasnij jak dziata i, rysujac wykres listy {3,1,4,1,5,9}, podaj
przyklad uzycia funkcji ListPlot[].

&; Wryjasnij jak dziata i, generujac iteracje funkgji h(x) = 2x, podaj
przyklad uzycia funkcji Nest[].

& Wyijasnij jak dziala i, generujac orbite funkgji sinus, podaj przy-
ktad uzycia funkcji NestList[].

&5 Wyjasnij jak dziata i, wyznaczajac histogram listy liczb pseudolo-
sowych , podaj przyktad uzycia funkcji Histogram[].

&¢ Powtorz zadanie &s, ale wykorzystujac funkcje HistogramList[]
iListPlot[].

&; Jak w srodowisku Mathematica definiuje sie funkcje? Zdefiniuj
wilasna funkgje h(x) = |x|.

Uwaga: Przed wykonywaniem zadan
sugerowane jest przeczytanie pierwsze-
go rozdziatu niniejszego skryptu.

Plot[]

ListPlot[]
GraphicsGrid[], Show[]
Manipulatel]

Nest[]

NestList[] vs. Table[]

Histogram[] vs. HistogramList[]

Potrzebna liste najprosciej wygenerowac
komenda li=RandomReal[{0,1},{100}]

Tutaj, dla r6znorodnosci proponujemy
liste Exp/@li.


http://reference.wolfram.com/language/ref/SetDelayed.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Set.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GraphicsGrid.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Show.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NestList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Histogram.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/HistogramList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomReal.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Exp.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NestList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Histogram.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/HistogramList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
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& Jak w srodowisku Mathematica definiuje sie zmienne? Podaj
przykltady co najmniej 5 typéw zmiennych.

&9 Jak stworzy¢ liste? Jak zmieni¢ dokladnie jeden jej element?

&9 Wyjasnij jak dziala i, generujac macierz jednostkowa 5 x 5, podaj

przyklad uzycia funkcji Table[].

%11 Wygeneruj na dwa sposoby (raz iterujac liczby catkowite, raz
zmiennoprzecinkowe) liste ze wsp6irzednymi wykresu funkcji
sinus na zbiorze [0, 27].

&> Jak doda¢ wiecej niz jeden wykres na Plot[]? Podaj przyktad z
funkcjami sinus i kosinus.

%13 Jak doda¢ wiecej niz jeden wykres na ListPlot[]? Podaj przy-
ktad z listami {1,2,3,4} i {{4,5},{3,2},{2,1},{1,0}}.

&1, Jak dodaé kropki na wykresie typu Plot[]?

&5 Powtérz zadanie &4, ale tym razem dodajac linie ciagla na
wykresie typu ListPlot[].

&1, Wyjasnij jak dziala funkcja Manipulate[]. Zilustruj jej dzialanie
przyktadem.

%17 Na przykladzie funkgji h(x,y) = ¢*/y, x,y € [0,1] wyjasnij jak
inicjowa¢ zmienne w bloku Manipulate[] typowymi wartosciami
i do jakich nieporozumient moze prowadzié¢ brak takiej inicjacji.

%13 Jak pogrubi¢ krzywa na wykresie typu Plot[] i zmienic jej
kolor?

&9 Jak pogrubic kropki na wykresie typu ListPlot[] i zmieni¢ ich
kolor?

&2 Jak doda¢ do wykresu (dowolnego typu) linie siatki?

&)1 Jak zmieni¢ na wykresie (dowolnego typu) zakres na osi odcie-
tych i rzednych?

&> Jak na wykresie (dowolnego typu) opisa¢ osie i zmienic ich styl
(np. kolor, krdj czcionki badZ jej rozmiar)?

&3 Jak do wykresu (dowolnego typu) dodaé legende?

&), Opisz co najmniej 3 typy komorek (np. In, Out, Text).

&5 Wyjasnij czym réznia sie w dziataniu np. funkcji Table[] liczni-

ki{i,1,10,1}i{i,{1,10,1}}.

Zwréémy uwage, ze jest to lista par
postaci {{a,Sin[al},{b,Sin[b]},...}

Sugrowanym przykladem moga by¢
punkty {{6.1,0.15},{0.2,0.19},
{0.3,0.32},{0.4,0.39},{0.5,0.51},
{0.6,0.59}} i przyblizajaca je funkcja
h(x) = x.

W zadaniach &g — &3 sugerujemy
uwaznie przeczytaé sekcje Options
w dokumentacji funkgji Plot[] lub
ListPlot[].


http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
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&y Czym rdznia sie przypisania =i :=? Zilustruj te réznice wyko-
rzystujac funkcje RandomInteger([].

%27 Wyjasnij jak dziata funkcja Show[]. Podaj przyktad jej wykorzy-
stania.

& Narysuj wykres pierwszych 10 elementéw orbity funkcji
h(x) = x3w xp = 0.5.

&, Wykorzystujac warunkowa instrukcje If[] napisz wilasna imple-
mentacje funkgji Mod[].

#&; Narysuj wykres pierwszych 10 elementéw orbity funkcji
h(x) = v/xwxp=0.5.

&, Narysuyj histogram pierwszych 100 elementéw orbity funkgji
h(x) = v/xwxp=0.5.

&5 Narysuj wykresy trzech pierwszych iteracji funkgji sinus na
zbiorze [0,271].

& Narysuj histogram pierwszych 100 elementéw orbity funkgji
h(x) = x3 w xo = 0.5.

#&; Wygeneruj liste pierwszych 20 liczb pierwszych.

&g Narysuj wykres pierwszych 5 elementéw orbity funkcji
h(x) = e* w xo = 0.05.

&9 Narysuyj histogram pierwszych 100 elementéw orbity funkcji
h(x) =sinx w xg = 71/2.

&1y Narysuj wykres drugiej iteracji funkcji wykladniczej na [0, 1].

&1 Narysuj wykres pierwszych 50 elementéw orbity funkcji
h(x) =3x(1 —x) w xg = 0.27.

&1, Narysuj wykres czwartej iteracji funkgji (x) = 3x(1 — x) na
zbiorze [0, 1].

&3 Wygeneruyj liste pierwszych 20 cyfr w rozwinieciu dziesietnym
liczby 7.

&1, Narysuj wykres pierwszych 10 elementéw orbity funkeji
h(x) =sinx w xg = 71/2.

&5 Narysuj wykres trzeciej iteracji funkeji h(x) = sin(e*) na [0, 1].

&, Wygeneryj liste pierwszych 20 cyfr w rozwinieciu dziesietnym
liczby e.

Uwaga: Pamietaj aby w rozwiazaniach
& zastosowaé opcje zwiekszajace
czytelnos¢ (a niekiedy nawet nadajace
sens) wykreséw. Sa to opgcje takie jak:
PlotRange, AxesOrigin, PlotStyle,
PlotLegends itp.

Dobierz odpowiednie rozmiary prze-
dziatéw (binéw).

Dobierz odpowiednie rozmiary prze-
dziatéw (binéw).

Zamiast funkgji ListPlot[] wykorzy-
staj ListLogPlot[].

Dobierz odpowiednie rozmiary prze-
dziatéw (binéw).

Zamiast funkgji Plot[] wykorzystaj
LogPlot[].


http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListLogPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/LogPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/=.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/:=.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/RandomInteger.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Show.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/If.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Mod.html
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&7 Narysuj histogram pierwszych 100 elementéw orbity funkeji
h(x) =3x(1 —x) w xg = 0.27.

#13 Wygeneruj liste pierwszych 20 cyfr w rozwinieciu dziesietnym
liczby V2.

Ay Wygeneruyj liste wykreséow pierwszych 5 iteracji funkgji sinus na
zbiorze [0,27].

Y Wygeneruj macierz 5 x 5, o wspéirzednych bedacych suma
numeru wiersza i kolumny.

&, Zbadaj zaleznosé wykresu funkdji he(x) = e~ od parametru

Polecamy tutaj funkcje Manipulatel[].
ceo,2]. y

#,; Wyznacz wszystkie macierze 2 x 2 o elementach ze zbio-
ru {0,1}.

#,3 Zbadaj dynamike funkcji hc(x) = Cx, w zaleznosci od warto- Polecamy tutaj funkeje Manipulate[].

$ci C.
#,; Narysuj wykres funkgji { Riemanna.
&5 Rozwiaz graficznie réwnanie e* + x = 0.
&, Wyznacz macierz permutagji dla permutacji {3,5,4,2,1}.

#&,; Wyznacz trzy wybrane orbity dla catkowitoliczbowej funkgji z
otwartego problemu 3n + 1 danej wzorem
h(n) 2 gdy n jest parzysta .
3n+1 gdy n jest nieparzysta


http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
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Rodzina kwadratowa

A W DODATKU, DAJE SEOWO, MAM RODZINE WYJATKOWA4!

J. BRZECHWA

Celem ¢wiczeni bedzie numeryczne zbadanie dynamiki rozwoju

populagcji bakterii, modelowane przez rodzine odwzorowan kwadra-

towych

falx) =Ax(1-x), x€[01],

gdzie A € [1, 4] to parametr.

Plan badan

1.

Rodzina kwadratowa jako uproszczony model populacji bakterii.
Ustalmy pojemnos¢ srodowiska M > 0, liczbe yp € [0, M] jako
poczatkowa ilo$¢ bakterii oraz wielko$¢ x¢ := yo/ M.

¢ Niech populagji zmienia sie zgodnie z f) (x) = Ax(1 —x),

# Dokonaj interpretacji biologicznej rekurencji postaci
Xns1 = fr(xn).

Dla ustalonych wartosci xg i A wygeneruj 30 pierwszych elemen-
tow orbity O(fy, xo).

Przedstaw w formie graficznej uzyskana orbite.

Przy uzyciu funkcji Manipulate[] przedyskutuj zaleznoé¢ dyna-
miki od A i xg.

Narysuj kolejne iteracje funkgji f) (x). Przedyskutuj zaleznos¢
kolejnych iteracji od parametru A oraz zinterpretuj uzyskane
wyniki.

Diagram bifurkacyjny.

Dla wybranego (dobrze dobranego) punktu startowego xo wyge-
neruj pierwsze n elementéw orbity O(f,, xg). Dysponujac szere-
gami czasowymi dla r6znych wartoéci A nanie$ ich ,,zachowania

asymptotyczne” dla kolejnych wartosci A na wykres aby otrzymacé
poszukiwany diagram bifurkacyjny.

Dodatkowe
Wyestymuj miare niezmiennicza dla fi, w tym celu:

¢ Wylosuj wektor m liczb pseudolosowych z rozkladu réwnomier-
nego na [0, 1].

Dlaczego naiwny model £y (x) = Ax jest
niefizyczny?

Przy definiowaniu f, [x_] := przydatna
moze okaza¢ sie funkcja N[ ]. Dlaczego?

Prosze pamietac tez aby uwzglednié¢
mozliwoé¢ zmiany dtugosci obserwo-
wanej orbity

Pomocne moze by¢ naniesienie na
badany wykres funkgji hi(x) = x

Na diagramie bifurkacyjnym nalezy
umiesci¢ tylko punkty powyzej pewnej
liczby iteracji n.


http://reference.wolfram.com/language/ref/N.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
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¢ Na kazdej ze wspélrzednych rozwazanego wektora wywotaj
n-ta iteracje funkcji f4 Zadziataj na kazdej wspélrzednej tego
wektora n razy rozwazana funkcja.

® Przy uzyciu funkcji HistogramList[] utworz z tej listy odpo-
wiednia liste histogramu - sugerujemy samemu popracowaé
nad optymalnym doborem liczby przedziatéw i ich szerokosci
na jakie chcemy podzieli¢ nasze dane.

¢ Stosujac funkcje Partition[] i Riffle[] tak przeksztal¢ uzyska-
na liste aby mozna byto narysowac ja z wykorzystaniem funkgji
ListPlot[].

e Poréwnaj uzyskany wynik z wynikiem doktadnym:

1

m/x(1—x)

h(x) =

Pytania i problemy

&; Wyjasnij jak dziata funkcja NestWhile[]. Podaj przykiad jej zasto-
sowania.

&, Wyjasnij jak dziata funkcja NestWhileList[]. Podaj przyktad
jej zastosowania.

&3 Wyjasnij jak dziata funkcja FixedPoint[] . Podaj przyklad jej za-
stosowania.

&, Wyjasnij jak dziata funkcja Partition[]. Podaj przyklad jej zasto-
sowania.

&5 Wyjasnij jak dziata funkcja Riffle[]. Podaj przyktad jej zastoso-
wania.

& Wyjasnij jak dziata funkcja Join[]. Podaj przyktad jej zastosowa-
nia.

&; Wyjasnij jak dziata funkcja Flatten[]. Podaj przyktad jej zastoso-
wania.

&3 Wyjasnij jak dziata funkcja Reverse[]. Podaj przyktad jej zastoso-
wania.

&9 Wyjasnij jak dziata funkcja Animate[]. Podaj przyktad jej zastoso-
wania.

&9 Czym réznia sie poréwnania == (Equal) i === (SameQ)?

&1 Jak dziata funkcja GraphicsGrid[]? Podaj przyklad jej zastoso-
wania.

Polecamy do tego celu Nest[] i Map[].

Warto zapozna¢ sie z opcja PDF dla
funkcji HistogramList[] - bedzie to
pomocne.


http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Map.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/HistogramList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/HistogramList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Partition.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Riffle.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NestWhile.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NestWhileList.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FixedPoint.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Partition.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Riffle.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Join.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Flatten.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Reverse.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Animate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Equal.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/SameQ.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GraphicsGrid.html
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&> Jak dziata funkcja GraphicsRow[]? Podaj przyklad jej zastosowa-
nia.

&3 Jak dziala funkcja GraphicsColumn[]? Podaj przyklad jej zasto-
sowania.

&1, Wyjasnij jak dziala funkcja Range[]. Podaj przykiad jej zastoso-
wania.

&5 Wyjasnij jak dziala funkcja Directive[]. Podaj przykiad jej za-
stosowania.

&1 Wyjasnij jak dziata funkcja Integrate[]. Podaj przyktad jej za-
stosowania.

&7 Wyjasnij jak dziala funkcja D[]. Podaj przykiad jej zastosowania.

&3 Wyjasnij jak dziala funkcja Solve[]. Podaj przyklad jej zastoso-
wania.

&19 Wyjasnij jak dziata funkcja NSolve[]. Podaj przyklad jej zastoso-
wania.

&0 Wyjasnij na przyktadach czym rézni sie sze$¢ réznych licznikéw
opisanych w dokumentacji funkcji Manipulate[].

&, Wyjasnij jak dziata funkcja Sort[]. Podaj przyktad jej zastoso-
wania.

&> Wyjasnij jak dziala, a nastepnie wykorzystaj w napisaniu wita-
snej funkcji, procedure Function[] w wersji Function[x,body].

&3 Wyjasnij jak dziala, a nastepnie wykorzystaj w napisaniu wta-
snej funkgji, procedure Function[] w wersji Function[F[#]].
Co oznacza # (Slot)?

&24 Wyjasnij jak dziata, a nastepnie wykorzystaj w napisaniu wia-
snej funkcji, procedure F[#]8&. Jakie znaczenie maja # (Slot) i &
(Function)?

&5 Jakie wartosci moze przyjmowac i jak dziata (m. in. w Plot[]
iListPlot[]) dyrektywa Filling?

&) Jakie warto$ci moze przyjmowac i jak dziata (w ListPlot[])
dyrektywa Joined?

&7 Jakie wartosci moze przyjmowac i jak dziata (w ListPlot[])

15

Uwaga: Pamietaj aby w rozwiazaniach

dyrektywa Mesh? & zastosowaé opcje zwiekszajace
czytelnos¢ (a niekiedy nawet nadajace
L . . . sens) wykreséw. Sa to opgje takie jak:
& Analizujac wykres orbity wyznacz (empirycznie) warto$é A przy PlotRange, AxesOrigin, PlotStyle,

ktérej zachodzi pierwsza bifurkacja w rodzinie kwadratowe;. PlotLegends itp.


http://reference.wolfram.com/language/ref/GraphicsRow.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GraphicsColumn.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Range.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Directive.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Sort.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Function.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Function.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Function.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Function.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Slot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Slot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Function.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Filling.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Joined.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ListPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Mesh.html
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&, Poréwnaj na wykresie, w zaleznosciod n € {1, 2, ..., 25},
czasy wykonywania komend Nest[3 # (1 - #) &, 4/10, n] oraz
Nest[3 # (1 - #) &, 0.4, n]. Wyjasnij r6znice.

#; Analizujac wykres orbity wyznacz (empirycznie) wartosé A
przy ktorej, dla rodziny kwadratowej, pojawia sie pierwsza or-
bita o okresie 4.

&, Analizujac fgl 5 Przy pomocy funkcji Solve[] wyznacz warto-
Sci orbity okresowej o okresach 2 i 4 oraz punkty stale. Sprawdz
wszystkie wyniki bezposrednio z definicji (wywotujac funkcje f35
odpowiednia liczbe razy).

&5 Powtérz wykres diagramu bifurkacyjnego z zaje¢ w lepszej roz-
dzielczosci dla A € (1,3). Dopasuj krzywa do obserwowanych
punktow.

&, Wykonujac operacje na listach wyznacz wartos¢ A dla pierwszej
bifurkacji podwajania okresu.

#; Analizujac f2, Przy pomocy funkcji Solve[] wyznacz wartosci
orbity okresowej o okresie 2 oraz punkty state. Sprawdz wszystkie
wyniki bezposrednio z definicji (wywolujac funkcje f3; odpo-
wiednia liczbe razy). Narysuj wykres zalezno$ci punktéw orbity
o okresie 2 w funkdji A € (3, 3.5).

#; Wykonaj animacje (wzgledem parametru A) histogramu orbity
funkdji f). W raporcie zamieé¢ kod Zrédtowy i wybrane, reprezen-
tatywne, klatki tej animacji, nie mniej niz 10.

&y Dodajac strzatki do wspélnego wykresu funkdji f) i h(x) = x
zilustruj pierwsze trzy iteracje metoda graficzna. Zamies¢ wyniki
dla czterech wartosci A generujacych odmienna dynamike.

#19 Wyznacz wartos¢ stalej a, aby funkcja h(x) = alj ;(x) sin(x)
byta gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa. Narysuj jej wykres.

&1, Wychodzac od listy danej funkcja Range[200] i stosujac ope-
racje na listach, wygeneruj liste par postaci {n,n+1}, gdzien =
0,2 4,...,200.

#1; Powtérz wykres diagramu bifurkacyjnego z zaje¢ w lepszej roz-
dzielczosci dla A € (3,3.7). Odczytaj z wykresu mozliwie najdo-
ktadniej wartosci A odpowiadajace trzem pierwszym bifurkacjom
podwojenia okresu.

#13 Analizujac wykres orbity wyznacz (empirycznie) wartos¢ A
przy ktérej, dla rodziny kwadratowej, pojawia sie pierwsza orbita
o okresie 8.

Do zliczania czasu wykonania funkcji
polecamy komende AbsoluteTiming[].

Mozna wyliczy¢ jej wz6r, analizujac
posta¢ funkgji f), odszuka¢ go w lite-
raturze albo dopasowa¢ numerycznie
np. przy pomocy funkcji Fit[] lub
FindFit[].

W zadaniu tym bardzo wazne jest
odpowiednie dobranie dtugosci orbity
i liczby binéw. Zbyt male zniwecza
spodziewany efekt.


http://reference.wolfram.com/language/ref/AbsoluteTiming.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Fit.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/FindFit.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Range.html
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&, Odczytaj z wykresu wartosci 4 kolejnych bifurkagji, a nastepnie
narysuj histogramy orbity przed i po kazdej bifurkacji.

&5 Korzystajac z licznika postaci {A,3,4,0.01} wygeneruj liste
orbit funkgji f), nastepnie usuni dublujace sie elementy i narysuj
wykres licznoéci orbity w funkgji A.

&, Wykonujac operacje na listach wyznacz wartos¢ A dla drugiej
bifurkacji podwajania okresu.

#&,; Wyznacz warto$¢ statej a, aby funkgja h(x) =a (1/2 — |[x —1/2])
okreslona na zbiorze x € [0, 1] byla gestoscia rozktadu prawdopo-
dobieristwa. Narysuj jej wykres.

&5 Na diagramie bifurkacyjnym z zaje¢ nanie$ strzatki wskazujace
miejsca pierwszych trzech bifurkacji.

#19 Narysuj wykres zaleznosci pola ograniczonego wykresem funk-
Gji f3 w funkdji A € [1,4].

&,y Powtérz wykres diagramu bifurkacyjnego z zaje¢ w lepszej
rozdzielczosci dla A € (3.7,4).

#; Usun dublujace sie punkty z diagramu bifurkacyjnego z zajec.

&, Wykonujac operacje na listach wyznacz wartos¢ A dla trzeciej
bifurkacji podwajania okresu.

&3 Wychodzac od listy danej funkcja Range[200] i stosujac operacje
na listach, wygeneruj liste liczb mniejszych niz 200 i podzielnych
przez 11.

#,; Oblicz pole pod wykresem diagramu bifurkacyjnego dla A €
[0,3].

#,5 Wyznacz warto$c statej a, aby funkgja h(x) = —~= okreslona na

Vaxer
zbiorze x € (0,+o0) byla gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa.

Narysuj jej wykres.

&) Odczytaj z diagramu bifurkacyjnego krotnosci orbit pojawiaja-
cych sie¢ w pierwszych 4 bifurkacjach.

#&,; Narysuj wykres zaleznosci pola ograniczonego wykresem funk-
qGi fff w funkcjin =1, 2, ...10.

Jesli Aj, to punkt bifurkagji to przed
oznacza A, — ¢, a po A, + enp. dla
e = 0.001.

W zadaniach #15, #16 nalezy odnosi¢
sie do kolejnych elementéw orbity (co
najmniej 200), ktére wystepuja powyzej
pewnej dostatecznie duzej liczby iteracji
np.


http://reference.wolfram.com/language/ref/Range.html
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Ergodycznos¢

WSTRZASNIETE, NIE ZMIESZANE — JAMES BOND

Plan badan

1. Korzystajac z twierdzenia Birkhoffa i wynikéw uzyskanych na
pierwszych zajeciach dla obrotu na okregu (o kat niewspétmierny
do 1) oblicz numerycznie ponizsze catki. Por6wnaj uzyskane
wyniki z warto$cia doktadna.

a) fozn sin(x)dx,
b) fozn cos?(x)dx.
2. Zaproponuj rézne procesy Markowa, posiadajace co najmniej 5
standéw, ktore sa:
a) nieokresowe,
b) nieprzywiedlne,

c) ergodyczne.

Dla kazdego z tych proceséw wyznacz macierz przejécia w jednym
kroku i narysuj diagram przejscia.

3. Dla procesu ergodycznego z punktu 2 znajdz stacjonarny rozklad
prawdopodobienstwa. Badajac macierz przejécia pokaz, ze rozktad
ten jest jednoznaczny.

4. (Na podstawie [1]) Rozwaz szczura umieszczonego w labiryncie:

KOT
1 2 3
- 5 6

SER

Mozna uzy¢ funkcji Integrate[].

Polecamy poréwna¢ dziatanie
DiscreteMarkovProcess[] z itero-
waniem macierzy.

Przydatna bedzie tu funkcja
WeightedAdjacencyGraph[].

Przydatne moga by¢ funkcje
Eigensystem[], Eigenvalues[],
Eigenvectors[]


http://reference.wolfram.com/language/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/DiscreteMarkovProcess.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/WeightedAdjacencyGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigensystem.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigenvalues.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigenvectors.html
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Nasz badany szczur bedzie bladzit po labiryncie do czasu az trafi
do klatki z serem, albo do klatki z kotem. Zapisz macierz przejécia
odpowiedniego procesu Markowa, znajdZ prawdopodobienistwa
osiagniecia kazdego ze stanéw pochtaniajacych pod warunkiem, ze

.. . . warto skorzysta¢ z symetrii labiryntu
zaczynaliémy z odpowiedniego stanu poczatkowego. .

5. Wykonaj symulacje szczura z punktu 3. Poréwnaj wyniki symula-

.. . .. . . przydatna bedzie funkcja NestWhile[]
qji z obliczeniami analitycznymi.

6. (Dodatkowe) Odwzorowanie z rodziny logistycznej fy(x) jest
ergodyczne. Oblicz wartos¢ oczekiwana E+/X jako wartosé oczeki-
wana rozktadu danego przez miare niezmiennicza

1
T/x(1 —x)

oraz poprzez iteracje odwzorowania f4(x).

h(x) =

Pytania i problemy
&; Wyjasnij w jaki sposéb mozna obliczy¢ n-ta potege macierzy.

&> Wyjaénij jak dziata funkcja Eigenvalues[] oraz zilustruj to na
przyktadzie.

&3 Wyjasnij jak dziata funkcja Eigenvectors[] oraz zilustruj na
przykladzie.

& Wyjasnij jak dziata funkcja Eigensystem[] oraz zilustruj na przy-
kiadzie.

&5 Jaka jest r6znica miedzy funkcjami Map[] i Apply[].
& Wyjasnij oraz zilustruj na przyktadzie dziatanie funkgcji NIntegrate[].
&; Wyjasnij oraz zilustruj na przyktadzie dziatanie funkcji WeightedAdjacencyGraph[].

&z Wyjasnij jak wykorzystaé¢ funkcje ArrayPlot[] do narysowania
szachownicy 4 x 4.

&y Wyjasnij oraz zilustruj na przyktadzie dziatanie funkcji MatrixForm[].

&10 Wyjasnij dlaczego kod: MatrixForm[{1,1}] == {2,2} nie zwraa
wartos$ci logicznej True.

&1 Wyjasnij jak zmieni¢ kolor wybranej (tylko jednej) krawedzi w
grafie generowanym za pomoca funkcji WeightedAdjacencyGraph[].

&> Niech n € N, parzysta. W jaki sposéb w grafie o n wierzchot-
kach generowanym za pomoca funkcji WeightedAdjacencyGraphl[ ]
pokolorowa¢ parzyste wierzchotki na zielono a nieparzyste na
z6tto?


http://reference.wolfram.com/language/ref/NestWhile.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigenvalues.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigenvectors.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigensystem.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Map.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Apply.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NIntegrate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/WeightedAdjacencyGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ArrayPlot.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/MatrixForm.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/WeightedAdjacencyGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/WeightedAdjacencyGraph.html
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&3 Wyjasnij oraz zilustruj na przykladzie dziatanie funkcji Transpose[].

%14 Wyjasnij jak przy pomocy funkcji AdjacencyGraph[] wygenero-
wa¢ graf pelny o 5 wierzchotkach.

&5 Wyjasnijj i zilustruj przyktadem dziatanie funkcji Total[].

&1 Czym roznia sie od siebie i co dokladnie robia notacje @, @@,
@@, /@?

&7 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji Graph[].

&3 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji Max[ ]
iMin[].
&19 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie dyrektywy GraphLayout.
&0 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie dyrektywy VertexyStyle
&1 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie dyrektywy EdgeStyle
&2, Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie dyrektywy DiscreteMarkovProcess.
&3 Czym rdznia sie funkcje DirectedEdge[] i UndirectedEdge[]?
&, Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dzialanie dyrektywy MarkovProcessProperties|[].
&5 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji Mean[]
& Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji SparseArray[]
&7 Jak z macierzy rzadkiej (SparseArray[]) uzyskac¢ zwykta ma-
cierz?
Uwaga: Pamietaj aby w rozwiazaniach
# zastosowaé opcje zwiekszajace
czytelno$¢ (a niekiedy nawet nadajace

L. . . sens) wykreséw. Sa to opcje takie jak:
stany o réznym okresie, tak aby graf reprezentujacy ten proces byt PlotRange, AxesOrigin, PlotStyle,

spojny (jako graf nieskierowany). Dla zaproponowanego procesu: PlotLegends itp.

#, Zaproponuj proces Markowa o co najmniej 6 stanach posiadajacy

# narysyj diagram przejscia w jednym kroku,

4 narysuj macierz przejScia w jednym kroku,

® znajdZ wszystkie stacjonarne rozklady prawdopodobieristwa.

&, Zaproponuj proces Markowa o okresie 2 posiadajacy co najmniej

6 standw, tak aby graf reprezentujacy ten proces byl spéjny (jako
graf skierowany). Dla zaproponowanego procesu:

® narysyj diagram przejscia w jednym kroku,

# narysuj macierz przej$cia w jednym kroku,

¢ znajdZ wszystkie stacjonarne rozklady prawdopodobienistwa.


http://reference.wolfram.com/language/ref/Transpose.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/AdjacencyGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Total.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Prefix.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Apply.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Apply.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Map.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Max.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Min.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GraphLayout.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/VertexyStyle.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/EdgeStyle.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/DiscreteMarkovProcess.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/DirectedEdge.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/UndirectedEdge.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/MarkovProcessProperties.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Mean.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/SparseArray.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/SparseArray.html
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#&; Wykorzystujac funkcje Eigensystem[] znajdZz wszystkie stacjo-
narne rozklady prawdopodobienistwa dla grafu zadanego macierza
przejécia (Rozumianej w mysl definicji 11)

1 0 0 0 O
0 05 05 0 0
0 0 0 050
0 05 0 0 1
0 0 05 05 0

#, Powtérz zadanie #3 dla macierzy przejscia:

1 0 0 03 0
0 05 05 0 O
0 05 05 0 O
0 0 0 051
0 0 0 02 0

&; Wykorzystujac funkcje AdjacencyGraph[], Table[], If[] napisz
program, ktéry dla zadanego n € IN wygeneruje graf peiny o n
wierzchotkach.

[ Y5 Wykorzystujac funkcje Graph[], Table[], If[] napisz program,
ktory dla zadanego n € IN wygeneruje graf pelny o n wierzchot-
kach.

#&; Napisz funkgje, ktory, wykorzystujac funkcje Total[] sprawdza
czy podana w jej argumencie macierz jest macierza przejécia w
jednym kroku (w mys$l definicji 11).

#; Napisz funkgcje, ktéry, wykorzystujac funkcje Plus[] sprawdza
czy podana w jej argumencie macierz jest macierza przejscia w
jednym kroku (w mys$l definicji 11).

&9 Napisz funkgcje ktéra dla zadanego n € IN zwracaé bedzie przy
pomocy ArrayPlot[] graficzna reprezentacje macierzy n x n
przedstawiajaca pikselowe koto, czyli figure, w ktérej matymi
kwadratami przybliza sie z coraz wieksza dokladnoscia (wraz ze
wzrostem warto$ci n) wnetrze dwuwymiarowej kuli.

&) Wykonaj zadanie #g przyblizajac wnetrze dwuwymiarowej
figury danej nastepujaco:

P = {(x,y) ER?:4+2x < X2+ y? <9}.

#1; Wykonaj zadanie #dg przyblizajac wnetrze tréjkata rownobocz-
nego.
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http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigensystem.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/AdjacencyGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/If.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Table.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/If.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Total.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Plus.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ArrayPlot.html
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&, Wykonaj dwie animacje P" (wypisanej jako macierz), w funkgji
n =1,...,10, gdzie P to macierz przejScia w jednym kroku dla
ergodycznego i okresowego procesu Markowa

#13 Stworz rzadka macierz 100 x 100, ktérej elementy to 1 dla

wspoéirzednych bedacych liczbami pierwszymi i 0 dla pozosta-
W raporcie wystarczy poda¢ kod

1yCh‘ zrédlowy i wycinek macierzy np.
10 x 10.
#1, Stosujac funkcje Apply[] i Reverse[] przygotuj kod, ktory po-

zwoli zmieni¢ kierunek skierowanych krawedzi w wybranym
grafie skierowanym.

&5 Stworz rzadka macierz 10 x 10, ktorej (n, k)-ty elementy to k-ta
cyfra po przecinku liczby 7.

#1s Napisz program, ktory dla zadanego n € IN, zawraca graf
Do wygenerowania grafu polecam uzy¢

bedacy siatka kwadratowa. Zapisz jego macierz sasiedztwa. funkdji Graph( 1.

&7 Napisz skrypt, ktéry tworzy w losowy sposéb macierz przejécia
procesu Markowa o 20 stanach. Rozstrzygnij jaki typ dynamiki
prezentuje.

#5 Dla wybranego procesu ergodycznego P o co najmniej 5 stanach
i losowej wartosci poczatkowej xo narysuj wykres n(e) zaleznosci
minimalnej liczby iteragji n, dla ktorych |P"xg — P®xg|, < €.

&y Postugujac sie funkcja GridGraph[] wyznacz macierz przejscia
w jednym kroku dla btadzenia losowego po siatce kwadratowe;j.

&> Majac dana macierz przejscia w jednym kroku (definiuje ona w
sposob jednoznaczny pewien graf) napisz funkcje zwracajaca liste
stopni jego wierzchotkéw. Zilustruj na przykladzie dziatanie tej
funkcji.

&, Majac do dyspozycji wybrany graf nieskierowany zadany za
pomoca funkgji Graph[] napisz funkcje zwracajaca liste stopni jego
wierzchotkéw. Zilustruj dzialanie tej funkcji na przyktadzie.

#,; Dla wybranego procesu ergodycznego P i losowej wartosci
poczatkowej xp narysuj wykres e(n) zaleznosci € = |P"xg|, od
liczby iteracji n.

&3 Wykorzystujac funckje AbsoluteTiming[] Poréwnaj czasy itera-
¢ji wybranej macierzy z zaje¢ przy uzyciu funkcji MatrixPower[] i
Nest[]. Dla obu metod narysuj wykres zaleznosci czasu od liczby
iteracji.

#; Przy pomocy funkcji SparseArray[] wygeneruj macierz sasiedz-
twa w siatce kwadratowej 10 x 10.


http://reference.wolfram.com/language/ref/Graph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Apply.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Reverse.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/GridGraph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Graph.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/AbsoluteTiming.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/MatrixPower.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Nest.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/SparseArray.html
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&5 Dla ogdlnej postaci macierzy przejscia w jednym kroku dwusta-
nowego procesu Markowa

p 1—g
1-p g

gdzie p,q € [0,1], wyznacz symboliczny wzor na rozktad stacjo-
narny. Wyznacz warunek na p i g kiedy ta macierz jest podwojnie
stochastyczna, wypisz wzor na rozklad stacjonarny dla tego przy-
padku.

@&, Dla rozkltadu prawdopodobienistwa danego przez (p,1 — p),
gdzie p € [0,1], przy pomocy funkcji D[] znajdz i okresl ekstre-
mum entropii danej przez H(p1, p2, -, Pn) = — Li—1 — Pk 108 Pi-

#,; Dla wybranego ergodycznego taricucha Markowa o liczbie sta-
néw co najmniej 10 narysuj wykres pierwszej wspéirzednej w
funkgji liczby iteracji (co najmniej 20).

23


http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
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Roéwnanie Van der Pola

Z APISALEM SIE DO TAKICH, CO TYM INTERESEM KRECA,
MOWIA, ZE SIE TO OPLACA I POMAGA W STUDIOWANIU!

— J.KACZMARSKI

Celem zaje¢ bedzie zbadanie dynamiki zadanej przez nastepujace
réwnanie rézniczkowe

¥4 f (x)%+ax =0, (1)

gdziea > 0,a f : R — R jest nieparzysta i odpowiednio gtad-
ka. Réwnanie (1), bedace podtypem tak zwanych réwnan Liénarda
(patrz [3]), rozwazymy dla ustalonej funkcji f danej wzorem

3

fo)=-n(r-%), dn pew @
Dla ktérej réwnanie (1) przyjmuje postaé

jc'—y(l—x2>x+ux:O, a>0 pek (3)

Plan badan

1. Uproszczenie a w (1) poprzez zauwazenie, Ze parametr ten mozna
dowolnie zmienia¢ skalujac czas. Tym samym jeZeli interesuje nas
dynamika trajektorii to mozemy potozy¢ a = 1.

Rozwigzanie: Pokazujemy, ze rozwiazania réwnan

5c"+\}af’(x)5c+x:0,

¥+ f'(x)k+ax=0
sa izomorficzne z dokladnos$cia do przeskalowania czasu. Dzieki

temu uzyskamy informacje, iz ich portrety fazowe réwniez sa
jedynie przeskalowane.

2. Pokazujemy, ze znak przy funkgji f'(x) nie jest wazny bo odpo-
wiada tylko za odwroécenie czasu. Oznacza to, ze jezeli poznamy
dynamike réwnania (3) dlaa = 1iu > 0 to jesteSmy w stanie
wnioskowa¢ o dynamice dla dowolnycha > 0iu € R\ {0}.

3. Korzystamy z poprzednich wynikéw oraz zapisujemy (3) w posta-
ci uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

s=u(x-%)+y,
Y= —x.

>0 4)

Réwnanie (1) pojawia sie przy opisie
natezenia pradu wystepujacego w
obwodzie RLC, gdy rezystor posiada
nieliniowa charakterystyke pradowo-
napieciowa. Obwdéd z rezystorem
nazywanym diodq tunelowq mozna w
przyblizeniu opisa¢ réwnaniem (3),
ktére nazywane jest réwnaniem van der
Pola (wiecej informacji mozna znalez¢é w

[4]).

Uwaga: Przypadek y = 0 trzeba
rozwazy¢ oddzielnie jako trywialny.
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4. Przy uzyciu funkcji Solve[] znajdz rozwiazania stacjonarne ukta-
du (4). Nastepnie przy uzyciu funkcji D[] dokonaj linearyzacji (4).
Zauwaz, ze dla kazdej funkgji f(x) nieparzystej mozemy znalez¢
punkty stacjonarne.

5. Badamy stabilno$¢ zlinearyzowanego punktu réwnowagi za po-
moca funkcji Eigenvalues[] albo Eigensystem[]. Nastepnie opie-
rajac sie na twierdzeniu Grobmana-Hartmana analizujemy stabil-

nosé punktu rownowagi uktadu (3). Uwaga: Dla i = 0 nie mozna stosowac
. . twierdzenia G-H.
6. Przy ustalonej wartosci p = 2:

® rysujemy portret fazowy dla uktadu (4),

¢ wykorzystujemy NDSolve[] aby rozwiazac (4) z ustalonymi
warunkami poczatkowymi (x(0),y(0)) = (2,3) i prezentujemy
rozwiazanie w postaci dwoch funkeji (x(t),y(t)) na jednym
wykresie (z legenda),

4 dla danych z poprzedniego punktu rysujemy trajektorie (naj-
pierw na oddzielnym wykresie a potem na wykresie portretu
fazowego).

7. Zestawienie w jednym bloku Manipluate[] wykreséw portretu fa-
zowego z zaznaczonym (czerwona kropka) punktem stacjonarnym
oraz z dwoma zaznaczonymi trajektoriami, tak aby:

¢ umozliwi¢ zmiane wartosci u > 0 w zakresie [0, 5],

¢ umozliwi¢ wpisanie punktéw startowych (x1(0),y1(0)) oraz
(x2(0),y2(0)) dla dwdch réznych trajektorii,

¢ umozliwi¢, za pomoca przyciskéw, wybodr gérnej granicy cza-
sow ty, ty dla ktérych rozwazane sa trajektorie z poprzedniego
punktu (niech tq,t, € {1,2,4,8,16,32}),

8. Przy wykorzystaniu manipulate’a z punktu 7. zbadanie zachowa-
nia trajektorii uktadu (3). Nastepnie podsumowanie otrzymanych
wynikéw dla oscylatora van der Pola i sformutowanie hipotezy o
granicznym zachowaniu trajektorii niezerowych.

9. (Dodatkowe) Za pomoca bloku Manipulate[] z punktu 7. zbada¢
inne funkcje nieparzyste f(x) zamiast ogranicza¢ sie do rozwaza-
nej (2). Z ciekawych funkcji polecam:

: 1 1
f(x) =px —sin(x), dla ye{loo,lo}

Pytania i problemy

& Jak, przy pomocy funkcji D[] wyznaczy¢ macierz pochodnych
funkcji dwéch zmiennych?


http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigenvalues.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Eigensystem.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NDSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipluate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Manipulate.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/D.html
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&, Wyjasnij dlaczego kod:

a = MatrixForm[{{1, 0}, {0, 1}}];
a.a
. . ll 0]
nie zwraca wyniku .
01

&3 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkji MatrixForm[].
&, Wyjasnij oraz zilustruj przyktadem dziatanie funkcji Eigenvalues[].
&; Wyjasnij oraz zilustruj przyktadem dziatanie funkgji Eigensystem[].
& Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkjic Eigenvectors[].

&; Wyijasnij czym réznig sie nastepujace dzialania na macierzach: .
(kropka) i * (gwiazdka).

&3 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji ParametricPlot[].

&y Wyjasnij w jaki sposéb wymusi¢ zakres wys$wietlanych osi dla
polecenia ParametricPlot[].

%190 Wyjasnij w jaki sposéb do wykresu danego kodem

ParametricPlot[{{Sin[2t], Mod[Sin[t],11},
{Sin[Zt], Mod[2 Sin[t], 11}}, {t, 0, 2 Pi}]

dodac¢ legende tak aby efekt wygladat nastepujaco:

Legenda
— f(x) 9(x)

&1 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkgji VectorPlot[].

&> Wyjasnij jak zmieni¢ wielkos¢ wektoréw generowanych przy
pomocy VectorPlot[].

%13 Wyjasnij jak dziata opcja StreamPoints mozliwa do ustawienia
przy wykresach generowanych za pomoca funkcji VectorPlot[].

&1, Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkgji Solvel[].

&5 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji NSolve[].
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&1 Jaka jest r6znica miedzy funkcjami Solve[] a NSolve[]? Podaj
przyktad ja ilustrujacy.

&17 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji DSolve[].

&3 Wyjasnij w jaki sposéb odwotujemy sie do rozwiazan réwnan
algebraicznych otrzymanych za pomoca funkcji Solve[].

%19 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji NDSolve[].

&) Jaka jest r6znica miedzy funkcjami DSolve[] a NDSolve[]? Podaj
przykiad ja ilustrujacy.

&1 Wyjasnij w jaki sposéb odwotujemy sie do rozwiazan RRZ
otrzymanych za pomoca funkcji NDSolve[].

&2, Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji ReplaceAll[].
&3 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji Evaluate[].

&, Wyjasnij w jaki sposéb za pomoca funkgji Plot[] otrzymac
wykres funkgji Series[Cos[x], {x, 0, 4}]. opuscié reszte Peano.

&5 Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkgji Series[].

&y Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji FullSimplify[].

&>; Wyjasnij oraz zilustruj przykladem dziatanie funkcji Expand[].
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Oczywiécie aby uzyska¢ wykres nalezy

Uwaga: Pamietaj aby w rozwiazaniach

# zastosowaé opcje zwiekszajace

&, Narysuj portret fazowy ukladu czytelnosé (a niekiedy nawet nadajace

sens) wykreséw. Sa to opcje takie jak:
PlotRange, AxesOrigin, PlotStyle,

X=-—-x+ %Arctg (307rx), PlotLegends itp.

xX,y) € —2,22.
¥ =—y+ 2Arctg (307ty), (y) €l ]

&, Narysuj portret fazowy uktadu

X =ysin(x),

(x,y) € [-2m,2m)>.
y=xcos(y),

#; Narysuyj portret fazowy uktadu

x =sin(y),

j = sin (x), (x,y) € [-2m,2m)>.


http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/DSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/Solve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/NDSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/DSolve.html
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http://reference.wolfram.com/language/ref/NDSolve.html
http://reference.wolfram.com/language/ref/ReplaceAll.html
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&, Narysuj portret fazowy oraz opisz dynamike zadana przez

uklad:

X, x> 4+y?>1,

X = 0, x2 + y2 =0,

—4x, 2+y? <,

s (x,y) € [—1,1]2.

Y, x*+y->1,

y= 0, x> +y? =0,

—4y, 2+y? <,

&5 Znajdz punkty stacjonarne ukladu

X = x2 —2xy + 12,
y=y*—3x—3y+8.

& Znajdz punkty stacjonarne ukladu

x =sin(y),

y= yz +x2—4.
#®; Znajdz punkty stacjonarne ukladu

X =xyz+ \ﬁz,

y=x2— 12 +22,

zZ=2z—X.

#; Znajdz punkty stacjonarne ukladu

r=e+x+y,
y=xy.

&9 Rozwaz uklad:
X =x%—2xy+y?,
y=y>—3x—3y+8.

Narysuj rozwiazanie tego ukladu w czasie t € [0,50] startujace z
punktu (x(0),y(0)) = (1,3). Na wykresie zamies¢ legende.

#®1) Rozwaz ukiad:

X =y+ 2Arctg (307x),
y=—x+ 2Arctg (307ty) .

Narysuj rozwiazanie tego uktadu w czasie t € [0,50] startujace z
punktu (x(0),y(0)) = (1,3). Na wykresie zamies¢ legende.
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#; Rozwaz ukiad:
x =sin(y),
Y = cos? (x).
Narysuj rozwiazanie tego ukladu w czasie t € [0,50] startujace z
punktu (x(0),y(0)) = (0,0). Na wykresie zamies¢ legende.
#> Rozwaz ukiad:

X =z+y+ 2Arctg (307x),
¥ = —x+ 2Arctg (307ty),
z2=1/25

Narysuj rozwiazanie tego uktadu w czasie t € [0,70] startujace z
punktu (x(0),y(0),z(0)) = (1,2,3). Na wykresie zamies¢ legende.

&3 Na portrecie fazowym uktadu Przypominamy, ze w zadaniach é3-
A trzeba szczegodlnie zadbac o czytel-
no$¢ wykresu tak aby trajektorie byty
dobrze widoczne. Jezeli kto§ decyduje
y= yz —3x -3y +8. sie na czarno-bialy wydruk to prosze
tez to uwzgledni¢ przy dobieraniu
odcieni szarosci

X =x%—2xy+y?,

umies¢ trajektorie, dla czasu t € [0,50], startujaca z punktu
(x(0),y(0)) = (1,3).

&1, Na portrecie fazowym uktadu

X =y+ 2Arctg (307x),
y = —x+ 2Arctg (307y).

umies¢ trajektorie, dla czasu t € [0,50], startujaca z punktu
(x(0),y(0)) = (1,3).

&5 Na portrecie fazowym uktadu

x = sin (y)
2

y = cos” (x),

umies$¢ dwie trajektorie. Jedna startujaca z punktu (x(0),y(0)) =
(0,1) a druga z punktu (x(0),y(0)) = (0,0). Rozwaz czas t €
[0,15].

&, Na portrecie fazowym uktadu

. 5 W zadaniu #¢ zalecany jest kolorowy
X=y+z+ ;Arctg (307Tx ) ’ wydruk (bardzo utatwi uzyskanie

y=—-x+ 2 Arctg (307Ty) czytelnosci wykresu).
7T 7

z=1,

umies¢ trajektorie, dla czasu t € [0,50], startujaca z punktu
(x(0),¥(0),2(0)) = (1,2,3).
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#; Znajdz rozwiazanie og6lne réwnania:

x"(t) +2x'(t) + x(t) = cos(t).

W zadaniach #7—#y przydatna moze
okaza¢ sie funkcja Simplify[].

M5 Znajdz rozwiazanie og6lne réwnania:
x" () 4 2x'(t) + x(t) = sin(t) cos(t).

M9 Znajdz rozwiazanie og6lne réwnania:

X () +2x'(t) + x(t) = €.
&, Znajdz rozwiazanie ogélne réwnania:

X () +2x' () + x(t) = te'.
#:; Przy uzyciu funkcji ParametricPlot[] narysuj spirale Archime-

desa.

&, Przy uzyciu funkeji ParametricPlot[] narysuyj cykloide.
#; Przy uzyciu funkcji ParametricPlot[] narysuj kardioide.

#, Przy uzyciu funkcji ParametricPlot[] narysuj czterolistng koni-
czyne (Quadrifolium).

@5 Rozwiaz réwnanie x”/(t) = —k?x(t), przewidujac jego rozwiaza-
nie w postaci funkgji analitycznej x(t) = Y7 ant", przeksztalcajac
réwnanie rézniczkowe na réwnanie rekurencyjne na a, i rozwiazu-
jac je (np. funkcja RSolve[]) aby nastepnie zsumowaé otrzymany
szereg, otrzymujac ogodlne rozwigzanie wyj$ciowego réwnana.

#; Rozwiaz réwnanie x(t) = k?x(t), przewidujac jego rozwiazanie
w postaci funkgji analitycznej x(t) = Y5> ant", przeksztalcajac
réwnanie rézniczkowe na réwnanie rekurencyjne na a, i rozwiazu-
jac je (np. funkcja RSolve[]) aby nastepnie zsumowaé otrzymany
szereg, otrzymujac ogodlne rozwigzanie wyj$ciowego réwnana.

#>; Rozwiaz réwnanie ¥ = —k2x, a nastepnie zapisz rozwiazanie w
postaci wykladniczej i trygonometrycznej (wykorzystujac w tym
celu wbudowane funkcje srodowiska Wolfram Mathematica.
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