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Uwaga! Plik jest na biezaco aktualizowany. Zadania podane ponizej mozna oddawaé¢ do
przedostatnich zajeé, tj. do 06.06. Pod zadaniami podaje zajete rozwiazania, punkty otrzymu-
je tylko pierwszy autor/ pierwsza autorka kazdej metody rozwiazania. Zadania moga, ale nie
muszg mieé zwiazek z dotychczasowymi zajeciami (a wiec nie zawsze wlasciwym bedzie stoso-
wanie poznanych dotychczas metod, czasami warto zaczekac). Wszystkie zamieszczone tutaj
zadania sa bardziej wymagajace niz te z prac domowych (stad tez brak tygodniowej presji),
przy czym * oznaczam problemy najtrudniejsze, czesto otwarte. W ich przypadku komplet
punktow moze przyniesé¢ takze numerycznie motywowana hipoteza lub wynik czesciowy.
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3.

Zmajdz wszystkie rekurencje postaci
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ktoérych rozwiazania sa okresowe niezaleznie od wyboru poczatkowych wartosci ciaggu
Xo, ooy Xg—1. [1]

Dotychczasowe rozwigzania:

Przeanalizuj problem wiez z Hanoi w przypadku gdy mamy 2 pomocnicze prety. [1]
Dotychczasowe rozwigzania:

Rozwiaz problem wiez z Hanoi w ogdélnym przypadku gdy mamy k& pomocniczych pre-
téw. [1]

Dotychczasowe rozwiagzania:

Zalézmy, ze Flawiusz spostrzegl, ze znajduje sie na pozycji j, ale ma mozliwos¢ wybrania

parametru eliminacji ¢, tak, ze eliminowana jest co g¢-ta osoba. Czy zawsze moze sie
uratowac? [1]

Dotychczasowe rozwigzania:

Czy wszystkie prostokaty 1/k na 1/(k + 1) dla k > 1 moga pokryé kwadrat o boku 17
Najpierw wykaz, ze suma ich pdl réwna jest 1. [1]

Dotychczasowe rozwiazania:

Samoopisujacy sie ciag S. Golomba {f1, fa2, f3, ...} jest jedynym niemalejacym ciagiem
liczb naturalnych (bez zera) spelniajacym warunek, ze ciag ten zawiera dokladnie fj

wystapien liczb k dla kazdego k. Dla przykladu fi =1, fo =2, fs =2, fa =3, f5 =3,
fe = 4, itd. Wykaz, ze
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12.

a) g(n) = 21 fr;
b) g(g(n)) = 2_1 kfr,
c) g(g(g(n))) = sng(n) (g(n) +1) — 3771 (k) (g(k) +1).

gdzie g(n) jest najwigksza liczba catkowita m taka, ze f,, = n.[1]

Dotychczasowe rozwiagzania:

Proces Yule’a [2] opisany jest przez nastepujace réwnania rekurencyjne
m
t+ 1)P(1)=tP(1)+1— P(1), k=1
(t+1)P1(1) +(1) + m+1t()7 ;
m m
t+ 1)Py1(k) =tP(k k—1)P(k—1)— kP(k), k>1
(t + 1) Py (k) t(k) + ——— (b = DPk = 1) - ——— kFi(k), k>1,

gdzie m € N jest parametrem. Rozwiaz ten uklad. Jak rozwiazania zalezg od parametru
m? Jaka jest ich asymptotyka?

Dotychczasowe rozwigzania:

Oblicz wartosé ponizej catki

K n
S, (K) = f (Zcos@k> d6dbs . .. dbx,
r \k=1

[0, 27]

dan=01,2...,aK=123,....

Dotychczasowe rozwigzania:

Znajdz ogblne wyrazenie nan mod k, podobne do tego z zadania 3.10 z pracy domowe;j.

Dotychczasowe rozwigzania:
Oblicz sumy S, = Y5 |n/2F + 1| oraz T, = 3377, 2F|n/2F + 12
Dotychczasowe rozwigzania:

Niech z bedzie liczba rzeczywista nie mniejsza niz ¢ = (1 +4/5). Uzasadnij, ze rozwia-
zanie rekurencji

mozna zapisaé jako Z, (z) = [[f(z)]?"], jesli z jest liczba catkowita i f(z) = limy,— o[ Zn(z)]/2",

poniewaz w tym przypadku Z,(z) —1 < [f(x)]*" < Z,(x). Jakie inne ciekawe wlasnosci
ma funkcja f7 [1]

Dotychczasowe rozwigzania:
. (—1)Fk
Oblicz sume >3 ‘gz - [1]
Dotychczasowe rozwiazania: PG: rozbicie na utamki proste
L.G: dowéd indukcyjny.
PB: metoda repertuaru.



13.x Na zajeciach obliczyliémy na wiele sposobéw sume Y, k™ dla m = 2. Czy istnieje
og6lny wzor dla m € N7 Jak zalezy on od m? Co z przypadkiem rzeczywistych m?

Dotychczasowe rozwigzania:
14. Wykaz, ze dla m > 2 rozwiazaniem rekurencji
Xo =m,

X,=X2,-2 n>0,

jest X, = [a?"], gdzie a + ™' = mia > 1. Ile wynosi a dla m = 1, 2,3, ...?[1]
Dotychczasowe rozwigzania:

15.x W zadaniach domowych pomylitem sie, wpisujac w 2.3 nastepujaca tresé: ZnajdZ zwartg
postaé Y7 _o(=1)*2% za pomocg metody repertuaru, gdzie powinno byé oczywiscie k>
zamiast 2F. Czy mozna skonstruowaé repertuar, umozliwiajacy policzenie tej pomylonej
sumy?

Dotychczasowe rozwiazania:
PB: metoda repertuaru.

16. Udowodnij prawdziwoéé wzoru a(p) = 2P~! dla liczb pierwszych p dla ciagu A005179.
Dotychczasowe rozwigzania:

17.x Czy istnieje (i jaka ma postaé¢) uogdlnienie wzoru z zadania 16 dla dowolnej liczby p?
Dotychczasowe rozwigzania:
18. Znajdz zwarta postac dla
U n+k
ot (")
k=0

Dotychczasowe rozwigzania:

CDN...
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