Prace domowe z z metod kombinatorycznych w fizyce

Grzegorz Siudem

12 czerwca 2017

Uwaga! Plik jest na biezaco aktualizowany. Po kazdych zajeciach nalezy rozwiazaé i oddaé
w terminie dowolne, wybrane przez siebie zadania, przy czym, nie mozna za kazdy taki zestaw
otrzymadé wiecej niz 10 punktéw. Zadania, w zaleznosci od stopnia trudnosci, warte sa 1, 2
lub 4 punkty!.

1 Zajecia wprowadzajace 21.02 [termin oddania: ostatnie zajecial

1.1 (2p.) Niech L,, oznacza maksymalna liczbe kawatkéw pizzy?, mozliwych do uzyskania
w n prostolinijnych cieciach. Uzasadnij, ze L,, spelnia ponizsze réwnanie rekurencyjne

Lo =1, (1)
L,=L,_1+n, n>0.

[zadanie inspirowane rozdziatem 1.2 w [6]]

1.2 (2p.) Rozwiaz pizzowe réwnanie (1).
[zadanie inspirowane rozdziatem 1.2 w [6]]
1.3 (2p.) Problem Jozefa Flawiusza®: niech n, ponumerowanych od 1 do n oséb ustawi
sie w kotko. W kazdym ruchu eliminujemy z kotka co druga osobe, zaczynajac od 2,
wygrywa ostatnia osoba pozostajaca w grze, ktérej numer oznaczamy przez J,. Na
przyktad dla n = 10 porzadek eliminowania to 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 1, 9. Gre wygrywa
numer J, = 5. Udowodnij, ze J,, spelnia ponizsza rekurencje

Ji=1; (2)
J2n:2e]n—1, ’I’L>07
J2n+1 = 2Jn + 17 n > 07

[zadanie inspirowane rozdziatem 1.3 w [6]]

1.4 (2p.) Napisz skrypt, ktéry na podstawie (2) wygeneruje pierwszych 100 liczb J, .

[zadanie inspirowane rozdziatem 1.3 w [6]]

!Zadania z pierwszej serii, na dobry poczatek, punktowane sg podwdjnie.
2Zakladamy, ze nasza pizza pokrywa cala plaszczyzne R2.
3Po drastyczne historyczne tto tego problemu odsytam do rozdziatu 1.3 w [6] i cytowanej tam literatury.



1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

(2p.) Modyfikacja problemu wiez z Hanoi: zachowujac zasade przekladania krazkéw,
znajdz najkrotsza sekwencje ruchéw przekladajacych wieze o n krazkach z preta A na
pret B, jesli bezposrednie ruchy miedzy pretami A i B sg zabronione, a zatem kazdy ruch
musi zaczynaé sie lub konczy¢ na precie C.

[zadanie 1.2 w [6]]

(4p.) Niech H,, = Jyu11 — Jy, gdzie J,, dane sa rekurencja (2). Zauwazmy, ze Ha, = 2,
a Hopi1 = 2H,, — 2 (to drugie uzasadnij). A zatem, na mocy indukcji matematycznej
H,, = 2 dla wszystkich n, co, jak tatwo sprawdzi¢, nie jest prawda. Gdzie tkwi blad tego
rozumowania?

[zadanie 1.7 w [6]]

(4p.) Podwdjna wieza z Hanoi sklada si¢ z 2n krazkéw, n r6znych rozmiaréw, po 2 krazki
kazdego rozmiaru. Reguly przesuwania nie zmieniaja sie, ale nie rozrézniamy krazkéw o
tym samym rozmiarze. Ile ruchow trzeba wykonaé aby przenies¢ wieze z jednego preta
na drugi?

[zadanie 1.11 w [6]]

(4p.) Uogdlnijmy zadanie 1.7 zakladajac, ze mamy n réznych rozmiaréw krazkow, przy
czym my, krazkéw o rozmiarze k. Oblicz minimalna liczbe ruchéw A(my, ..., my) po-
trzebna do przeniesienia wiezy przy zachowaniu regul przenoszenia z zadania 1.7.

[zadanie 1.12 w [6]]

(4p.) Wyznacz réwnanie rekurencyjne dla problemu Joézefa Flawiusza (por. zadanie
1.3), gdy interesuje nas numer I,, przedostatniej osoby usuwanej z gry.

[zadanie 1.15 w [6]]

(8p.) Rozwiaz rekurencje Jézefa Flawiusza (2).

[zadanie inspirowane rozdziatem 1.3 w [6]]

(8p.) Modyfikacja problemu Jézefa Flawiusza (por. zadanie 1.3): Zalézmy, ze w kregu
stoi 2n 0s6b. Pierwsze n stanowia dobrzy, a drugie n Zli. Pokaz, ze dla kazdego n mozna
dobraé takie m (zalezne od n), ze przy eliminowaniu co m-tej osoby wszystkie zle osoby
wyeliminujemy jako pierwsze. Na przyktad gdy n = 3 wowczas m = 5, gdy n = 5,
m = 30.

[zadanie 1.21 w [6]]

(8p.) Zli dworzanie planowali zamach na dobrego sultana, zatruwajac jedna z 1001
stagwi z winem, jakie posiadal. Trucizna jest tak dobrana, ze nie ma na nig lekarstwa,
a osoba, ktora ja wypije umiera, niczego sie wcze$niej nie spodziewajac, dopiero po 100
dniach. Spisek wyszed! na jaw, a dworzanie odpowiedzialni za jego przygotowanie poj-
mani. Suttan nie chce wylewaé 1000 niezatrutych stagwi, ani tez czeka¢ dtuzej niz 100
dni, na to, zeby napié sie swojego ulubionego trunku. Zdecydowat wiec da¢ do picia wino
ze stagwi pojmanym spiskowcom, tak, zeby po 100 dniach, patrzac ktérzy z nich przezy-
li wywnioskowaé z pewnoscia, ktéra stagiew jest zatruta. Rozwigzanie naiwne wymaga
1001 dworzan, ale nadworny mag podpowiedzial suttanowi, ze do jednoznacznej iden-
tyfikacji wystarczy w zupetnosci 10 dworzan czekajacych w lochu. Udowodnij, ze mag



ma racje. Problem jest czysto kombinatoryczny, rozwiazania sugerujace wyciagniecie
informacji od wiezniéw nie bedag uznawane.

[zastyszane]

2 Sumy I 28.02 [termin oddania: 07.03]
2.1 (1p.) Upros$¢ wyrazenie x ([z > 0] — [z < 0]).
[zadanie 2.2 w [6]]

2.2 (1p.) Wyznacz warto$¢ sumy » . [1 < j < k < n], w zaleznosci od j i n.

[zadanie 2.5 w [6]]

2.3 (1p.) Znajdz zwarta posta¢ p_,(—1)*k? za pomoca metody repertuaru.
[zadanie 2.13 w [6]]

2.4 (1p.) Zastosuj metode zaburzeni do sumy Y _ k2"

[zadanie inspirowane rozdziatem 2.3 w [6]]

2.5 (1p.) Wyraz przez liczby harmoniczne H, sume >3 i r<p, k—ij

[zadanie inspirowane rozdziatem 2.4 w [6]]
2.6 (2p.) Stosujac metode czynnika sumacyjnego rozwiaz rekurencje
To = 5;
2T, =nT,_1+3n! n>0.
[zadanie 2.19 w [6]]

2.7 (2p.) Oblicz za pomoca metody zaburzeii sumy S, = > p_o(=1)" " *i T, = Y7_,(=1)""*k.
[czes¢ zadania 2.21 w [6]]

2.8 (2p.) Stosujac metode zaburzeni do sumy >, _, kHj, wyprowadz wzoér na Y ._, H.
[zadanie 2.20 w [6]]

2.9 (2p.) Wyprowadz tozsamosé Lagrange’a (bez uzycia indukcji)
n n n 2
Z (ajby — akbj)2 = (Z ai) (Z b%) — (Z akbk> ,
1<j<k<n k=1 k=1 k=1

wyprowadzajac ogollniejszy wzor dla sumy podwdjnej

D1 (ajbe — ardy) (AjBi — ABj).

1<j<k<n

[zadanie 2.22 w [6]]



2.10 (4p.) Funkcja zeta Riemanna, zdefiniowana jest jako (k) = 23021 1/4*. Udowodnij, ze
a0
(C(k) —1) = 1.
k=2

[zadanie 2.31 w [6]]

2.11 (4p.) Niech a ~ b = max(0, a — b). Wykaz, ze

8

Z min(k,x ~ k) = » (z = (2k + 1)),
k=0

k=0

dla dowolnej rzeczywistej liczby x = 0. Wyraz te sume w postaci zwartej.

[zadanie 2.32 w [6]]
2.12 (4p.) Udowodnij twierdzenie Goldbacha.

ZL—1+1+}+i+i+i+i+i+...—l
kepk—2_3 7 8 15 24 26 31 35 -

gdzie P jest zbiorem poteg doskonatych zdefiniowanych rekurencyjnie
P={m"m=>=2 n>2 m¢P}

[zadanie 2.35 w [6]]

3 Sumy II, podloga i sufit I 07.03 [termin oddania: 14.03]

3.1 (1p.) Oblicz wyrazenie ||[ma|n/al, gdy m i n sa liczbami naturalnymi, a o > n liczba
niewymierng.

[zadanie 3.3 w [6]]
3.2 (1p.) Udowodnij, ze z™/(x — n)™ = 22/(x — m)2, o ile zaden z mianownikéw nie jest
zerem.

[zadanie 2.16 w [6]]

3.3 (1p.)Udowodnij zasade szufladkowa Dirichleta: jesli wkladamy do m pudetek n przed-
miotéw to wtedy pewne pudetko zawiera co najmniej [n/m| przedmiotéw i pewne za-
wiera ich co najwyzej |n/m)|.

[zadanie 3.8 w [6]]
3.4 (1p.)Znajdz warunek konieczny i dostateczny, by dla dodatnich liczb calkowitych n
zachodzila réwnosé [nz] = n[z|. Warunki powinny zawiera¢ {x}.

[zadanie 3.5 w [6]]

3.5 (1p.) Wykaz, ze wyrazenie [25H] — [255L] | 2251 | jest zawsze réwne albo |z] albo [z].

[zadanie 3.10 w [6]]



3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

(2p.) Rozwiaz rekurencje

[zadanie 3.7 w [6]]

(2p.)Udowodnij, ze réwnoéé [2] = | 2H2=1| zachodzi dla wszystkich liczb catkowitych
n i dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych m.

[zadanie 3.12 w [6]]

(2p.)Niech « i 8 beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze zbiory z po-

wtdrzeniami Spec(«) i Spec(f) tworza podzial zbioru liczb calkowitych dodatnich wtedy
i tylko wtedy, gdy « i B obie sg niewymierne i spelniaja relacje é + % = 1.

[zadanie 3.13 w [6]]

(2p.)Czy prawda jest, ze (x mod ny) mod y = x mod y, gdzie n jest liczba catkowi-
ta?

[zadanie 3.14 w [6]]

(4p.)Udowodnij, ze n mod 2 = (1 — (—1)")/2. Znajdz i udowodnij podobne wyrazenie

dla n mod 3, gdzie prawda strona jest postaci a 4+ bw™ + cw?”, a w jest liczbg zespolong
(=1 +i/3)/2. Wskazéwka: w3 =111+ w+w? = 0.

[zadanie 3.16 w [6]]

(4p.) Wylicz sume >3 |z + k/m|, gdzie > 0, przez wstawienie sumy >3;[1 < j <
x + k/m] zamiast |z + k/m| i wysumowanie wzgledem k.

[zadanie 3.17 w [6]]

(4p.)Znajdz warunek konieczny i dostateczny na to, zeby liczba rzeczywista b > 1
speliata réwnosé |log, x| = |log,|x|| dla wszystkich liczb rzeczywistych x > 1.

[zadanie 3.19 w [6]]

4 Podloga i sufit II 14.03 [termin oddania: 21.03]

Uwagal! Ze wzgledu na opéznione wrzucenie zadan dodatem do kazdego 1 punkt gratis.

4.1

(2p.) Znajdz wzory funkcji, ktére dodatniej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuja naj-
blizsza jej liczbe calkowita, a ponadto spelniaja relacje f (n + 1/2) = nalbo f (n + 1/2)
n+1,neN.

[zadanie 3.1 w [6]]

4.2 (2p.)Udowodnij zasade szufladkowq Dirichleta: jesli n czastek moze przyjaé¢ pewne war-

tosci energii spoérod m dopuszczalnych standéw to istnieje stan energetyczny, do ktorego
nalezy co najmniej |n/m| oraz taki do ktérego nalezy co najwyzej [n/mj].

[ufizycznione zadanie 3.8 w [6]]



4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

(2p.)Wyznacz (i udowodnij) wzér na liczbe liczb calkowitych zawartych w przedziale
[4, B).
[rozdziat 3 w w [6]]

(2p.)(inne kasyno, dlaczego?) Jak wiele liczb postaci 2™ dla 1 > m > M zaczyna si¢
w zapisie dziesietnym od cyfry 17

[zadanie 3.21 w [6]]

(2p.)Pokaz, ze n-ty wyraz ciagu 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,..., w ktérym liczba
m wystepuje dokladnie m razy jest réwny [v/2n + 3]

[zadanie 3.23 w [6]]

(3p.)W zadaniu 3.8 dowodzili$my interesujacej wlasnosci dwoch zbioréw z powtdrze-
niami Spec(a) i Spec (a/(ov — 1)), gdzie a bylo dowolna liczba niewymierna wigksza niz
1. Znajdz i udowodnij jaka ciekawa wlasno$é spelniaja zbiory z powtérzeniami Spec(a)
i Spec (a/(a+1)).

[zadanie 3.24 w [6]]

(3p.)Rozstrzygnij czy prawda jest, ze tzw. liczby Knutha, czyli rozwiazania rekurencji

Ko =1,
Kyp41 =1+ min (2Kln/2j’ 3K[n/3j) ,

spelniajg relacje K,, > n. [zadanie 3.25 w [6]]
(3p.)Rozwiaz rekurencje

agpg =

ap = ap—1 + |\/an—1].
[zadanie 3.28 w [6]]

(8p.) Czy jest prawda, ze |z| + |y| + |z + y] = |2z] + |2y]?
[zadanie 3.31 w [6]]

(5p.) Uproéé wyrazenie |(n + 1)?nle] mod n.
[zadanie 3.35 w [6]]

(5p.) Niech f(n) = >, _,[lgk], gdzie lg = log,y. Znajdz zwarta posta¢ f(n) dlan > 1,
udowodnij ponizsze réwnanie funkcyjne

f(n) =n—1+f(In/2]) + f(In/2)).

[zadanie 3.34 w [6]]



4.12 (5p.)Zakladajac, ze n € N znajdz zwarta postaé¢ sumy

22"

Z 1
Pt 2llgkl4llglg k|

gdzie 1g = log,.
[zadanie 3.36 w [6]]

5 Teoria liczb I 21.03 [termin oddania: 28.03]

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

2.7

5.8

2.9

5.10

(1p.) Wyznacz pierwszych 100 wyrazéw ciagu, ktérego n-ty element jest najmniejsza
liczba naturalna majaca dokladnie n dzielnikéw (program mile widziany).

[zadanie 4.1 w [6]]

(1p.) Udowodnij, ze NWD(m,n) - NWW(m,n) = m - n.

[zadanie 4.2 w [6]]

(1p.)Niech () oznacza liczbe liczb pierwszych nieprzekraczajacych z. Czy to prawda,
ze m(x) — w(x — 1) = [x jest pierwsza]?

[zadanie 4.3 w [6]]
(1p.)ZnajdZ proste wzory na L™ i P".
[zadanie 4.5 w [6]]

(1p.) Co by si¢ zmienilo, gdyby$my konstrukcje Sterna-Brocota rozpoczeli od pieciu

£ 01 0 =10 : 01
utamkéw T’ﬁ’j’T’T) zamiast (T’ﬁ)

[zadanie 4.4 w [6]]

(2p.) Jak mozna poprawi¢ wzor z zadania 4.37

[zadanie 4.3 w [6]]

(2p.)Ile wynosi suma odwrotnosci pierwszych n liczb Euklidesa?

[zadanie 4.16 w [6]]

(2p.)Naturalna liczba n nazywa sie liczba bezkwadratowa jesli nie jest podzielna przez
m? dla jakiegokolwiek m > 0. Uzywajac reprezentacji wykladniczej znajdz warunek
konieczny i dostateczny na to, zeby n bylo bezwkadratowe.

[zadanie 4.13 w [6]]
(2p.)Rozstrzygnij prawdziwosé ponizszych relacji

— NWD(km, kn) = kNWD(m,n),
— NWW(km, kn) = kENWW(m,n),

[zadanie 4.14 w [6]]

(4p.) Narysuj (na komputerze) konstrukcje Sterna-Brocota z zadania 5.5.



5.11

5.12

. . . 277' .o .

. n . 9 m n *
(4p.) Niech f, bedzie n-ta liczba Fermata 2 + 1. Udowodnij, ze fn,, L f, dla m #n
[zadanie 4.17 w [6]]

(4p.)Wykaz, ze jesli 2™ + 1 jest liczba pierwsza to n musi byé potega 2.
[zadanie 4.18 w [6]]

6 Teoria liczb II 28.03 [termin oddania: 04.04]

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

(1p.) Pokaz, ze liczba (377 — 1)/2 jest nieparzysta i zlozona.
[zadanie 4.10 w [6]]

(1p.)Wyznacz macierzows reprezentacje przesuniecia L

[dyskusja w rozdziale 4.5 w [6]]

(1p.)Wyznacz macierzows reprezentacje przesuniecia P

[dyskusja w rozdziale 4.5 w [6]]

(1p.)Liczba naturalna jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy gdy suma jej cyfr jest
podzielna przez 3. Udowodnij te wlasnos¢.

[zadanie 4.13 w [6]]

(1p.)Calkowita liczba dodatnia n nazywa sie bezkwadratowggdy nie jest podzielna przez
m? dla dowolnego m > 1. Narysuj wykres b(n)/n, gdzie b(n) to liczba liczb bezkwadra-
towych mniejszych niz n.

(2p.) Liczba 1111111111111111111 jest pierwsza. Udowodnij, ze dla kazdej podstawy
systemu liczbowego b liczba (11...1), moze by¢ pierwsza tylko wtedy gdy liczba jedynek
jest pierwsza.

[zadanie 4.22 w [6]]
(2p.)Poczatek reprezentacji Sterna-Brocota liczby m wyglada nastepujaco:
m =P L' PYPLP®?LPLP?LP}LPYL?P. ..,

Wykorzystaj to wyrazenie do znalezienia mozliwe prostych wymiernych przyblizen ,
ktorych mianowniki sg mniejsze niz 50.

[zadanie 4.28 w [6]]

(2p.)Udowodnij, ze jesli alb i a > b to NWD(a™ — b™,a™ — b"*) = oVWP(mn) _
pNWD(m,n)

[zadanie 4.13 w [6]]

(2p.) Oblicz, z wykorzystaniem komputera (sugeruje Mathematike), 1000! mod 1025,

[zadanie inspirowane 4.54 w [6]]



6.10 (4p.) Pokaz, ze jesli $rednia liczba ortéw uzyskanych w rzutach pewna niewywazona
moneta wynosi 0.316 to musiano wykonaé¢ co najmniej 19 rzutéw. Zalézmy, ze jesli
wyrzucono m ortéw w n rzutach to m/n € [0.3155,0.3165].

[zadanie 4.44 w [6]]
6.11 (4p.) Liczba 9376 ma ciekawa wlasno$é reprodukcji przy podnoszeniu do kwadratu
93762 = 87909376.

Ile sposréd 4-cyfrowych liczb z spelnia réwnanie 22 mod 10000 = 27 Ile spoéréd n-
cyfrowych liczb z spetnia 22 mod 10" = z?

[zadanie 4.45 w [6]]
6.12 (4p.)Pokaz, ze
2n—1 n—1
(H kmin(h?n—k)) / (H(Qk + 1)2n—2k—1> ’
k=1
jest potega dwdjki.
[zadanie 4.56 w [6]]
7 Dynamika symboliczna & symbol dwumianowy 04.04 [termin
oddania: 11.04]

7.1 (1p.) Oblicz wartosé d%(;)

7.2 (1p.)Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Dla jakich wartosci k (i dlaczego?) liczba
(Z) przyjmuje najwieksza wartos¢?

[zadanie 5.2 w [6]]
AN _ﬁ "
S (1-3)

[dyskusja w rozdziale 4.5 w [6]]

7.3 (1p.)Oblicz

7.4 (1p.)Udowodnij przedstawiona na zajeciach ciagowa (dla rozwiniecia binarnego) repre-
zentacje przeksztalcenia piekarza.

[dyskusja w rozdziale 7 w [3]]

7.5 (1p.)Calkowita liczba dodatnia n nazywa sie bezkwadratowggdy nie jest podzielna przez
m? dla dowolnego m > 1. Narysuj wykres b(n)/n, gdzie b(n) to liczba liczb bezkwadra-
towych mniejszych niz n.

7.6 (2p.) Pokaz, ze (};) to wielomian w zmiennej r. Wyznacz wspotczynniki tego wielomianu.

,;1 <l10g7; kJ) '

7.7 (2p.)Znajdz zwarta postaé dla

[zadanie 5.59 w [6]]



7.8 (2p.)Uzywajac przyblizenia Stirlinga oszacuj dla duzych m i n wspélezynnik dwumia-

nowy (m;”") Co otrzymamy gdy m = n?

[zadanie 5.60 w [6]]

7.9 (2p.) Znajdz wartoséci wlasne dla macierzy kota Arnolda. Jakie jest ich znaczenie w kon-
tekécie wyzymania kota?

[rozdziat 8.4 w [3]]
7.10 (4p.) Wykonaj animacje kota Arnolda.

7.11 (4p.) Udowodnij (to co pomachaliSmy rekami na zajeciach), ze przesuniecie dla pelnego
odwzorowania trojkatnego albo dla rodziny kwadratowej z p = 4 jest chaotyczne. [2]

7.12 (4p.)Pokaz, ze dla wszystkich liczb catkowitych k,n > 0 zachodzi (Z) < (%)k
[zadanie 5.80 w [6]]

8 Model Isinga I & symbol dwumianowy II 11.04 [termin
oddania: 25.04]

8.1 (1p.) Wyprowadz wzér et® = cosh(z) [1 £ tanh(x)].

8.2 (1p.) Jaka jest przyblizona wartos¢ sumy z zadania 7.3 dla duzych wartosci n?
[zadanie 5.8 w [6]]
8.3 (1p.) Czy moze istnieé¢ siatka, dla ktérej nieparzyste wspélezynniki w rozwinieciu wy-
sokotemperaturowym beda niezerowe? Dlaczego?
1 L 2n—1/2 2n—1/2
8.4 (1p.) Znajdz prosta relacje wiazaca (“" / )z ( ”2n/ ).
[zadanie 5.17 w [6]]

8.5 (1p.)Narysuj wszystkie zwierzatka o obwodach mniejszych badz réwnych 6 dla siatek
kwadratowej i kubicznej.

8.6 (2p.) Notacja >, (Z)Zk_” jest niejasna bez znajomosci kontekstu. Oblicz te sume
jako sume wzgledem k.
[zadanie 5.35 w [6]]

8.7 (2p.)Notacja >, (Z) 2F=" jest niejasna bez znajomosci kontekstu. Oblicz te sume jako
sume wzgledem n.
[zadanie 5.35 w [6]]

8.8 (2p.) Pokaz, ze podstawienie J' = 0 we wzorze Onsagera prowadzi do wyniku dla
jednowymiarowego lancucha.

[zadanie 13.13 w [8]
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Rysunek 1: Tlustracje rozwazanych sieci. Patrzac od lewej — siatka kwadratowa , siatka szeSciokatna
i siatka trojkatna. W kazdym przypadku przedstawione grafy to fragmenty wnetrza rozwazanych
nieskoniczonych graféw (z brzegami laczonymi periodycznie).

8.9 (2p.) Udowodnij, ze jesli p jest liczba pierwsza, to dla wszystkich nieujemnych liczb
catkowitych m i n zachodzi

() = (i) (o ) oot

[rozdziat 8.4 w [3]]

8.10 (4p.) Narysuj wszystkie zwierzatka o obwodzie mniejszym badz réwnym 10 dla siaki
kwadratowej.

8.11 (4p.) Wyznacz 50 pierwszych wyrazen rozwiniecia niskotemperaturowego dla energii
swobodnej na siatce kwadratowej (0,1,2,5,14,...).

wskazobwka: szukaj na OEIS

8.12 (4p.)Znajdz zwarta postaé dla

2o (')

[zadanie 5.63 w [6]]

9 Model Isinga II 25.04 [termin oddania: 09.05]

9.1 (1p.) Wykaz, ze
arcsinh(1) = In(v/2 + 1).

9.2 (1p.) Wykaz, ze
arcsinh(37Y/2) = In(3).

9.3 (1p.) Wykaz, ze
arcsinh(v/3) = In(+v/3 + 2).
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9.4
9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

10

10.1

10.2

10.3

10.4

(1p.) Wyraz zmienna niskotemperaturowa przez zmienna wysokotemperaturowa.
(1p.) Wyraz zmienna wysokotemperaturows przez zmienna niskotemperaturowa.

(2p.) Narysuj wszystkie zwierzatka (niskotemperaturowe) o obwodzie mniejszym badz
réwnym 9 dla siaki tréjkatne;j.

(2p.) Narysuj wszystkie zwierzatka (niskotemperaturowe) o obwodzie mniejszym badz
rownym 9 dla siaki szesciokatnej.

(2p.) Wyznacz pierwsze 5 niezerowych wspétczynnikéw w niskotemperaturowym roz-
winieciu gestosci sumy statystycznej dla modelu Isinga na siatce kwadratowej (ang. bulk
partition function), czyli

lim (Z)"/*,
k—o0
gdzie Z), to suma statystyczna na siatce o k% wezlach.
p. znacz pierwsze 5 niezerowych wspotczynnikéw w wysokotemperaturowym roz-
2p.) Wy i 5 ni ych dtezynnikd ysokot t y

winieciu gestosci sumy statystycznej dla modelu Isinga na siatce kwadratowej (ang. bulk
partition function), czyli

lim (Z,,)Y%,

k—o0

gdzie Z, to suma statystyczna na siatce o k% wezlach.

(4p.) Napisz skrypt generujacy siatki przedstawione na rysunku 1 (i wydrukuj na pa-
pierze formatu A4).

(4p.) Rozwin sume statystyczna modelu Isinga dla taiicucha w szereg niskotemperatu-
TrOWY.

(4p.)Rozwin sume statystyczna modelu Isinga dla tancucha w szereg wysokotempera-
turowy.

Model Isinga III & funkcje tworzace 09.05 [termin oddania:
16.05]

(1p.) Przeczytaj ze zrozumieniem rozdzial 7 w [6]%.

(1p.) Zastosuj twierdzenia z rozdzialu 7.3 w [6] aby znalezé zwarta postaé ciagéw z
zajec.

(1p.) Podaj w postaci zwartej funkcje tworzaca dla ciagu 2™ + 3™.

[zadanie 7.2 w [6]]

(1p.) Ile wynosi >, oo Hn/10"
[zadanie 7.3 w [6]]

4Ocene otrzymuje sie na podstawie deklaracji.
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10.5 (1p.) Znajdz funkcje tworzaca S(z) taka, ze

["15() = Y] (D <n . 2k>‘

k

[zadanie 7.5 w [6]]

10.6 (2p.) Pokaz, ze ,prawie losowa“ rekurencja z zaje¢ moze by¢ rozwiazana takze przy
pomocy metody repertuaru

[zadanie 7.6 w [6]]

10.7 (2p.) Rozwiaz réwnanie rekurencyjne
g9=1 Ggn=09n1+202+ - +ngo

[zadanie 7.7 w [6]]

10.8 (2p.) Ile wynosi [2"] (In(1 — 2))* /(1 — z)™+1?
[zadanie 7.8 w [6]]

10.9 (2p.) Oblicz sume > ;_, HpH,—i. Wykorzystaj wyniki poprzedniego zadania.
[zadanie 7.9 w [6]]

10.10 (4p.) Liczby Fibonacciego drugiego rodzaju (§,) sa zdefiniowane za pomoca réwnan

30 = 0, $1 = 17 Sn = 8n-1+n-2 + F.
Wyraz je przez klasyczne liczby Fibonacciego F,.
[zadanie 7.26 w [6]]

10.11 (4p.) Ile wynosi [w™z"] (In(1 + 2)) /(1 —wz)? [zadanie 7.33 w [6]]
10.12 (4p.) Znajdz zwarta postac funkcji tworzacej ;- Gn(z)w", jesli
Gn(z) _ Z <7’L —km/c) ZWL]C7
k=n/m

gdzie m € N jest ustalone.

[zadanie 7.34 w [6]]

11 Funkcje tworzace Il i ich zastosowania 16.05 [termin oddania:
ostatnie zajecial

11.1 (2p.) Napisz i uzasadnij graficznie réwnanie funkcyjne dla Sciezek Motzkina i Schrodera
[5].

11.2 (2p.) Znajdz zwarty wzér na liczbe $ciezek Dycka.
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11.3

11.4
11.5
11.6
11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

12

(2p.) Ekscentryczny fan problemu dimeréw 2 x n placi 4 dolary za kazdy pionowy ka-
mien domina i 1 dolara za kazdy kamien poziomy. Ile jest konfiguracji wartych doktadnie
m dolaréw? [zadanie 7.2 w [6]]

(2p.) Ile jest mozliwych konfiguracji dimeréw na grafie pelnym?
(2p.) Rozwiaz réwnanie funkcyjne dla $ciezek Dycka poprzez utamek tanicuchowy.
(4p.) Udowodnij twierdzenia z rozdziatu 7.3 w [6].

(4p.) Szereg potegowy G(z) nazywany jest skonczenie rézniczkowalnym jesli istnieje
skoniczenie wiele wielomianéw Py(z), ..., Pp(z) nie wszystkich zerowych takich, ze

Py(2)G(2) + Pi(2)G'(2) + -+ + Pra(2)G™(2) = 0.
Ciag liczb {go, g1, g2, - .. ) jest wielomianowo rekurencyjny jesli istnieje skoniczenie wiele
wielomianéw po(z), ..., pm(z) nie wszystkich zerowych, takich, ze
pO(n)gn + Pign41 + -+ pm(n)ngrna

dla wszystkich ctkowitych n > 0. Udowodnij, ze funkcja tworzaca jest skonczenie réz-
niczkowalna wtedy i tylko wtedy gdy jej odpowiadajacy ciag wspotczynnikéw jest wie-
lomianowo rekurencyjny

[zadanie 7.20 [6]]

(4p.) Jedli funkcja tworzaca G(z) = 1/[(1—az)(1—5z)] ma rozklad na utamki czesciowe
a/(1 —az)+b/(1 — Bz), to jaki rozklad na ulamki czesciowe ma G(z)"?

[zadanie 7.30 [6]]
(4p.) Wyznacz funkcje generujaca dla problemu dimeréw na pasku 3 x n.

(8p.) Udowodnij, ze jesli szeregi potegowe F'(z) i G(z) sa skonczenie rézniczkowalne
(por. 11.7) to réwniez F(z) + G(z) i F(2)G(z) réwniez sa skonczenie rézniczkowalne.
[zadanie 7.55 w [6]]

(8p.) Na ile sposobéw mozna zbudowaé kolumne rozmiaru 2 x 2 x 2 x n z cegiel rozmiaru
2 x1x1 [zadanie 7.55 w [6]]

(8p.) Znajdz zwarta postaé ciagu z zadania 11.9.

Funkcje tworzace 111 oraz wielomiany Bella i wzér Faa di
Bruno 23.05 [termin oddania: ostatnie zajecial

Wspomniany na zajeciach wzér Fad di Bruno dla funkcji analitycznych

flx) = Z fkﬁa g(x) = Z Ik gy
k=0 ) k=1 ’

mozna wyrazié¢ (por. 3.4 w [1]) jako

"
R

Flg@) =Y hn— hn =Y [xBuk(g1, 92, g3, ---). (3)
n=0 k=1

n!
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12.1 (1p.) Udowodnij, ze
Bpi(azx1, axo, axs, ...) = a*Bui(zy, 2, 3, ...).
12.2 (1p.) Udowodnij, ze

B (bxy, b2xo, b323, ...) = V" Bug(z1, 22, 23, ...).

12.3 (1p.) Wyznacz w mozliwie zwarte]j postaci tzw. logarytmiczne wielomiany Bella L, (g1, go, -

czyli wspélezynniki w rozwinieciu funkcji In [1 + ZZO=1 gk %1:]

[rozdziat 3.5 w [1]]

12.4 (1p.) Wyznacz w mozliwie zwartej postaci tzw. potegowe wielomiany Bella PT(LT) (91, 92, - --

»
czyli wspélezynniki w rozwinieciu funkcji [1 + >y 9k %}f] .
[rozdziaX 3.5 w [1]]

12.5 (1p.) Udowodnij, ze

(jk:)!x?

KGNk

Bni(0,0,...,24,0,...)=[j=n/keN]|

[réwnanie [3n’] w [1]]
12.6 (2p.) Wyznacz zwarta postacé a%ank(xl, o, ... ).

12.7 (2p.) Udowodnij, ze
n—1
n
kB, = _1-
k= Y, <Z>Bl,k 1
l=k—1
[réwnanie [3k] w [1]]

12.8 (2p.) Jak posta¢ maja trygonometryczne (dla funkeji sinus i kosinus) analogi wielomia-

néw z zadan 12.3 i 12.47
12.9 (2p.) Wyznacz zwarta postaé By (0, x1, 0, 29, ... ).
12.10 (4p.) Czemu jest réwna suma iloczynéw liczb Fibonacciego
Z Z Fp Fyy ... Fy, .
m>0 3" | kimn, k;>0
[zadanie 7.29 w [6]]
12.11 (4p.) Znajdz miejsca zerowe pierwszych 5 wielomianéw Y, (x, x, z, =, ...).

12.12 (4p.) Udowodnij
2 /n
Yori(z1,. . Tpy1) = Z <i>Yni(aj1a ey i) Tl
i=0
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13 Liczby szczegdlne 30.05 [termin oddania: ostatnie zajecial
13.1 (1p.) Zidentyfikuj jakie znane liczby mozna wyrazi¢ przez B, (1, 1,1, ...).

13.2 (1p.) Zidentyfikuj jakie znane liczby mozna wyrazi¢ przez Y, (1, 1, 1, ...).

13.3 (1p.) Zidentyfikuj jakie znane liczby mozna wyrazi¢ przez By, (1!, 2!, 3!, ...).

13.4 (1p.) Zidentyfikuj jakie znane liczby mozna wyrazi¢ przez By, (0!, 1!, 2!, ...).

13.5 (1p.) Zidentyfikuj jakie znane liczby mozna wyrazi¢ przez By, ;(1, 2, 3, ...).

13.6 (2p.) Uzasadnij kombinatorycznie réwnanie rekurencyjne dla liczb Stirlinga pierwszego
rodzaju. [rozdziat 6.1 w [6]]

: k
13.7 (2p.) Hle wynosi >, (—1)* [}]?
[zadanie 6.11 w [6]]
13.8 (2p.) Wyprowadz i kombinatorycznie uzasadnij wzér rekurencyjny dla liczb Eulera
pierwszego rodzaju
[rozdziaX 6.2 w [6]]
13.9 (2p.) Wyprowadz i kombinatorycznie uzasadnij wzér rekurencyjny dla liczb Eulera
drugiego rodzaju
[zadanie 6.2 w [6]]

13.10 (4p.) Wykonaj (fizycznie!) eksperyment z kartami (ksiazkami, plytami, kasetami, etc.)
Udokumentowany wynik z maksymalnym wychyleniem z co najmniej 10 kart zalicza to
zadanie. Uwaga! Osoba, ktorej uda sie¢ uzyskac¢ najdtuzszy maksymalny nawis dtugosci
x1 (w dlugosciach cegiel) otrzyma dodatkowe [10z;] punktéw. Drugi najlepszy wynik
premiowany jest przez [bza|, a trzeci przez [z3]. Warunkiem koniecznym uzyskania
punktow jest obliczenie ich trzech mozliwych wartosci i dotaczenie tych liczb do fotografii
dokumentujacej eksperyment.

13.11 (4p.) Oblicz sumujac przez czeSci Sy, = > _y Hy/k.

[zadanie 6.26 w [6]]

13.12 (4p.) Jakie sa zwarte postaci dla liczb {3} [}]
[zadanie 6.33 w [6]]

14 Asymptotyka $ prawdopodobienstwo 6.06 [termin oddania:
ostatnie zajecial

14.1 (1p.) Znajdz funkcje tworzaca dla rozkladu normalnego.
14.2 (1p.) Znajdz funkcje tworzaca dla rozkladu jednostajnego na [0, 1].
14.3 (1p.) Znajdz funkcje tworzaca dla rozkladu Poissona.

14.4 (1p.) Udowodnij, ze n! = §;" e~*s"ds.
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14.5 (1p.) Wyprowadz wersje wzoru Stirlinga dla I'(z).
14.6 (2p.) Wyprowadz analog wzoru Stirlinga dla (‘ZL), gdzie a > 0 to stala

14.7 (2p.) Niech X; ~ Poisson(u1) i X711 Xs ~ Poisson(us). Jakie jest prawdopodobienistwo
tego, ze a X1 + Xp2 = n, gdzie a,b € N s ustalone?
[zadanie 8.19 w [6]]

14.8 (2p.) Wyznacz asymptotyczne zachowanie liczb Laha L(aK, K), dla K » 1.
[zadanie 7.8 w [6]]

14.9 (2p.) Zapisz symbol Newtona (Z) w postaci calki zespolonej.

14.10 (4p.) WyprowadZ na co najmniej trzy sposoby wzér Stirlinga.
Uwaga! Trzy osoba, ktére przedstawia najwiecej metod dostana dodatkowe bonusy w
réwpunktowe réwne liczbie metod.

14.11 (4p.) Postugujac sie metoda Egoryszewa znajdz zwarta postaé¢ sumy

Sum = 2 (3) 2 (M),

k=n

[przyktad 1, str. 11 w [4]]

14.12 (4p.) Znajdz zwarta postaé¢ dla funkeji tworzacej zmiennej losowej opisujacej prawdo-
podobienstwo, ze losowa permutacja n (ustalone) obiektéw ma k cykli. Jakie sa wartosci
oczekiwana i wariancja dla liczby cykli.

[zadanie 8.43 w [6]]
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