Mathematica jako narzedzie badawcze
Czes¢ trzecia.
Wahadto matematyczne w pieciu smakach

I wahadto idzie z czasem.
Stanistaw Jerzy Lec

Tematem przewodnim zajeé¢ bedzie wahadlo matematyczne. Na przykladzie
tego modelu mechaniki teoretycznej zajmiemy sie rozwiazywaniem réwnaii
rozniczkowych (§cistym, numerycznym i przyblizonym), kresleniem ich por-
tretéw fazowych, a takze wykonywaniem animacji. Wiekszo$¢ zadan z tej
czescel pochodzi z podrecznika [2] lub byta tamtejszymi zadaniami inspiro-
wana.

Sugerowane jest, aby przed zajeciami przypomnieé/przyswoic¢ sobie naste-
pujace zagadnienia:

e Formalizm Hamiltona i Lagrange’a w mechanice klasycznej([I], 2])
e Schemat Eulera rozwiazywania rownan rozniczkowych zwyczajnych [3].

Przez wahadlo matematyczne rozumiemy punktowa (bez objetosci, mo-
mentu bezwladnosci) czastke zawieszong na niewazkiej i nierozciagliwej nici
o dtugosci I. Pogladowo przedstawione zostalo to na rysunku [l Réwnanie
rozniczkowe, ktére opisuje wahadlo matematyczne ma, we wspodirzednych
biegunowych postaé

6 = —% sin(6)

Dodajmy do tego warunki poczatkowe

W dalszej czedci, jesli nie zostanie to zapisane inaczej, bedziemy przyj-
mowac tp = 5 oraz ¢p = 0.



Roéwnanie wahadta mozna zlinearyzowaé - zaktadajac, ze dla matych ka-
tow 0 < 1 spekliona jest zalezno$¢ sin(6) ~ 6 co prowadzi do réwnania
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Rysunek 1: Wahadto matematyczne.

W obliczeniach prosze przyjac, ze g = 10

7o, a dlugos¢ mnici dowolng
9
z przedziatu | € (0.1m, 5m)

Zadanie 1. (rozwiazania numeryczne)

Stosujac metode Eulera (zaimplementowana z uzyciem funkcji NestList[])
nalezy rozwigzaé¢ réwnanie wahadta, wraz z zadanymi warunkami poczatko-
wymi. Poréwnaé otrzymany wynik z efektami dziatania funkcji NDSolve[]
oraz $cistym wynikiem (DSolve[] albo metoda przewidywan) dla réwnania
zlinearyzowanego. Najlepiej na jednym wykresie. (zadanie dla chetnych:
znalezé w literaturze albo w internecie Sciste rozwiazanie i sprawdzié¢ jak pa-
suje do uzyskanych numerycznych wynikéw)



Uwaga: Metoda Eulera umozliwia rozwigzanie rownania pierwszego rzedu.
Rownanie wahadta jest rownaniem rzedu drugiego. Aby wykorzystaé¢ suge-
rowana metode nalezy sprowadzi¢ wyjsciowe réwnanie do réwnania pierw-
szego rzedu, rozwazajac dwie zmienne {0, ¢}, gdzie ¢ = 6. Prosze pamietaé
o odpowiednim dobraniu kroku czasowego i dtugosci wahadta.

Zadanie 2. (dlaczego ,krok* jest tak wazny?)

Sprawdzi¢ jak zmiany kroku czasowego wplywaja na wynik otrzymany
w zadaniu 1..

Zadanie 3. (portret fazowy)

Nalezy wygenerowaé portret fazowy dla wahadla matematycznego. W tym
celu sugeruje przemnozy¢ wyjéciowe réwnanie przez 26 i przeksztalcic by
zalezalo tylko od zmiennych 6 i ¢ = 6. W rysowaniu portretu fazowego
najlepiej wykorzysta¢ funkcje ContourPlot[] z opcjami AspectRatio —
Automatic, ContourShading — False. Sprawdzi¢ jak zachowuje sie por-
tret fazowy dla réznych wartosci [. Poréwnaé¢ otrzymany wynik z portretem
fazowym dla réwnania zlinearyzowanego (analogiczna sztuczka), najlepiej z
wykorzystaniem funkcji GraphicsGrid[].

Zadanie 4. (wahadlo z ruchomym punktem zacze-
pienia)

Punkt zaczepienia wahadla matematycznego o dtugosci [ i masie m obraca
sie po okregu o promieniu r z predkoscia katows w, tak jak schematycznie
przedstawiono to na rysunku

Za uogblniona wspélrzedna przyjmujemy ¢. Wowcezas hamiltonian dla ta-
kiego wahadla wyraza sie wzorem (zadanie dla chetnych: pokaza¢, ze to
prawda)

1 21
H(p, p, t) = Emﬂ [# + rTw sin(wt + gb)} —imw%z—mg(r sin wt+1 cos ¢).

Dla zaoszczedzenia czasu przepisatem juz te funkcje Hamiltona do notatnika,
dostepnego pod adresem http://if.pw.edu.pl/ siudem/MJNB /hamiltonian.nb.

Nalezy wyznaczy¢ prawe strony w réwnaniach Hamiltona, nastepnie stosujac

podstawienia 7 = wt, % = w% (czas bezwymiarowy), a = 7, wo = /%, B =

2
% oraz P = —&— (ped bezwymiarowy) uzyska¢ uktad rownan na zmienne
{P, ¢} zalezny od dwoch parametrow «, 5. Polecam przy przeksztatceniach


http://if.pw.edu.pl/~siudem/MJNB/hamiltonian.nb
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Rysunek 2: Wahadlo matematyczne, ktorego koniec porusza sie po okregu
ze stata predkoscia katows.

wykorzystac funkcje Simplify[], FullSimplify[], Replacel[]. Ostateczny
wynik, jaki nalezy otrzymaé jest nastepujacy

d

48 — —Bsin(¢) — avcos(r + @) [P + asin(r + ¢)]
d—f = P+ asin(T + ¢).

Dysponujac rownaniami nalezy je rozwigza¢ numerycznie, stosujac funk-
cje NDSolve[] (nalezy w tym celu ustali¢ warto§¢ statych a1 3, na poczatek
sugeruje o = 0.2, § = 0.7). Narysowaé portret fazowy, a takze wykonac
animacje jak porusza sie takie wahadlo (rysunek , jesli warunkami poczat-
kowymi bedzie ¢(0) = 0, P(0) = 0. Przy wykonywaniu animacji nalezy
wykorzystaé funkcje Animate[]. Na poczatek (dla uproszczenia) warto wy-
kona¢ animacje wahadla z nieruchomym punktem zaczepienia. Pomocny
moze okazac¢ sie notatnik http://if.pw.edu.pl/ siudem/MJNB/animacja.nb.


http://if.pw.edu.pl/~siudem/MJNB/animacja.nb

"

o

Rysunek 3: Pojedyncza klatka z animacji wahadta.

Zadanie 5.

Wykonaj sprawozdanie w formie demonstracji, w formie pliku *.cdf w Mathe-
matice. Dokumentacji i odtwarzacza plikow *.cdf nalezy szukaé¢ pod adresem
http://www.wolfram.com/cdf/|
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