
Mathematica jako narz¦dzie badawcze

Cz¦±¢ trzecia.

Wahadªo matematyczne w pi¦ciu smakach

I wahadªo idzie z czasem.

Stanisªaw Jerzy Lec

Tematem przewodnim zaj¦¢ b¦dzie wahadªo matematyczne. Na przykªadzie
tego modelu mechaniki teoretycznej zajmiemy si¦ rozwi¡zywaniem równa«
ró»niczkowych (±cisªym, numerycznym i przybli»onym), kre±leniem ich por-
tretów fazowych, a tak»e wykonywaniem animacji. Wi¦kszo±¢ zada« z tej
cz¦±ci pochodzi z podr¦cznika [2] lub byªa tamtejszymi zadaniami inspiro-
wana.

Sugerowane jest, aby przed zaj¦ciami przypomnie¢/przyswoi¢ sobie nast¦-
puj¡ce zagadnienia:

• Formalizm Hamiltona i Lagrange'a w mechanice klasycznej([1, 2])

• Schemat Eulera rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych zwyczajnych [3].

Przez wahadªo matematyczne rozumiemy punktow¡ (bez obj¦to±ci, mo-
mentu bezwªadno±ci) cz¡stk¦ zawieszon¡ na niewa»kiej i nierozci¡gliwej nici
o dªugo±ci l. Pogl¡dowo przedstawione zostaªo to na rysunku 1. Równanie
ró»niczkowe, które opisuje wahadªo matematyczne ma, we wspóªrz¦dnych
biegunowych posta¢

θ̈ = −g
l
sin(θ)

Dodajmy do tego warunki pocz¡tkowe{
θ(0) = θ0,

θ̇(0) = φ0.

W dalszej cz¦±ci, je±li nie zostanie to zapisane inaczej, b¦dziemy przyj-
mowa¢ θ0 =

π
2 oraz φ0 = 0.

1



Równanie wahadªa mo»na zlinearyzowa¢ - zakªadaj¡c, »e dla maªych k¡-
tów θ � 1 speªniona jest zale»no±¢ sin(θ) ≈ θ co prowadzi do równania

θ̈ = −g
l
θ.

Rysunek 1: Wahadªo matematyczne.

W obliczeniach prosz¦ przyj¡¢, »e g = 10Nkg , a dªugo±¢ nici dowoln¡
z przedziaªu l ∈ (0.1m, 5m)

Zadanie 1. (rozwi¡zania numeryczne)

Stosuj¡c metod¦ Eulera (zaimplementowan¡ z u»yciem funkcji NestList[])
nale»y rozwi¡za¢ równanie wahadªa, wraz z zadanymi warunkami pocz¡tko-
wymi. Porówna¢ otrzymany wynik z efektami dziaªania funkcji NDSolve[]

oraz ±cisªym wynikiem (DSolve[] albo metoda przewidywa«) dla równania
zlinearyzowanego. Najlepiej na jednym wykresie. (zadanie dla ch¦tnych:
znale¹¢ w literaturze albo w internecie ±cisªe rozwi¡zanie i sprawdzi¢ jak pa-
suje do uzyskanych numerycznych wyników)
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Uwaga: Metoda Eulera umo»liwia rozwi¡zanie równania pierwszego rz¦du.
Równanie wahadªa jest równaniem rz¦du drugiego. Aby wykorzysta¢ suge-
rowan¡ metod¦ nale»y sprowadzi¢ wyj±ciowe równanie do równania pierw-
szego rz¦du, rozwa»aj¡c dwie zmienne {θ, φ}, gdzie φ = θ̇. Prosz¦ pami¦ta¢
o odpowiednim dobraniu kroku czasowego i dªugo±ci wahadªa.

Zadanie 2. (dlaczego �krok� jest tak wa»ny?)

Sprawdzi¢ jak zmiany kroku czasowego wpªywaj¡ na wynik otrzymany
w zadaniu 1..

Zadanie 3. (portret fazowy)

Nale»y wygenerowa¢ portret fazowy dla wahadªa matematycznego. W tym
celu sugeruj¦ przemno»y¢ wyj±ciowe równanie przez 2θ̇ i przeksztaªci¢ by
zale»aªo tylko od zmiennych θ i φ = θ̇. W rysowaniu portretu fazowego
najlepiej wykorzysta¢ funkcj¦ ContourPlot[] z opcjami AspectRatio →
Automatic, ContourShading → False. Sprawdzi¢ jak zachowuje si¦ por-
tret fazowy dla ró»nych warto±ci l. Porówna¢ otrzymany wynik z portretem
fazowym dla równania zlinearyzowanego (analogiczna sztuczka), najlepiej z
wykorzystaniem funkcji GraphicsGrid[].

Zadanie 4. (wahadªo z ruchomym punktem zacze-
pienia)

Punkt zaczepienia wahadªa matematycznego o dªugo±ci l i masie m obraca
si¦ po okr¦gu o promieniu r z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω, tak jak schematycznie
przedstawiono to na rysunku 2.
Za uogólnion¡ wspóªrz¦dn¡ przyjmujemy φ. Wówczas hamiltonian dla ta-
kiego wahadªa wyra»a si¦ wzorem (zadanie dla ch¦tnych: pokaza¢, »e to
prawda)

H(φ, p, t) =
1

2
ml2

[ p

ml2
+
rω

l
sin(ωt+ φ)

]2
−1

2
mω2r2−mg(r sinωt+l cosφ).

Dla zaoszcz¦dzenia czasu przepisaªem ju» t¦ funkcj¦ Hamiltona do notatnika,
dost¦pnego pod adresem http://if.pw.edu.pl/ siudem/MJNB/hamiltonian.nb.

Nale»y wyznaczy¢ prawe strony w równaniach Hamiltona, nast¦pnie stosuj¡c

podstawienia τ = ωt, d
dt = ω d

dτ (czas bezwymiarowy), α = r
l , ω0 =

√
g
l , β =

ω2
0
ω2 oraz P = p

ml2ω
(p¦d bezwymiarowy) uzyska¢ ukªad równa« na zmienne

{P, φ} zale»ny od dwóch parametrów α, β. Polecam przy przeksztaªceniach

3

http://if.pw.edu.pl/~siudem/MJNB/hamiltonian.nb


Rysunek 2: Wahadªo matematyczne, którego koniec porusza si¦ po okr¦gu
ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡.

wykorzysta¢ funkcje Simplify[], FullSimplify[], Replace[]. Ostateczny
wynik, jaki nale»y otrzyma¢ jest nast¦puj¡cy{

dP
dτ = −β sin(φ)− α cos(τ + φ) [P + α sin(τ + φ)] ,
dφ
dτ = P + α sin(τ + φ).

Dysponuj¡c równaniami nale»y je rozwi¡za¢ numerycznie, stosuj¡c funk-
cj¦ NDSolve[] (nale»y w tym celu ustali¢ warto±¢ staªych α i β, na pocz¡tek
sugeruj¦ α = 0.2, β = 0.7). Narysowa¢ portret fazowy, a tak»e wykona¢
animacj¦ jak porusza si¦ takie wahadªo (rysunek 3), je±li warunkami pocz¡t-
kowymi b¦dzie φ(0) = 0, P (0) = 0. Przy wykonywaniu animacji nale»y
wykorzysta¢ funkcj¦ Animate[]. Na pocz¡tek (dla uproszczenia) warto wy-
kona¢ animacj¦ wahadªa z nieruchomym punktem zaczepienia. Pomocny
mo»e okaza¢ si¦ notatnik http://if.pw.edu.pl/ siudem/MJNB/animacja.nb.
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Rysunek 3: Pojedyncza klatka z animacji wahadªa.

Zadanie 5.

Wykonaj sprawozdanie w formie demonstracji, w formie pliku *.cdf w Mathe-
matice. Dokumentacji i odtwarzacza plików *.cdf nale»y szuka¢ pod adresem
http://www.wolfram.com/cdf/.
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