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Przed zajeciami



Przed zajeciami prosze o przypomnienie wiadomosci teorii
tancuchow Markowa

Najlepiej poprzez lekture:

- A lwanik, J.K. Misiewicz, Wyktady z procesow stochastycznych z
zadaniami: CzeS¢ pierwsza - Procesy Markowa, Oficyna
Wydawnicza Uniwersytetu Zielonogdrskiego, (2009).

- J.R. Norris, Markov Chains, Cambridge University Press, (1997).
- kolejnych slajdow...
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Procesy Markowa - przypomnienie
Zrodto

Definicje i twierdzenia zwiazane z teorig procesow stochastycznych
przytaczamy za podrecznikiem Ilwanika i Misiewicz, ale przy

zmienionej notacji, o czym dalej.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Zrodto
Definicje i twierdzenia zwiazane z teorig procesow stochastycznych
przytaczamy za podrecznikiem Iwanika i Misiewicz, ale przy

zmienionej notacji, o czym dalej.

Definicja 1.

Procesem stochastycznym {X;, t € T} nazywamy taka funkcje
(t,w) = Xi(w), w € Q, t €T, ze X¢(w) jest zmienng losowa dla kazdego
ustalonegot € T.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Zrodto
Definicje i twierdzenia zwiazane z teorig procesow stochastycznych
przytaczamy za podrecznikiem Iwanika i Misiewicz, ale przy

zmienionej notacji, o czym dalej.

Definicja 1.

Procesem stochastycznym {X;, t € T} nazywamy taka funkcje

(t,w) = Xi(w), w € Q, t €T, ze X¢(w) jest zmienng losowa dla kazdego
ustalonegot € T.

Definicja 2.

Zbior wszystkich mozliwych wartosci procesu stochastycznego

{Xe, t e T} S = {X;(w) : t € T, w € Q} nazywamy przestrzenig stanow
procesu lub jego przestrzenia fazowa.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Zrodto
Definicje i twierdzenia zwiazane z teorig procesow stochastycznych
przytaczamy za podrecznikiem Iwanika i Misiewicz, ale przy

zmienionej notacji, o czym dalej.

Definicja 1.

Procesem stochastycznym {X;, t € T} nazywamy taka funkcje

(t,w) = Xi(w), w € Q, t €T, ze X¢(w) jest zmienng losowa dla kazdego
ustalonegot € T.

Definicja 2.

Zbior wszystkich mozliwych wartosci procesu stochastycznego

{Xe, t e T} S = {X;(w) : t € T, w € Q} nazywamy przestrzenig stanow
procesu lub jego przestrzenia fazowa.

Bedziemy rozwazali co najwyzej przeliczalne przestrzenie stanow.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Warunek Markowa

Proces stochastyczny {X,, n € N} o wartosciachw S, = {1, ..., m},
m € N nazywamy tahcuchem Markowa lub procesem Markowa, jesli
dla dowolnego n € N i dowolnego wyboru stanow Rg, Ry, ..., kn € Sm
zachodzi ponizsza wtasnosc

]P)(Xn = kn‘Xn—1 = kn—% EES) Xo = kO) = P(Xn = kn‘Xn—1 = kn—1)-
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Procesy Markowa - przypomnienie

Warunek Markowa

Proces stochastyczny {X,, n € N} o wartosciachw S, = {1, ..., m},
m € N nazywamy tahcuchem Markowa lub procesem Markowa, jesli
dla dowolnego n € N i dowolnego wyboru stanow Rg, Ry, ..., kn € Sm
zachodzi ponizsza wtasnosc

P (Xy = RalXn—1 = Rn_1, ..., Xo = Ro) = P (Xp = Rp|Xn_1 = Rn_1) .
Definicja 3.
tancuch Markowa {X,, n € N} jest jednorodny lub rownowaznie ma

stacjonarne prawdopodobienstwa przejscia, jesli dla dowolnych
stanow i, j € Sm, m € N idowolnego n € N zachodzi rownos¢

PXn =jXn—1 = 1) =P =j|Xo =1).
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Procesy Markowa - przypomnienie

Operator Markowa

Prawdopodobienstwa pj; := P (X; = j|Xo = i), dla i, j € Sp, m € N,
nazywamy prawdopodobienstwami przejscia w jednym kroku, a
utworzona z nich macierz

P Pz P13 .- Pim

p— P2 P2 P2 ... DPm

Drm ,sz pm3 pmm

macierza przejscia w jednym kroku.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Uwaga

Przyjeto tutaj notacje inng od zawartej w cytowanych podrecznikach
do procesow stochastycznych, gdzie autorzy zapisywali
prawdopodobienstwo przejscia w jednym kroku jako

pij =P (X = j|Xo = i), co powodowato, ze w ich ujeciu macierz
przejscia w jednym kroku byta transpozycja macierzy, wedtug naszej
definicji PT = P.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Uwaga

Przyjeto tutaj notacje inng od zawartej w cytowanych podrecznikach
do procesow stochastycznych, gdzie autorzy zapisywali
prawdopodobienstwo przejscia w jednym kroku jako

pij =P (X = j|Xo = i), co powodowato, ze w ich ujeciu macierz
przejscia w jednym kroku byta transpozycja macierzy, wedtug naszej
definicji PT = P.

Z aplikacyjnego punktu widzenia bardzo wazne jest pytanie, jak
dziata proces Markowa, gdy iterowany jest wielokrotnie. Odpowiedzi
na pytanie to udziela ponizsze twierdzenie.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 1.

Jezeli proces Markowa P jest iterowany n-krotnie to odpowiada mu
wtedy proces Markowa o macierzy przejscia w jednym kroku rownej
Q = P", przy czym qj(n) = [P"];, jest prawdopodobienstwem
przejscia w jednym kroku dla procesu bedacego n-krotna iteracja
procesu wyjsciowego.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Definicja 4.
Macierz P € M™* ™ ([0,1]), m € N, P = [pj]i, j=1,..., m SPetniajaca
ponizsze zatozenia

- p;j > 0 dla dowolnych i, j € Sp,
m

X pi=1,
=1

nazywamy macierza stochastyczna.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Definicja 4.
Macierz P € M™* ™ ([0,1]), m € N, P = [pj]i, j=1,..., m SPetniajaca
ponizsze zatozenia

- p;j > 0 dla dowolnych i, j € Sp,
m

X pi=1,
=1

nazywamy macierzg stochastyczna.

Uwaga

widag, ze przyjeta definicja macierzy P powoduje, Ze macierza
stochastyczng nazywamy macierz stochastyczna kolumnowo (tzn. w
kolumnach sumujaca sie do 1). Macierze stochastyczne wierszowo sa
wtasciwe przy transponowanej definicji P. Macierz bedaca
jednoczesnie stochastyczna kolumnowo i wierszowo nazywamy
macierza podwojnie stochastyczna.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Druga, po macierzy przejscia w jednym kroku, wygodna metoda
reprezentacji procesu Markowa sa diagramy przejscia w jednym
kroku.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Druga, po macierzy przejscia w jednym kroku, wygodna metoda
reprezentacji procesu Markowa sa diagramy przejscia w jednym
kroku.

Definicja 5.

Diagramem przejScia w jednym kroku procesu Markowa {X,, n € N}
nazywamy graf skierowany, w ktorym wierzchotkami sg elementy
przestrzeni fazowej, a tuki tacza dwa stany, o ile prawdopodobienstwo
przejscia miedzy nimi w jednym kroku jest niezerowe.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Graf przejscia w jednym kroku

(&
I
.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Kazdy ze stanow nalezacy do przestrzeni fazowej Sy, dla procesu
Markowa moze zostac scharakteryzowany ze wzgledu na mozliwosci
przejScia miedzy nim a innymi stanami:
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Procesy Markowa - przypomnienie

Kazdy ze stanow nalezacy do przestrzeni fazowej Sy, dla procesu
Markowa moze zostac scharakteryzowany ze wzgledu na mozliwosci
przejScia miedzy nim a innymi stanami:

- Stan i € Sy, jest pochtaniajacy jesli p;j = 1. Intuicyjnie stan
pochtaniajacy to taki stan, z ktorego nie mozna wyjsc.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Kazdy ze stanow nalezacy do przestrzeni fazowej Sy, dla procesu
Markowa moze zostac scharakteryzowany ze wzgledu na mozliwosci
przejScia miedzy nim a innymi stanami:

- Stan i € Sy, jest pochtaniajacy jesli p;j = 1. Intuicyjnie stan
pochtaniajacy to taki stan, z ktorego nie mozna wyjsc.

- Stan i € Sy, jest osiggalny ze stanu j € S, jesli istnieje takie
n € N, ze p;(n) > 0. Bedzie to oznaczane przez j — i. Jeden stan
jest dla drugiego osiagalny, o ile mozna w toku iteracji przejsc z
jednego do drugiego.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Kazdy ze stanow nalezacy do przestrzeni fazowej Sy, dla procesu
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jednego do drugiego.

- Stany I, j € Sy, wzajemnie sie komunikuja jeslij — i oraz i — j.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Kazdy ze stanow nalezacy do przestrzeni fazowej Sy, dla procesu
Markowa moze zostac scharakteryzowany ze wzgledu na mozliwosci
przejScia miedzy nim a innymi stanami:

- Stan i € Sy, jest pochtaniajacy jesli p;j = 1. Intuicyjnie stan
pochtaniajacy to taki stan, z ktorego nie mozna wyjsc.

- Stan i € Sy, jest osiggalny ze stanu j € S, jesli istnieje takie
n € N, ze p;(n) > 0. Bedzie to oznaczane przez j — i. Jeden stan
jest dla drugiego osiagalny, o ile mozna w toku iteracji przejsc z
jednego do drugiego.

- Stany I, j € Sy, wzajemnie sie komunikuja jeslij — i oraz i — j.

Obserwacja - uzasadnij

Komunikowanie sie jest relacja rownowaznosci (symetryczna,
zwrotng i przechodnig), dzieli wiec wszystkie stany procesu Markowa
na klasy abstrakcji - klasy stanow komunikujace sie miedzy soba.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Definicja 6.

tancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, gdy wszystkie jego
stany wzajemnie sie komunikuja. Nieprzywiedlnosc¢ oznacza, ze
wszystkie stany nalezg do tej samej klasy abstrakcji wzgledem relacji
komunikowania sie.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Definicja 6.

tancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, gdy wszystkie jego
stany wzajemnie sie komunikuja. Nieprzywiedlnosc¢ oznacza, ze
wszystkie stany nalezg do tej samej klasy abstrakcji wzgledem relacji
komunikowania sie.

Definicja 7.
Okresem stanu | € Sy, nazywamy liczbe

o(i) = NWD(n € N : pji(n) > 0),

Stan i jest okresowy jesli o(i) > 11 nieokresowy gdy o(i) = 1.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Definicja 6.

tancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, gdy wszystkie jego
stany wzajemnie sie komunikuja. Nieprzywiedlnosc¢ oznacza, ze
wszystkie stany nalezg do tej samej klasy abstrakcji wzgledem relacji
komunikowania sie.

Definicja 7.

Okresem stanu | € Sy, nazywamy liczbe

o(i) = NWD(n € N : pji(n) > 0),

Stan i jest okresowy jesli o(i) > 11 nieokresowy gdy o(i) = 1.

Definicja 8.

Nieprzywiedlny tancuch Markowa jest okresowy jesli wszystkie jego
stany sa okresowe o tym samym okresie d > 1. W przeciwnym
przypadku mowimy, ze tancuch jest nieokresowy.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 2. (uzasadnienie Definicji 8.)
W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa kazdy stan ma ten sam okres.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 2. (uzasadnienie Definicji 8.)
W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa kazdy stan ma ten sam okres.
Definicja 9.

Rozktad poczatkowy m; = P(Xq = i), i € Sy, tancucha Markowa
{Xn, n € N} jest stacjonarny lub niezmienniczy jesli zachodzi

T = Pm.

Rozktad stacjonarny jest wiec punktem statym operatora P.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 2. (uzasadnienie Definicji 8.)
W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa kazdy stan ma ten sam okres.
Definicja 9.

Rozktad poczatkowy m; = P(Xq = i), i € Sy, tancucha Markowa
{Xn, n € N} jest stacjonarny lub niezmienniczy jesli zachodzi

T = Pm.

Rozktad stacjonarny jest wiec punktem statym operatora P.
Definicja 10.

Jednorodny tancuch Markowa jest {X,, n € N} ergodyczny, jesli dla
kazdego i € Sy, istnieja i nie zaleza od j nastepujace granice

gi = lim p;(n) >0, oraz Zq,_1

n—oo

MASZ Otrzymany rozktad q = (q;)i=1, ... m Nazywamy ergodycznym. 13



Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzonko
Kazdy rozktad ergodyczny dla pewnego tancucha Markowa jest tez
rozktadem stacjonarnym tego tancucha. Udowodnij to!
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzonko
Kazdy rozktad ergodyczny dla pewnego tancucha Markowa jest tez
rozktadem stacjonarnym tego tancucha. Udowodnij to!

Uwaga

Implikacja z twierdzonka w ogolnosci nie daje sie odwrocic.
Twierdzenie odwrotne nie musi by¢ prawdziwe. tancuch Markowa
moze posiadac wiecej niz jeden rozktad stacjonarny (kiedy?), a,
zgodnie z definicja 10, rozktad ergodyczny wyznaczony jest
jednoznacznie. Na podstawie twierdzenia 1 kazdy tancuch Markowa
posiada co najmniej jeden rozktad stacjonarny, ale co do istnienia
rozktadu ergodycznego dla dowolnego procesu nie ma gwarancji.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 3

Dla kazdego procesu Markowa o skonczonej liczbie stanow istnieje co
najmniej jeden rozktad stacjonarny'. Wszystkie rozktady stacjonarne
(jako wektory z przestrzeni R™) naleza do podprzestrzeni rozpigtej
przez wektory wtasne macierzy P odpowiadajace wartosci wtasnej 1.

TJest to tak naprawde cecha kazdej macierzy stochastycznej, dla ktorej 1 jest na
pewno wartoscig wtasna.

2Jesli stanow bytoby przeliczalnie wiele wowczas nalezy jeszcze zatozyc, ze kazdy stan
jest dodatnio powracajacy, czyli, ze prawdopodobienstwo powrotu do kazdego stanu w
skonczonym czasie jest wieksze niz 0.
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Procesy Markowa - przypomnienie

Twierdzenie 3

Dla kazdego procesu Markowa o skonczonej liczbie stanow istnieje co
najmniej jeden rozktad stacjonarny'. Wszystkie rozktady stacjonarne
(jako wektory z przestrzeni R™) naleza do podprzestrzeni rozpigtej
przez wektory wtasne macierzy P odpowiadajace wartosci wtasnej 1.

Twierdzenie 4.

Rozwazmy nieokresowy i nieprzywiedlny proces Markowa o
skonczonej liczbie stanow?. Wowczas tancuch ten posiada doktadnie
jeden rozktad stacjonarny w. Co wiecej rozktad = jest tez rozktadem
ergodycznym tego procesu.

TJest to tak naprawde cecha kazdej macierzy stochastycznej, dla ktorej 1 jest na
pewno wartoscig wtasna.

2Jesli stanow bytoby przeliczalnie wiele wowczas nalezy jeszcze zatozyc, ze kazdy stan
jest dodatnio powracajacy, czyli, ze prawdopodobienstwo powrotu do kazdego stanu w
skonczonym czasie jest wieksze niz 0.
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Wyktad




Btadzenie losowe po grafie
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Btadzenie losowe po sieci
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Btadzenie losowe po sieci
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Btadzenie losowe po sieci
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Btadzenie losowe po sieci
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Btadzenie losowe po sieci

W czesci projektowej potaczymy intuicje z formalizmem procesow

Markowa!
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Podsumowanie




Praca domowa

Przeczytaj prace Fortunato, D. Hric, Phys. Rep., 659 , 1, (2016).
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Dziekuje za uwage!
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