Modelowanie i analiza sieci ztozonych

VII. Probabilistyczne aspekty sieci ztozonych.

Grzegorz Siudem

Politechnika Warszawska



MASZ

Eﬂ?ggesjzsekie Politechnika Unia Europejska -
Wiedza Edukacja Rozw6j \vd rSZGWSka Europejski Fundusz Spoteczny

Zadanie 10 pn.
»Przygotowanie i uruchomienie nowego kierunku studiéw na studiach Il stopnia
- Inzynieria i Analiza Danych (IAD)”

realizowane jest w ramach projektu
»+NERW PW. Nauka - Edukacja - Rozwoj - Wspodtpraca”
wspotfinansowanego ze Srodkéw Unii Europejskiej
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Projekt



Rownanie master dla sieci BA - studium przypadku

NR(E+ 1) = Ne(®) = 2 N1 (6) — LN (0) + G

Cwiczenie 1. (dla bardzo ambitnych)
Rozwiaz (asymptotycznie) rownanie master.

Burza mozgow:
Jakie mamy narzedzia i pomysty?
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Rownanie master dla sieci BA - tasma dla amatorow

kR—1 R
Ni(t+1) = Ne(t) = —=Nea(t) = 5 Ne(t) + e

Nom_1(t) = 0.

Spoiler alert!
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Rownanie master dla sieci BA - tasma dla amatorow

Cwiczenie 2. - wskazowka 1
Zacznijmy od Ny,

Nm(t+1)=c+ (1 — b(;)) Nm(t),

gdzie (w naszym przypadku) ¢ = 1, b(t) = m/2.

Lemat 1.

gdzie b(t) — b.
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Rownanie master dla sieci BA - tasma dla amatorow

Cwiczenie 2. - wskazowka 2
Rozwazmy teraz N, dla kR > m

e+ 1) =9 + (1= 212 ) mo)

gdzie g(t) — g, b(t) — b, a w naszym przypadku
a(t) = (R — 1)Ng_4(t)/2t (dlaczego to zbiega?), b(t) = k/2.

Lemat 2.

g
N0/t 2,
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Rownanie master dla sieci BA - tasma dla amatorow

kR—1 R
Ni(t +1) = Ne(t) = —=Ne—a(t) = 52 Nie(t) + e
Np_1(t) = 0
Cwiczenie 2. - wskazowka 3
Poszukiwana wielkosc to
. N
P(R) = lim it,
tooo L

zgodnie z Lematem 1 (dlaczego?) mamy:
P(m) = 5
a zgodnie z Lematem 2 (dlaczego?):
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Rownanie master dla sieci BA

P71 Do wykresow z poprzednich zajec dodaj rozwigzanie rownania
master. [10%]

P72 Przetestuj, ktore rozwigzanie lepiej dopasowuje sie do rozktadu
empirycznego. [20%]
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Perkolacja w grafach ER

Wprowadzmy rozktad Q(R)
Q(R) to rozklad stopni na koncach losowo wybranej krawedzi.
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Perkolacja w grafach ER

Wprowadzmy rozktad Q(R)

Q(R) to rozklad stopni na koncach losowo wybranej krawedzi.
Cwiczenie 3.

Uzasadnij, ze w grafach nieskorelowanych Q(R) oc RP(R), a zatem

k) =
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Perkolacja w grafach ER

Wprowadzmy rozktad Q(R)
Q(R) to rozklad stopni na koncach losowo wybranej krawedzi.

Cwiczenie 3.
Uzasadnij, ze w grafach nieskorelowanych Q(R) oc RP(R), a zatem

Q(R) = —P(k
(k) = 75 P(E)
Cwiczenie 4.
Uzasadnij, ze prog perkolacji mozna zdefiniowac jako
> RQ(R) > 2,
k
co jest rownowazne
(k%)
(Rypn = L = 2.

(R)
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Perkolacja w grafach ER

_ K _
(kon = oy =2
P73 Udowodnij, ze powyzszy warunek dla grafow ER sprowadza sie
do (k) =1, co prowadzi do p. = 7. [20%]
P73 Sprawdz symulacyjnie powyzszy wynik rysujac wykres rozmiaru
najwiekszego klastra w funkcji (R) = pN. [20%]
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Formalizm funkcji generujacych

Aby wyznaczy¢ rozmiar najwiekszego klastra analitycznie posluzymy
sie formalizmem funkcji generujacych:

© Go(x) = o020 P(RIX,
- F(R)=Q(kR+1) = % (R + 1) (dlaczego tak bedzie wygodniej?),
© Gi(X) = 2opo F X

3‘/\

Cwiczenie 5.
Udowodnij, ze
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Funkcje generujace dla grafow ER

0(X) = LpZo P(RIX",
- F(R)=Q9(kR+1) = %P(k + 1) (dlaczego tak bedzie wygodniej?),

© Gi(x) = 22 F()X".

D

P7.4 Wyznacz funkcje Gy dla grafow ER, przyjmujac, ze P(R) ma
rozktad Poissona. [20%]
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Funkcje generujace dla grafow ER

0(X) = LpZo P(RIX",
- F(R)=Q9(kR+1) = %P(fﬂﬂ) (dlaczego tak bedzie wygodniej?),

© Gi(x) = 22 F()X".

D

P7.4 Wyznacz funkcje Gy dla grafow ER, przyjmujac, ze P(R) ma
rozktad Poissona. [20%]

Rozwiazanie:

Go(x) = et 0=,
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Funkcje generujace dla grafow ER

0(X) = LpZo P(RIX",
- F(R)=Q9(kR+1) = %P(k + 1) (dlaczego tak bedzie wygodniej?),

© Gi(x) = 22 F()X".

D

P7.5 Wyznacz funkcje G, dla grafow ER, przyjmujac, ze P(k) ma
rozktad Poissona. [20%]
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Funkcje generujace dla grafow ER

0(X) = LpZo P(RIX",
- F(R)=Q9(kR+1) = %P(fﬂﬂ) (dlaczego tak bedzie wygodniej?),

© Gi(x) = 22 F()X".

D

P7.5 Wyznacz funkcje G, dla grafow ER, przyjmujac, ze P(k) ma
rozktad Poissona. [20%]

Rozwiazanie:

Gi(x) = ePO),
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Funkcje generujace

Zdefiniujmy funkcje H;
Ha(x) jest funkcja generujaca rozktadu prawdopodobienstwa hq(s), ze
idac w dowolnym kierunku losowo wybranej krawedzi rozwazanego

grafu (dowolnego, nie koniecznie ER!) w skonczonej liczbie krokow
mozemy dojsc¢ do s wierzchotkow.
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Funkcje generujace

Zdefiniujmy funkcje H;
Ha(x) jest funkcja generujaca rozktadu prawdopodobienstwa hq(s), ze
idac w dowolnym kierunku losowo wybranej krawedzi rozwazanego

grafu (dowolnego, nie koniecznie ER!) w skonczonej liczbie krokow
mozemy dojsc¢ do s wierzchotkow.

Cwiczenie 6.
Uzasadnij dlaczego

s—1

hi(s) = > F(R)he(s = 1),

k=0

gdzie hg(s — 1) to prawdopodobienstwo, ze do s — 1 weztdbw mozna
dotrzec idac wzdtuz k roznych krawedzi.
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Funkcje generujace

s—1
ha(s) =Y F(R)hw(s = 1),
k=0
P76 Udowodnij, ze gdy
He(X) = he(s)x®
s=0

oraz

to wowczas [30%]
© Hi(x) = X 32— F(R)HR(X),
© He(x) = [H(0)]",
. HW(X) = XG1(H1(X)),
+ Ho(x) = XGo(H1(x)).
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Sredni rozmiar klastra przed perkolacja

Hi1(X) = xGi(H1(x))

Cwiczenie 7.
Oblicz sredni rozmiar klastra dany (dlaczego?) wzorem

(s) = Ho(1) = 1+ Go(1)HA(7)
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Sredni rozmiar klastra przed perkolacja

Hi1(X) = xGi(H1(x))

Cwiczenie 7.
Oblicz sredni rozmiar klastra dany (dlaczego?) wzorem

(s) = Ho(1) = 1+ Go(1)HA(7)

Rozwiazanie:
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Rozmiar klastra perkolacyjnego

Prawdopodobienstwo P,
Zdefiniujmy prawdopodobienstwo P.., ze losowo wybrany wezet
nalezy do klastra perkolacyjnego

Cwiczenie 8.
Wyznacz wartosc P, korzystajac z zaleznosci

Poo = 1= Ho(1) =1— Go(v),

gdzie v = H4(1) jest rozwiazaniem rownania v = Gy(v).
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Rozmiar klastra perkolacyjnego

Prawdopodobienstwo P,
Zdefiniujmy prawdopodobienstwo P.., ze losowo wybrany wezet
nalezy do klastra perkolacyjnego

Cwiczenie 8.
Wyznacz wartosc P, korzystajac z zaleznosci

Po =1— Ho(‘l) =1 = Go(V),
gdzie v = H4(1) jest rozwiazaniem rownania v = Gy(v).
Rozwigzanie:

P = 1— e (0P
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Rozmiar klastra perkolacyjnego - podsumowanie

P7.7 Porownaj uzyskany wynik z symulacjami z zadania P7.3. [10%]
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Perkolacje w sieciach bezskalowych

_ a—1
'P(k):%7 I?:m’ m_l'_‘l/ "-7kmax:mN1/(a_1).

P7.8 Oblicz prog perkolacji dla sieci o potegowym rozktadzie stopni

wierzchotkow: [20%]

)

(R)
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Perkolacje w sieciach bezskalowych

Py = 2=

= R=m, m+1, ..., Roax = MmN/,

P7.8 Oblicz prog perkolacji dla sieci o potegowym rozktadzie stopni
wierzchotkow: [20%)]

2
@ _,
(R)
Rozwiazanie:
() > - dla « € (1,2)
W = ’3 _d/ ma_zkil_a?‘( dla o € (273)
m dla a € (3, 00).
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Perkolacje w sieciach bezskalowych

w2 , Rinax dla « € (1,2)
<</?>> = ’3 —|{m R dlaae(2,3)
m dla a € (3, 00).
Cwiczenie 9.

Jakie wnioski wyciagamy z powyzszego o progu perkolacji?

Uwagal!
Cwiczenia 1-9 warte sg 40% punktow za projekt.

P79 Wyznacz funkcje Go i G; dla sieci bezskalowych. [20%]
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Perkolacje w sieciach bezskalowych

w2 , Rinax dla « € (1,2)
<</?>> = ’3 —|{m R dlaae(2,3)
m dla a € (3, 00).

Cwiczenie 9.

Jakie wnioski wyciagamy z powyzszego o progu perkolacji?
Uwagal!

Cwiczenia 1-9 warte sg 40% punktow za projekt.

P79 Wyznacz funkcje Go i G; dla sieci bezskalowych. [20%]

Rozwiazanie:

Go(X) = (a — 1)Lia (%),

G1(x) = (a — 2) 1),
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Projekt

P710 Zbadaj symulacyjnie [50%]
- odpornosc grafow ER i sieci beskalowych na przypadkowe awarie,
- odpornosc grafow ER i sieci beskalowych na intencjonalne ataki.

P711 Ktory z typow sieci jest bardziej odporny na ktore z zagrozen? Jak
to wyttumaczyc? [10%]

P712 Zadanie dla ambitnych: wykonaj rachunki analityczne dla opisu
odpornosci na ataki (por. 5.3.2 w ksiazce Fronczakow). [60%]
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Dziekuje za uwage!
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