Zadania 7z fizyki statystyczne;
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Zadanie 7.1 (Rozdziat 5.4 w 4], zadanie 6.11 w [1] )
Wykorzystujac przyblizenie $redniego pola wyznacz rownania uwiktane
opisujace Srednig wartos¢ spinu < s > przy niezerowym polu zewnetrz-
nym H # 0 dla
a) ferromagnetyka,
b) paramagnetyka,

¢) antyferromagnetyka.

Nastepnie wyznacz te wartosci. Najlepiej graficznie.
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Zadanie 6.1 (Zadanie 6.2 b) w [1] )
Rozwaz jednowymiarowy, otwarty model Isinga ztozony z N spindw.
Oblicz sume statystyczng dla tego modelu, inaczej niz na wykladzie,
stosujac we wzorze na energie podstawienie 7; = s;8;41 dla 1 <7 < N.

Zadanie 6.2 (Zadanie 6.4 w [1]| oraz rozdzial 16 w [3] )
Korzystajac z metody macierzy transferu, oblicz sume statystyczna dla
zamknietego (czyli takiego, gdzie utozsamiono konice, czyli syi1 = s1)
modelu Isinga ztozonego z N spindéw, umieszczonego w niezerowym ze-
wnetrznym polu magnetycznym H.
Uwaga:
W rozwigzaniu zadania niezbedne bedzie przypomnienie informacji o
diagonalizacji macierzy i podstawowych wtasnosciach §ladu macierzy z
algebry liniowej. Polecam rozdzial 8.2 w [8]. Wersja dla mniej wyma-
gajacych: http://pl.wikipedia.org/wiki/Diagonalizacja http:
//pl.wikipedia.org/wiki/}C5%9Alad_macierzy.

Zadanie 6.3 (Zadanie 6.8) w [1] )
Pokaz, ze wielka suma statystyczna Zg gazu sieciowego o energii

Eg=—¢ Z cicj dla ¢, cj € {0,1}

<,j>

daje sie zapisac¢ jako
Zg =Pz H),

gdzie Z; oznacza sume statystyczng modelu Isnga zdefiniowanego na
tej samej sieci, J to stala sprzezenia miedzy spinami Isinga, a H -
pole magnetyczne dziatajace na te spiny. Ponadto wykaz, ze zachodza
nastepujace relacje

E0:<H+£>Na

gdzie p jest potencjalem chemicznym rozwazanego gazu sieciowego, 2
liczbg koordynacyjna kazdego wezta sieci, a N liczbg wszystkich weztow
w tej sieci.

Wskazéwka:

Zastosuj podstawienie ¢; = 82—+1



Zadanie 6.4 (Zadanie 6.10 w [1] )
Pokaz, ze energie stopu dwuskladnikowego (w naszym przypadku mo-
siadzu) dana wzorem

1 1
By = - Z Jewou(1+ 5)(1 + ;) — 1 Z Jznzn(1 — 5:)(1 = s;)+
<%,7> <%,7>

a i D Jouzn [(1+s)(1 = s55) + (1= s)(1+55)],

<ij>

mozna zapisa¢ w tej samej postaci co energie modelu Isinga

Ey=-J Z 5i8j — HZsi + const,

<i,j> i

gdz1e J — JouwcutJIznzn—=2Jcuzn
4 .
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Zadanie 5.1 (Zadanie 5.24 w [1] )
Prawo przesunie¢ Wiena.
Na podstawie wyktadu zapisz gestos¢ energii promieniowania elektro-
magnetycznego w temperaturze T’ (tzw. rozktad Plancka). Udowodnij,
ze jej maksimum zmienia sie liniowo z temperatura, czyli wpe: = A%.

Wskazéwki:
Zastosuj podstawienie x = Swh, otrzymane rownanie uwiktane rozwiaz
numerycznie lub przyblizajac e* ~ 1 + x.

Zadanie 5.2 (Zadania 4.6, 4.7, 4.9, 5.11, 5.12, 5.13, w [1] oraz rozdzial 3.5
w 7])
WyprowadZ réwnania stanu dla jedno-, dwu- oraz tréjwymiarowego
gazu czastek kwantowych (zaréwno dla fermionow jak i dla bozonow).
W tym celu

e Wyznacz liczbe stanow I'(E) o energii < F odpowiadajacych czg-
stce kwantowej umieszczonej w n-wymiarowej studni potencjatu o
wymiarach L™ (n = 1,2,3).

e Na podstawie powyzszego podpunktu wyznacz odpowiednie funk-
cje gestosci stanow. Jak zaleza one od energii E'7
e Czy funkcje gestosci stanow zaleza od spinu czastek?

e Korzystajac ze wzoru wyprowadzonego na wyktadzie pV = kT In Z
i z wezesniejszych wynikoéw oblicz rownania stanu gazéow kwanto-
wych dla wymiarow 1,2, 3.

Wskazowka:
g(E)dE = dT'(E).



10 grudnia

Zadanie 4.1 (Zadania 5.315.4 w [1])
Oblicz wielka sume statystyczna klasycznego gazu doskonatego o tem-
peraturze T'i potencjale chemicznym p. Pokaz, ze prawdopodobienstwo
znalezienia N czastek tego gazu w elemencie objetosci V' jest opisane
rozktadem Poissona

e”N> < N >N
PN) = NI !
gdzie < N >= VA3 a X\ = h/v/2rmkT opisuje dlugoéé termicznej
fali de Broglie’a.
Wskazéwka:
Pokaz najpierw, ze dla uktadu otwartego, sktadajacego sie z nieoddzia-

tujacych czastek oraz bedacego w kontakcie z otoczeniem 7',y = const
sume statystyczna mozna zapisa¢ w postaci

Z(T,V,p) = exple™ Z(T, V,1)].

Wykorzystaj tez warto$¢ sumy statystycznej wyznaczonej w zadaniu
3.1. Dlaczego mozna skorzystaé¢ z tego wyniku?

Zadanie 4.2 ( Cwiczenia nr 14 (tifs13.pdf) w [3] )
Oblicz wielka sume statystyczna oraz znajdz $rednig liczbe czastek w
ustalonej temperaturze T' dla tzw. maxwellonéw. Maxwellony to “cos
pomiedzy fermionami, a bozonami” - i-ty poziom energetyczny moze
by¢ dla nich n;-krotnie zdegenerowany, gdzie n; # oo (to nie bozony) i
n; # 0 (to nie fermiony, ktore sa po prostu niezdegenerowane).

Zadanie 4.3 ( Zadanie 5.10 w [1], rozdzialy 2.2, 421 4.5 w [4] )
Wyznacz fluktuacje liczby czastek kwantowych dla fermionéw i bozo-
néw o energii . Sprawdz zachowanie w niskich temperaturach oraz w
granicy klasyczne;j.
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Zadanie 3.1 (Rozdziat 9.2 w |3], zadanie 4.31 w [1] )
Zastosuj rozktad kanoniczny do gazu doskonatego. Wyznacz réwnanie
stanu i ciepto wtasciwe. Poréwnaj 7 rozwiazaniem zadania 1.4.

Zadanie 3.2 (Rozdzialy 9.3, 9.4 w [3], zadanie 4.16 w [1] )
Paradoks Gibbsa: sprawdz, ze, energia swobodna i entropia obliczone
dla gazu doskonalego (zadanie 3.1) przy pomocy rozktadu kanonicz-
nego nie sa wielkosciami ekstensywnymi. Popraw wynik (poréwnaj z
zadaniem 1.1 pamietajac, ze z naszego punktu widzenia czastki sa nie-
rozroznialne).

Zadanie 3.3 (Rozdzial 9.4 w |3|, zadanie 12.10 w [2] )
Model Einsteina ciepta wtasciwego ciat statych. Oblicz ciepto wlasciwe
zbioru N niezaleznych kwantowych oscylatoréw harmonicznych. Tym
razem w rozkladzie kanonicznym. Poréwnaj z zadaniem 2.3.

Zadanie 3.4 (Zadanie 12.4 w [2] )
Rozwiniecie podwodjnie splecionej molekuty DNA jest podobne do roz-
pinania zamka blyskawicznego. DNA ma N ogniw, z ktérych kazde
moze by¢ w jednym z dwoch stanoéw: stan zamkniety o energii 0 i stan
otwarty o energii €. Ogniwo moze sie otworzy¢ jedynie kiedy jego sa-
siad po lewej jest juz otwarty. Na schemacie ponizej oznaczono ogniwa
otwarte przez [*], a ogniwa zamkniete przez [ |.

D Dl D D] D D L B U I IO I IO T ]

Wyznacz sume statystyczna dla tanicucha DNA. Znajdz Srednia liczbe
otwartych ogniw w granicy termodynamicznej (N > 1).
Wskazoéwka:

Srednig liczbe czastek najlatwiej bedzie policzy¢ wprost z definicji, bez
formalizmu termodynamicznego, cho¢ mozna tez wyznaczy¢ ciepto wia-
Sciwe 1 z niego otrzymac szukang wielkos¢.

Zadanie 3.5 (Zadanie 12.9 w [2] )
Rozwaz zbior N nieoddzialujacych jednowymiarowych oscylatoréw har-
monicznych. Oblicz sume statystyczng zaktadajac, ze element prze-
strzeni fazowej wynosi dpdq/7, gdzie T jest czynnikiem okreslajacym
skale. Oblicz entropie, energie wewnetrzna i ciepto wlasciwe cy.



19 listopada

Zadanie 2.1 (Zadanie 4.20 w [1])
Zinterpretuj trzecig zasade termodynamiki z punktu widzenia fizyki
statystycznej.

Zadanie 2.2 (Rozdziat 2.1 w [4])
Sprawdz réwnos$¢ $redniej czasowej i Sredniej po zespole dla pojedyn-
czego oscylatora harmonicznego.
Wskazoéwka:
Pole elipsy o potosiach a i b wynosi P = wab.

Zadanie 2.3 (Rozdzial 8.8 w [3] i zadanie 4.11 w [1])
Model Einsteina ciepta wlasciwego ciat statych. Oblicz ciepto wlasciwe
zbioru N niezaleznych oscylatoréw harmonicznych.

Zadanie 2.4 * (Zadanie 5.9 w [2], bladzenia losowe w ogdlnosci w rozdziale
2.5 w [6])
Atom w gazie doswiadcza czestych i trudnych do przewidzenia zderzen.
Prosta metoda opisu jego ruchu jest zalozenie, ze wykonuje on btadze-
nie przypadkowe. W tym zadaniu zajmiemy sie btadzeniem przypad-
kowym w jednym wymiarze.
Rozwaz czastke (znajdujaca sie poczatkowo w x = 0) wykonujaca ko-
lejne przypadkowe kroki wzdtuz osi x. Kroki sa o jednakowej dtugosci,
a prawdopodobienstwa kroku w prawo i lewo réwne sobie i rowne %
Niech W (k, n) bedzie prawdopodobienistwem, ze czastka znajduje sie k
krokow od punktu poczatkowego po wykonaniu n krokow przypadko-
wych.
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Zadanie 1.1 (Zadanie 4.4 w [1])
Rozwaz uktady N niezaleznych czastek

a) klasycznych,
b) bozonow,

¢) fermionow.

Zaktadajac, ze pojedyncza czastka moze przebywaé¢ w R stanach jed-
noczastkowych, oblicz, ile wynosi liczba mikrostanoéw kazdego z wymie-
nionych uktadow.

Zadanie 1.2 (Rozdziat 8.10 w [3], rozdzial 2.2 w [4])
Rozwaz uktad ztozony z N strzalek, z ktorych kazda moze przyjmowaé
dwa stany 1 lub |, jak na rysunku ponizej.

T LUttt

Przyjmujac, ze energia pojedynczej strzatki wynosi odpowiednio € dla 1
oraz —¢ dla | oblicz liczbe mikrostanow Al sprzyjajacych makrosta-
nowi o energii F oraz entropie S, temperature 7' oraz energie swobodna
F ukladu w stanie rownowagi. Kiedy entropia przyjmuje wartos¢ mak-
symalng? Co oznaczaja ujemne temperatury?

Wskazowki:

Wprowadz parametr porzadku z = 2n — N, dla n - liczby strzalek 1.
Wzor Stirlinga Inn! ~ nlnn —n.

Uwaga:

Lancuch rozwazany w tym zadaniu, pomimo pozornego podobienstwa,
nie jest modelem Isinga!

Zadanie 1.3 (Rozdzial 3.3 w [5])
Wyprowadz wzor Stirlinga podany w poprzednim zadaniu.
Wskazowki:
W metodzie wyprowadzenia zaproponowanej w cytowanym podrecz-
niku przydatne okaza si¢ wzory:
In(1+2)=>%:", D qla € (—1,1)

)

e e~ g = VE a>0
F(n+1)=nl, L) = [~ e t"dt




Zadanie 1.4 (Zadania 5.6 1 5.7 w 2], rozdzial 8.8 w [3])
Zastosuj rozktad mikrokanoniczny do gazu doskonatego. Wyznacz row-
nanie stanu i ciepto wtasdciwe.

Literatura

[1] A. Fronczak, Zadania i problemy z rozwigzaniami z termodynamiki i fi-
zyki statystycznej , Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, War-
szawa, 20006.

[2| K. Huang, Podstawy fizyki statystycznej, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa, 2006.

[3] M. Wierzbicki, Termodynamika i Fizyka Statystyczna w zadaniach, http:
//if .pw.edu.pl/ wierzba/zajecia/tifs08/skrypt.html.

[4] A. Zagorski, Fizyka statystyczna, Oficyna Wydawnicza Politechniki War-
szawskiej, Warszawa, 1994.

[5] A. Zagorski, Metody matematyczne fizyki, Oficyna Wydawnicza Politech-
niki Warszawskiej, Warszawa, 2001.

|6] A. Iwanik, J. K. Misiewicz Wyktady z procesow stochastycznych z zada-
niami. Czesé pierwsza - procesy Markowa, Oficyna Wydawnicza Uniwer-
sytetu Zielonogorskiego, Zielona Gora, 2009.

|7] L. Adamowicz Mechanika Kwantowa. Formalizm i zastosowania, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa, 2005.

|8] J. Klukowski, I. Nabialek Algebra dla studentéw, Wydawnictwo Naukowo-
Techniczne, Warszawa, 2004.



