Statystyczne aspekty emisji, propagacji i ctekcji

promieniowania jadrowego

Rysunek 5.1 przedstawia niedawne wyniki eksperym&itLAS w laboratorium CERN
pokazujce rozkiad tzw. masy niezmienniczej,f) dwoch fotondw. Punkty uktadagic dosé
regularnie z niewielkim lokalnym maksimum w obszeamas okofo 125 GeV. Do zafeici
tej dopasowany zostat wielomian czwartego stophiaolnej czsci rysunku pokazany jest
rozktad, w ktérym od punktéw pomiarowych zostatyedel wartéci dopasowanego
wielomianu. Lokalne maksimum stale $&piej widoczne, a pokazana lrsiagta krzywa
opisuje jego ksztalt. Zaznaczone przy punktach posmych odcinki pionowe pokazuj
niepewndci potozenia tych punktow.
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Rys. 5.1.Rozktad masy niezmienniczeyy,) par fotonéw zarejestrowanych w eksperymencie ASLA
przy Wielkim Zderzaczu hadronéw, LHC, w laboratoniCERN [42]

Uzyskanie tego wykresu wymagato dwoch lat pomia(@9d1 i 2012) jednego z
najwickszych wswiecie eksperymentéw fizycznych, ATLAS oraz zbudoisanajwikszego
w Swiecie akceleratora-zderzacza, LHC. W rezultasigestizono istnienie poszukiwanej od
lat czstki, tzw. bozonu Higgsa, a Peter Higgs, ktorywiku temu postulowat jej istnienie
otrzymat w 2013 roku nagredNobla.

Dlaczego uzyskanie tego wykresu wymagato budowytakmnej aparatury? Dlaczego
pomiary musiaty trwatak diugo? Czy byto to konieczne?

Tak — bylo konieczne. Wszystkiemu ,winien jestitystyczny charakter proceséwdacych
przedmiotem naszych batdaod rozpadéwader atomowych, po produkchbozonu Higgsa.



Jadro promieniotwdrcze ma w kdej chwili czasu dwie mdiwosci, albo rozpé sk, albo
nie. Sytuacja jest taka sama jak w rzucie mgradbo wypadnie orzel, albo reszka. Kiedy
mamy wiele gder stanowdcychzrédio promieniotwoércze, to tak, jakémy rzucali cad gasé
monet i patrzyli ile z nich upadio ortem do gory.

Proces taki nazywamy binarnym i opisujemyrgoktadem dwumianowym Py (K; n, p),
gdzieP jest prawdopodobistwem uzyskani&t sukceséw przy wykonanych prébach, kiedy
prawdopodobigstwo sukcesu w pojedynczej prébie wyneswW naszym przypadki® jest
prawdopodobigstwem rozpadk jader wzrddle skladajcym sk z n jader, kiedy
prawdopodobigstwo rozpadu pojedynczeggda wynosp. Dla rzucania monet jest to
prawdopodobigstwo upadriciak monet ortem do goéry, §é rzucamyn monet, a
prawdopodobigstwo upadricia ortem do géry pojedynczej monety wynpsi

Analogia nie jest jednak petna, béligadro w danej chwili s rozpadio, to ju w nastpnej
wypada z gry. Prowadzi to do naturalnego pytaamid, jgst stosunek liczbydler, ktére si
rozpadaj w danej chwili do wszystkichygler wzrédle. Natychmiast nasuwa;siwaga — to
zalezy jak duza chwile rozpatrujemy i jakie jest prawdopodoistwo p rozpadu w tej chwili
pojedynczegoafra. Jéli chwila jest tak krotkaze bardzo mata ¢ jader s¢ w niej rozpada
w stosunku do wszystkichder wzrddle, to maemy uzng, ze analogia jest zachowanaslie
chwila jest porownywalna z czasem potowicznego aolzp to oczywécie - nie.

Majac to na uwadze przyjmijmye analogia jest zachowana, czyé, w rozpatrywanych
przez nas chwilach liczbader rozpadagych s¢ jest tak mataze nie zmienia to istotnie
liczby jader wzrddle. (Pamitajac, ze liczba gder w realnyclirédiach jest jedynie kilka
rzedéw wielkasci mniejsza od liczby Avogadra (ok. 6,02%1mol™), a liczba mierzonych
rozpadéw w realnych przedziatach czasu niegizie rzdu miliona, czyli 16, to i tak
stanowi to mniej i jedna milionowa, milionowej &%ci jader wzrddle.)

5.1. Relacje pomgdzy rozktadami: dwumianowym, Poissona i Gaussa
Przypomnijmy ksztatt rozktadu dwumianowego:

n! (5.1.1)

Py (k;n, p) :m Epk 1- p)n_k

gdzie wyraenie utamkowe po prawej stronie jest tzw. czynmikidewtona wyraajacym
liczbe kombinacjik-elementowych w zbiorze m elementach. Pozostale symbole zostaty ju
zdefiniowane. Wielkéci n orazp sa parametrami tego rozktadu; rozklad jestaevi
dwuparametryczny.

Pierwsze dwa momenty tego rozkfadu: wattoczekiwana i wariancja, czyli kwadrat
odchylenia standardowego wynaqsz

<k >=nlp; o2 =np{l-p) (5.1.2)



Zmiare ksztattu rozkladu dwumianowego wraz ze zmiasmrtasci jego parametrow, mma
prze&sledzic z pomoa interaktywnej aplikaciji, ktérilustruje rysunek ponej. (Dla

uruchomienia aplikacji natg po wcenigciu klawisza gtrl” klikna¢ w polu ilustraciji.)

Wpisupc w zielone pola liczby réwne wybranym waitoparametréw mzemy zobacz§
ksztalty czterech rozkladéw w postaci liczbowejaficzne;.
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Rys. 1.Przykiadowy wygld ekranu aplikacjidwumian.xIs”. Rozklady dwumianowe dla wpisanych
w zielonych polach warggi parametrow pokazane & postaci liczbowej i graficznej

Warto zwréct uwag: na charakterystyczne cechy rozktadoéw dwumianovadfah@znych

wartasci parametrow:

1. Dla p=0,5(na ekranie oznaczonej jakppi) rozktady mag post& symetrycza
wzglkdem wartdci oczekiwane;.

2. Wartdsci prawdopodobigstwa okrélone g tylko dlak mniejszego lub réwnego
(diagnostyka liczba” dla wartasci wigckszych

W przypadku, kiedy wartg p nie jest rown®,5, rozkiad jest niesymetryczny i ma
wigksza wariancg niz rozkiad o tej samej wartoi oczekiwanej, ale p=0,5
(przyktady dlain=10, p=0,5 n=40, p=0125.

Kiedy mamy sytuagjtaka, ze prawdopodobiestwop zmierza do zera, a liczba praldo
nieskaiczondgci ale tak,ze ich iloczyn ma skiczory wartas¢, a weC mazemy napisé, ze

(5.1.3)



to rozkfad dwumianowy zbiega do rozktadu postaci

P (k/]) :/]kme—/] (5.1.4)
P k!

gdzie A jest parametrem (jedynym) tego rozkladu. Rozkdsdnosi nazwrozktadu
PoissonaZwroémy uwag, ze wiasnie taky sytuacg mamy w przypadku typowegaddia
promieniotwérczego, kiedy liczbader wzrddle,n, jest o wiele rgdéw wielkadsci wigksza
od liczby pder,k, rozpadajcych s¢ w realnie mierzonym przedziale czasu.
Prawdopodobigstwo rozpadu pojedynczegmfa,p, jest w tym przedziale czasu bardzo
maie, wec zalazenia dotyczce rozkladu Piossona bardzo dobrze spetnione.

Wartas¢ oczekiwana i wariancja dla rozkladu Poissona wgpnos
<k>=4, o’=1 czyli o%=<k> (5.1.5)

Rownas¢ wartasci oczekiwanej i wariancji jest niezwykle wa cechy charakterystyczn
rozktadu Poissona. Wynika z tege, odchylenie standardowe réwne jest pierwiastkowi
kwadratowemu z warfai oczekiwanej, a stosunek tych wiedkojest odwrotnie
proporcjonalny do pierwiastka z wagtb oczekiwanej, a Wt maleje ze wzrostem tej
wartosci. Zwigzek ten ma bardzo de znaczenie praktyczne.

o 1 (5.1.6)
ag = \/j, =
A A
Rozktad Poissona me by zapisany rowniew postaci
<k>) __
P, (k;<k>) = (k> o ) e (5:1.7)

przy czym pamgtajmy, ze wart@¢ oczekiwana tego rozkladik> moze by liczba
rzeczywist, natomiast wartai zmiennej losowek zaréwno dla rozkladu dwumianowego,
jak i dla rozkiadu Poissona mpgy¢ tylko liczbami naturalnych z wtzeniem zera.

Zauwamy tez, ze dla rozkladu Poissona spetnionazaleznosc:

_ _k (5.1.8)
P,(k-L<k>) T [P, (k)

Wynika z tegoze
dla k=<k> P (k-L<k>)=P,(k;<k>) (5.1.9)

Czyli prawdopodobigstwa uzyskania warfoi k rownej wartdci sredniej jest takie samo jak
uzyskania warti o jeden mniejszej.



Ewoluck ksztattu rozktadu Poissona wraz ze zmigago wartgéci oczekiwanej, mana
przeledzic z pomog interaktywnej aplikacji, ktorej przyktadowy ekrduastruje Rys.2.(Dla
uruchomienia aplikacji nadgy po wcknieciu klawisza gtrl” klikna¢ w polu ilustracji.)

Whpisujc w zielone pola liczby rowne wybranej waitboczekiwanej meemy zobaczy
ksztalty péciu rozktadow w postaci liczbowej i graficznej. Ddardcenia uwagi na podan
wyzej zaleznosé wartasci liczbowe prawdopodobistwa dlak rownego wartéci oczekiwanej
oraz o jeden mniejszej, zostaly oznaczone czerwoapmodkami.

Nietrudno zauway¢, ze wraz ze wzrostem parametru lambda rozkiad staeosaz bardziej
symetryczny.
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Rys. 2. Przykladowy wygt ekranu aplikacjiPoisson.xlIs”. Rozkltady Poissona dla wpisanych w
zielonych polach wartgi oczekiwanych, pokazane & postaci liczbowej i graficznej

Kiedy rosnie wartg¢ przecetna w rozktadzie Poissona i ksztalt rozktadu ssajeoraz
bardziej symetryczny, wtedy rozklad tenzna z dobrym przyhteniem opisérozktadem
normalnym (Gaussa) Rozkiad ten okrdony jest dla zmiennej losowejagite] X,
przyjmupcej wartagci rzeczywiste. Rozklad normalny jest rozkladem ganametrycznym, a
gestas¢ prawdopodobigstwa tego rozkladu ok§na jest zalenoscia

_(x-a)’

f(x;a,a):i@ 20 (5.1.10)
olN2n

Parametrami tego rozkiada: svartas¢ oczekiwana, i odchylenie standardowe Jezeli
jednak rozktad normalny ma przykd omawiane tu rozktady: dwumianowy i Poissona to



jego parametry powinny spednivarunki okrélone dla parametréw tych rozkltadéw i ich
wzajemne relacje.

Ksztalt rozkladu gstosci prawdopodobigstwaf(x) oraz dystrybuantiz(x) dla zadanych
wartosci parametréw rozktadu Gaussa, 2na zobacz§ w postaci liczbowej i graficznej z
pomoa interaktywnej aplikacji, ktérej przyktadowy ekrduastruje Rys.3.(Dla uruchomienia
aplikacji naley, podobnie jak w poprzednich przypadkach, pametiu klawisza gtrl”
klikna¢ w polu ilustraciji.)
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Rys. 3.Przyktadowy wygid ekranu aplikacjiGauss.xIs”. Rozkiad gstasci prawdopodobigstwa i
dystrybuanty dla wybranych waktm parametrow.

Warto zwréct uwag: na kilka charakterystycznych cech tego rozkitadu.

1. Rozktad ma ksztalt symetryczny wzdém wartdci oczekiwanej, dla ktorejegtosé
prawdopodobigstwa przyjmuje wart& maksymala.

2. Prawdopodobigstwo, wyznaczone jako catka zsgiosci prawdopodobigstwa w
przedziale o zadanych granicach, wynosi dla obszlarglonego przez granice rowne
jednemu odchyleniu standardowemu weggim wartdci oczekiwanej, czyli

"It (x 2, 0)dx=0.6827 (5.1.11)
a—-o

3. Analogicznie wyznaczone prawdopodatsigva dla obszaru w granicach dwaoch i
trzech odchylé standardowych wynosgzz doktadnécia do czterech miejsc po
kropce, odpowiednio: 0.9545, 0.9973.



4. Niekiedy interesuje na wielké obszaru wokot wartei oczekiwanej obejmagy
zadan czs¢ (np. potowe) pola pod krzyw. Dla przyktadu, w przypadku potowy pola
mamy,

a+0.674% 5.1.12
| f(xa 0)dx=05 ( )

a-0.674t0

5. W niektorych analizach waa jest znajomi wielkosci obszaru wokot warkei
oczekiwanej w ktérym gptos¢ prawdopodobigstw jest wiksza od 0.5. okéana
jako szerokéc rozkladu w potowie maksimum. (w terminologii anglaej zwana
FWHM, ,Full Width at Half Maximur}) ,

FWHM =2[v2In2[0 = 2.3548.[0 (5.1.13)

Przeanalizujmy doktadniej relacje pamizy ksztattami omawianych tu rozkladow dla
wybranych, reprezentatywnych waftoparametréw. Rozkiady te pokazanena Rys.4.
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Rys.4Rozktady: dwumianowy, Poissona, Gaussa, dla wylotawartdci parametrow

1. W przypadku, kiedy parametry rozkladu dwumianowegoosz

n=20 p=05 czyli nlp=1C (5.1.14)

to wartcg¢ oczekiwana tego rozkladu réwna jest analogiczraejaéci dla rozkladu Poissona,
ale ksztaity obu rozkladow bardze sbznia.



2. Kiedy jednak

n=20, p=005 czyli nip=1 (5.1.15)

ksztalty obu rozkltadéw stapic podobne, co jest rezultatem lepszego spetnienianka
dotyczcego matej wartei prawdopodobigstwa sukcesu w rozkladzie dwumianowym i
rozktad ten swym ksztattem zibdi st do rozkiadu Poissona.

3. Przy parametrow okslenych wartdciami (14) rozklad normalny bardzo dobrze
odzwierciedla ksztalt rozktadu dwumianowego, natmizasadniczo odbiega od ksztattu obu
rozktadow: dwumianowego i Poissona dla wésiparametrow podanych w (15), wchadz

w zakres niedopuszczalnych dla tych rozkltadéw wartomiennej niezalmej, mniejszych

od zera.

4. Rrozkiad normalny opisagy dobrze rozkiad dwumianowy okteny wzorami (14)
wykreslony zostat dla wartai oczekiwanej i odchylenia standardowego odpowigyah
parametrom rozktadu dwumianowegs=10,6=V5. Podobnie rozktad normalny tle
przybliza rozklad Poissona dé=10,6=V10, a wicc dlawartcici parametréw, zgodnych z
relacp migdzy nimi wynikaaca z rozkladu Poissona.

Porownanie ksztaltéw rozktadéw dla wybranych przggkownika wartdci parametrow
mozna zobacz§ postugujc sk aplikach zamieszczonponize).

Podstawowe rozklady statystyczne: dwumianowy, Poissona, Gaussa
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Rys. 5.Przykiadowy wygld ekranu aplikacjirozklady.xIs”.

5.2. Estymacja parametréw rozkladow prawdopodobiastwa

Kiedy wykonujemy pomiar liczby zlicZez pomoa detektora promieniowania joniaggego,
pobieramy préb o rozmiarze jeden z rozktadu Poissona. Taki pojadmak niewiele méwi o



samym rozkfadzie i jego wado oczekiwanej. Z pokazanych wgj ilustracji widzimy,ze z
zupetnie daym prawdopodobigstwem wynik pojedynczego pomiaru seoznacznie réni¢
si¢ od wartgci oczekiwanej.

Aby uzysk& wiarygodne oszacowanie wastd oczekiwanej wykonujemy wiele pomiarow i
wyznaczamy wart@ sredng liczby zliczea

1

NNki (5.2.1)
i=1

k =

gdzieN jest liczly wykonanych pomiaréw. War6 srednia jest take liczln losows bedaca
estymatorem wartgi oczekiwanej, ktora jest licab- parametrem rozkladu. Miar
doktadndci uzyskanych wynikow dulzie wielka¢ charakteryzujca ich rozrzut wzgddem
wartasci sredniej.

2 1 n 2 (5.2.2))
= y(k-<k>
ST —151( i )

Odjcie jedynki w mianowniku utamka wynika z faktg rozrzut wyznaczamy nie wzglem
wartasci oczekiwanej (liczby édacej parametru rozkiadu) ale wgzdem wartdci sredniej,
ktéra sama zostata wyznaczona w oparciu 0 wykosart pomiaréw.(Znajac wyniki n-1
pomiaréw oraz warkg srednia, mazemy wyliczy¢ wynik brakujcego pomiaru.liczba niezalenych
pomiaréw wynosi wic n-1. Tak wyznaczona wielkd jest estymatorem drugiego momentu
rozktadu, jego warianciji, przy zateniu,ze ksztait rozkladu odpowiada rozktadowi
normalnemu. Pierwiastek kwadratowy z estymatoraamaji jest we¢c estymatorem
odchylenia standardowego wyznaezago granice, w jakich miei sie ok. 68% wynikow
pomiarow.

Je&sli wigc wykonalsmy pojedynczy pomiar liczby zlicheotrzymupc wynik k zliczen i jest to
liczba na tyle dim, ze rozktad Poissona memy przybliaé rozkladem Gaussa, to wienig
z prawdopodobigstwem ok. 68%, wartg ta r@ni sie od wartdci oczekiwanej dla rozktadu
Poissona w granicach oktenych przez/k, bo takie jest odchylenie standardowe tego
rozktadu. Jéli jednak liczba zliczé okazata i tak mataze rozkladu Poissona nie gemy
przybliza¢ rozkladem Gaussa (zob. Rys. 4) to wowczas przgmuyjwartéé k+1, jako
przyblizenie wartdci sredniej pamgtajac, ze prawdopodobiestwa uzyskania warfoi k
réwnej wartdci sredniej jest takie samo jak uzyskania wéet@ jeden mniejszej (wzor (9)).
Dla przyktadu, kiedy w zadanym przedziale czaswbgerwujemyadnego zliczenia, to za
wynik pomiaru podajemy wargé 1+1, a jeli obserwujemy jedno zliczenie, to wynik
zapisujemy w posta@+1.4

Wykorzystuac wiasndci rozktadu Poissona widzimy rowniieze warto uzyskawicksz
liczbe zliczen, bo wéwczas wzgtina niepewn& pomiaru ledzie mniejsza. Wtedy bowiem
mozemy t niepewnd¢ oszacowajako (patrz wzér (6))



sc vk _ 1 (5.2.3)
s =k,
k k +k

a wikc zmniejsza sijak odwrotng¢ pierwiastka kwadratowego z liczby zlidzéPrzyk=100
niepewndc jest rzdu 10%, ale przyk=10000Q jest to ju tylko 1%.

Zawsze jednak najlepiej jest powtoézyomiar, tj. wykond sere pomiarow. Niepewn@
statystycza uzyskanej wartei sredniej maemy oszacow@apodobnie. Wykonag wiele
serii pon pomiaréw otrzymamy tade rozkltad, ktérego odchylenie standardowezie

= S (5.2.4.)
* n

gdzies, jest okrélone wzorem (5.2.2). Niepewfdwartasci sredniej przy wykonaniu senmi
pomiarow, w ktérych uzyskiwano liczby zliaz&; okreslamy wicc jako

L 1 o, 2 (5.2.5)
X Jn [(n-1) El(kl <k>)

Zwroémy uwag na zasadniezréznice pomidzy niepewnécia pojedynczego pomiaru
wyznaczon na podstawie wzoru (5.2.2) oraz niepevarwartasci sredniej wyznaczomnz
pomoa wzoru (20). Zw¢kszajc liczbe pomiardw i wyznaczaf warta¢ sredni, a nasgpnie
niepewnd¢ z pomo@ wzoru (5.2.2) otrzymamy lepsze oszacowanie niejpéevn
pojedynczego pomiaru. Wyznaczana waitieedzie coraz mniej fluktuowi ale pozostawa
na tym samym poziomig¢Mozna to réwnie fatwo zauway¢ analizujc posta wzoru (5.2.2), bo
zwigkszapc n zwiekszamy licznik i mianownik utamka.Niepewna¢ wartasci sredniej jest malegca
funkcja liczby pomiaréw (z doktadrigia do fluktuacji statystycznych) zgodnie ze wzorem
(5.2.4).

5.3. Pomiar liczby zliczé w obecndci tla.

Czesto przy wykonywaniu pomiarOw rgenia promieniowania pochogtzzgo od badanego
zrédia promieniotwdérczego nie mamy aficvosci uwolnic sie od promieniowania
pochodacego z otoczenia, czyli tzw. tla. Wykonujemy wtehlya pomiary — jeden w
obecndci zrodia i jeden pomiar bezddia, czyli pomiar tla. Ten drugi pomiar wykongje
zwykle w chgu znacznie ditszego czasu. Liczba zlicz@a jednost& czasu, pochodzea od
badanegardodian,, wyznaczamy ze wzoru

_k_k (5.3.1.)

n,=n-n, .
t

Niepewnd¢ takiego pomiaru zimnego wyznaczamy korzysiajz prawa propagacii
niepewndci przypadkowych



2 2
of of (5.3.2)
%) [og) (o) e

2 o,

W naszym przypadku mamy

(5.3.3)

1 1
Sh, :Jtzﬁﬁ"’tzﬁi
t

Biorac za oszacowanie niepewsabpomiaru zalenos¢ wynikajaca z rozkladu Poissona (wzor
(5.2.3)) otrzymujemy

k .k n. n (5.3.4.)
= | —4 = | — 4+ >
n \/ t* \/ t

5.4 Pomiar liczby zliczé z uwzgkdnieniem czasu martwego licznika

Statystyczny charakter proces@aljowych sprawiaze niekiedy odsip czasu porgizy
dwoma czstkami padajcymi na detektor jest tak krotkie po zarejestrowaniu pierwszej
czastki detektor nie mee zarejestrow@drugiej. Czas ten jest charakterystyczny dla daneg
typu detektora i zwany jeszasem martwym

Znapc wartcé czasu martwegt, mozna oszacowajego wptyw na zmierzanliczbe zliczen
i wprowadzé odpowiedn poprawk:.

J&li na detektor w aigu jednostki czasu pada czastek, a detektor rejestrujg czastek, to
znaczy,ze czas w aigu ktérego detektor byt zablokowany wynosi

t=n,I[t, (5.4.1.)
J&li w ciagu jednostki czasu na detektor pada nistek, to w gigu czasu pada ich
n [t=n[n,[t, (5.4.2))
To wiasnie taka liczba cgstek nie zostata zarejestrowana w jednostce ckéasony wicc
n—n,=n[n, [t (5.4.3)

Stad mazemy wyznacz§ liczbe czastek padajcych w jednostce czasu na detekigrjesli
znamy liczle czastek zarejestrowanyaty oraz warté¢ czasu martwegt,.
n, (5.4.4.)

M n



Wyrazenie to mana zapisé proiciej, jesli czas martwy oraz liczba zloczea wielkosciami
na tyle matymize mazemy napisé

(5.4.5.)

, = n, _n, [(A+n, [t,)
1-n,d, 1-(n,0,)°
| S

=1

=n, [{1+n, )

W takim przedstawieniu wyzanie (1+aty) jest wspoétczynnikiem okéjacym wpltyw czasu
martwego na liczbzliczea.

Czasy martwe dla typowych detektorogvzeane i dla detektoréw jonizacyjnych wyngsz
zwykle (10* + 10%s. Czas martwy mi@ tez by¢ wyznaczony eksperymentalnie. W tym celu
wykonuje s¢ pomiary z pomag dwochzrodet promieniotworczych; oddzielnie ziklym ze
zrodet oraz réwnoczeie z dwomarddtami. Ze zwizkdw pomedzy liczbami zliczé w tych
trzech pomiarach mima wyznacz§ wartas¢ czasu martwego.



