MMF — éwiczenianr 1l - RoOwnania roznicowe

1. Rozwigza¢ réwnania réznicowe pierwszego rzgdu:
@ Yni-yn=1, y1=1
(0) Ynei—nya=nl, y;=1

Wsk. Podzieli¢ réwnanie przez n! i podstawic¢ z, =y, /(n—1)!

2. Rozwiagza¢ rownania roznicowe drugiego rzedu:

(@) Xy, —5%,,4 +6x, =0, Xg=1 X =2
(b) F,,=F,,+F,, F, =0, F, =1 (ciagg Fibonacciego).
©)  Yr=Yn1Yna, Yo=4 y1=1

Wsk. Zlogarytmowac rownanie i potem podstawi¢ z=Iny.

3. Rozwigza¢ rOwnanie: y(n) = y(gj +n, y(1)=3. Wsk.Podstawi¢ n = 2%, po czym
rozwigza¢ rGwnanie na Yy.

4. Obliczy¢ wyznacznik D, zdefiniowany jako:



MMF — ¢wiczenia nr 2 Funkcje zespolone

1. Znalezé graficznie liczby: z%, ¥z, Inz dla(a) z=(-4,0) oraz (b) z=(1V3) .

2. Rozwigzaé rOwnania na X; e*=1, e*=-1, e* =i .

3. Wyrazi¢ przez ,,zwykte” funkcje trygonometryczne/hiperboliczne nastgpujace wyrazenia:
sin(ix), cos(ix), tg(ix), sh(ix), ch(ix), th(ix).

4. Oszacowaé warto$¢ wyrazenia W = | sin(i+n/4) |.

5. Znalez¢ obraz odcinka L przy odwzorowaniu F(z) , jesli:

(@) F(z) =e* , L —odcinek AB o koncach A=(1,0), B = (1, =) lub
L — prosta o rownaniuy = 1/2 .

(b) F(z) =€ , L —odcinek AB o koficach A=(r,0), B = (x, 1).
(©)F@) =1z, L-—0$0y.

6. Stosujac metod¢ funkcji zespolonych rozwigza¢ rownanie: X''+2X’'+ X = Fcosat .
Wsk. Dokona¢ zamiany: x na z=x+iy oraz coset na ',

7. Obliczy¢ catki:

0 o0

2 d cos X dx 02
I, = I (P , b= J. > , Iz= J.ef(XH) dx .
O2+3|n¢7 coX +4

—00



MMFE — éwiczenia nr 3 Funkcje Eulera

Wyrazi¢ przez funkcje Eulera, a nastgpnie uproscic, catki:

7l2

1
x"eXdx, 3. J.(—Int)?’/zdt , 4. J.(tan 134t |
0 0

o0

1. J.x”e”‘2 dx , 2.

Q-2 @a+t)72 dt

L e— 0—3

1
5. J.(l—\/f)l’adt , 6.
0

7. Wyprowadzi¢ zwarty wzor na ,,silni¢” I'(-n + ).

8. Obliczy¢ X, dla ktorego wyrazenie lnwj osigga maksimum.

MMF — éwiczenia nr 4 Transformacija Laplace’a

1. Obliczy¢ transformaty Laplace’a funkcji: f(t) =tsinet, g(t)=sinhat h(t)=coshat
2. Znalez¢ funkcje f(t), dla ktorej transformata Laplace’a wynosi;
- s+1 = s%+2s - s
f(s) = ) f(8)=———7= , f(s)=—————— .
®) s242s ) (s2+1)? ®) s24+4s+13
3. Metodg transformat Laplace’a rozwigza¢ rOwnania:

(@) fre fr=t2+2t, f(0)=4, f'(0)=-2 ,
(b) f —f'—6f=2, f(0)=1, f'(0)=0 ,
(c) f'+f =t f(0)=1, f'(0)=2 .

4. Podobna metoda rozwigzac uktad rownan:

Fr2g=3 f(0)=2, g(0)=3
g!_2f=4 ()_ ' g()_ '
5. Okresli¢ przebieg natezenia pradu elektrycznego 1(t) w obwodzie RC , podtagczonym do
statego napigcia Ug. Przyjac, ze poczatkowo kondensator nie byt natadowany: Q(0) = 0.

6. Okresli¢ przebieg nat¢zenia pradu elektrycznego I(t) w obwodzie RL , podtaczonym do
zmiennego napiecia U (t) = Ug sinat. Przyjac, ze 1(0) = 0.



MMF — ¢wiczenia nr 5 — 6 Wielomiany ortogonalne

2 dlax e(-11).

1. Zortogonalizowa¢ wielomiany: 1; X ; X
2. Napisa¢ rownania rozniczkowe dla wielomiandéw Laguerre’a i Czebyszewa.

3. Poda¢ rozwigzanie rownania: (1—x?)f"—2xf'+12f =0, f(0)=0, X e(-11).

4. Korzystajac ze wzoru Rodriguesa obliczy¢ wspotczynniki a, i b, przy pierwszych dwoch
najwyzszych potegach wielomianow Legendre’a P, i Laguerra L) (m=0,1,2,...).

5. Obliczy¢ warto$¢ wielomianu LT (m=0,1,2,...)dlax=0.

. : o . 2
6. Obliczy¢ kwadraty norm wielomianoéw Laguerre’a i Czebyszewa: | Ly | oraz ||P, ||2 :

7. Napisa¢ zwigzki rekurencyjne dla wielomianéw Laguerre’a i Czebyszewa.

8. Korzystajac ze zwigzkoéw rekurencyjnych dla wielomianéw obliczy¢ calki:

(a) Ie’xzszl(x)Hg(x) dx | (b) Ie’xszlz(x)Lls(x) dx .
—© 0

9. Korzystajac z odpowiednich funkcji tworzacych obliczy¢ P, (+1); Ha(0); L2(0); L;(0).

10. Korzystajac z rGwnania rekurencyjnego dla wielomianow Czebyszewa sprawdzi¢ wzor:

T,(X) = % cos(n arccos x), n > 1, To(x) = 1.

11. Okresli¢ wszystkie miejsca zerowe wielomianu Ts(X) , X e(-11).

12. Sprawdzi¢ rozwinigcie dla funkcji tworzacej dla wielomianéw Czebyszewa:

2 0
4—W2 = z w" Tn (X) .
4—-4wx+w* =
Wsk. Pomnozy¢ cate rownanie przez mianownik lewej strony, a nastepnie
przyroéwnywac¢ wspotczynniki przy tych samych potggach zmiennej w po obu
stronach otrzymanej rownosci. Por6wnac wyniki z rownaniem rekurencyjnym dla
tych wielomianow.



MMFE — éwiczenianr 7 - Funkcje sferyczne

1. Napisa¢ jawne wzory na wszystkie funkcje sferyczne Y\n(6,¢) wywodzace si¢ z
wielomianu Legendre’a P,(t), gdzie t = cos 6.

2. Obliczy¢ norme Y, |

3. Wyrazi¢ wielomian P|(t) przez funkcje sferyczne Y n(t, ¢).
4. Wyrazi¢ funkcje f(X,y,z) = xy przez funkcje sferyczne Y\n(6,¢).
5. Na sferze jednostkowej zaznaczy¢ punkty, gdzie Y,1(6,¢) = 0.

6. Sprawdzi¢, ze roOwnanie Laplace’a jest spelnione rowniez przez funkcje
f(r,0,0)=r""Y, ,(6,9) [niezaleznie od funkcji f(r,8,p)=r'Y,(6,0)].

7. Wykaza¢, ze funkcje sferyczne sa funkcjami wlasnymi operatora trzeciej sktadowe;j
L3 momentu pedu, tzn. Ze L,Y,,=mnY,, (# - stata Plancka podzielona przez 2m),

gdzie L3 = —in
op
2

8. Sprawdzi¢, ze funkcja f(x,y,z) = J.(z+ixcosu+iysinu)' e™ du speetnia rGwnanie
0

Laplace’a. Na tej podstawie poda¢ — z doktadnoscig do statej - catkowe przedstawienie
funkcji sferycznych.



MMFE — éwiczenia nr 8 — 9 - Funkcje Bessela

1. Wykazaé, ze J_,(x)=(-)"J,(x) (n— liczba naturalna).
2. Podac¢ (nieosobliwe) rozwigzanie rownania: x*f"+xf'+(4x? -9) f =0.
3. Poda¢ szereb Bessela dla rownania: xf "+ xf'—(x? +v?) f =0 .

4. Wyrazi¢ funkcje sin X oraz cos X przez funkcje Bessela (we wzorze na funkcje tworzaca
podstawi¢ w =1).

5. Wykaza¢, ze J,(x+y)= Z‘]"*k (x)J(y). (Wsk. Funkcje tworzace).

k=—o0

2z
6. Zapisa¢ w postaci szeregu liczbowego catke | = Icos(Zsin<p—3¢:)d¢
0

7. Wykazaé, ze transformata Laplace’a funkcji Bessela Jo(t) Wynosi J,(s) =1/v/s? +1, za$

funkcji J,(2vt) wynosi Lo
S

8. Wiyrazi¢ przez funkcje elementarne funkcje J_;, ().

9. Znalez¢ dwa zwigzki miedzy funkcjami Jo oraz J; . (Wsk. Wzory rekurencyjne dla
funkcji Bessela).

10. Udowodnié, ze 3y, +J,, =223, .
X

20+1 .

11. To samo dla sferycznych funkcji Bessela:  ji,; +ji4 = i -

r2

12. Rozwigzaé réwnanie: R"+% R'j{kz _Id +1)} R=0 R=R(r).

Wsk. Dokona¢ zamiany zmiennych: r -y =kr, R —>S= yR,

czyli r:% , R=y?2s,

13. Sprawdzi¢ ortogonalno$¢ funkcji J,,,(2x) oraz J,,,(x) dlaL = 1.



MMFE — éwiczenia nr 10 - 11 - Dystrybucje

1. Sporzadzi¢ wykresy funkcji: 6(-x), O(x* —a?), #@*-x?), 6(-x*>+4x-3), gdzie &x)—
funkcja schodkowa Heaviside’a.

2. Obliczy¢ sploty dwoch ciagéw (an) i (by) : axa oraz axb , gdzie a, =6, +5,, ,
bn= 6y, +25,, -3, , N—liczba catkowita.

3. Obliczy¢ sploty funkcyjne f =g dla:

@) f)=0601-x*), g(x)=6(x) (b)  f0=x201-x%), g(x)=x0(x),
(© f(0=G,(x), 9g(x)=Gz(x), G- funkcja Gaussa réwna G, (x)= L e
J2ry
Na podstawie otrzymanego wyniku napisa¢ zwarty wzor na n — krotny splot:
G, *G, *... *G, .
4. Obliczy¢ wartosci gtowne catek:
2A
_ 4 dx _ X dx , . . x dx
@ I1=P IO 1 (b) 1=P J._wm. Poréwnaj z catka: /I\m_A T

€OS NX (b) P cos(x/n) .
X X
6. Znalez¢ granice ciggéw dystrybucyjnych: (@) f,(x)=ne™ %, (b) f,(x)=ne ™,

5. Znalez¢ granice ciagdw przy n —oo: (a) P

7. Napisac ciag 6-podobny (3. ) startujac z funkcji (- f£(x)) , gdzie funkcja Fermiego

1
fe(x)= .
£ (X) i1

8. Uprosci¢ iloczyny: A =x5(3-2x), B = xs(x*-4), C = sin(z) §(x*> —4)
9. Uprosci¢ sploty: A =x#5(3-2x), B = x*5(x*>-4), C = sin(m)=*5(x?-4)

10. Naszkicowa¢ wykresy pierwszej i drugiej pochodnej dystrybucyjnej dla funkcji:
(@) f(x)=e™ | (b) f(x)=06(x*—-x?)sinx .
11. Obliczy¢ pochodng dystrybucyjna funkcji f (x) = In( | x |) .

12. Upro$ci¢ wyrazenia: A = x5"(x) , B = x%5"(x) C=x3"(x).
13. Rozwigzaé rOwnanie: Af (F) +k? f (F) = -5(r)

(Wsk. Skorzysta¢ ze wzoru na laplasjan funkcji f,(r) = %e‘m D Afy =a? oy —4xs(r) ).



MMFE — éwiczenia nr 12 - 13 - Transformacja Fouriera

1. Obliczy¢ transformaty Fouriera dla funkcji:

(@) feo=e™, (b) F(0=——,
X“+1

X COS X

© f(X)_x2+1’ (@ f(x)_x2+1'

2. Obliczy¢ dwuwymiarowe transformaty Fouriera dla funkcji:
(@ f(xy)=0R-1), r=x>+y?, (b) f(x,y)=%e‘”‘r .
W zadaniu (b) przyja¢ nast¢pujaca definicj¢ transformaty:

f@=[ e tmar
ad

3. Obliczy¢ trowymiarowe transformaty Fouriera dla funkcji:
(@) f(x,y,2)=0R-r), r=4x>+y*+2%, (b) f(x,y,z):%e‘”‘r .

4. Obliczy¢ dystrybucyjne transformaty Fouriera dla funkcji:

@ to=—2", (b) f(x)=cos?x .
X“+1
(€) f(x)=xsinx , (d) f(x):P% .

5. Znalez¢ szczegllne rozwigzania rOwnania:

(@ f'()-4f(x)=60x ,
(b) () + F'(x)+ F(X)=5(x) .



MMF — ¢wiczenia nr 14 - Szereqi Fouriera

1. Napisa¢ wyktadniczy 1 trygonometryczny szereg Fouriera dla funkcji okresowych:
(@) f(x)=sin’,

(b) f(x)=1 (dlaxe(0,1)) oraz f(x)=0 (dlaxe(l,2)).
Okres periodycznosci L = 2.

() f(x)=x*, dla xe(-1,1), L=2.

2. Rozwina¢ w (wyktadniczy i trygonometryczny) szereg Fouriera dystrybucje:

(@ f(x)= i5(x—2m—l)

=—0

(b) f(x)= i[&(x—4m—1)—5(x—4m—2)] :

=—c0

©) f(x) = &sinx).

3. Napisa¢ skonczony szereg Fouriera A, dla ciaggu A, =6, +8,,, N,v=0,1,2,. . N-L



TEMATYKA WYKEADOW Liczba wykladéw

Wstep. Funkcje zespolone
Funkcje Eulera
Transformacja Laplace’a
Wielomiany ortogonalne
Funkcje sferyczne
Funkcje Bessela
Dystrybucje
Transformacja Fouriera
Szeregi Fouriera
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Kolokwia
- Si6dmy 1 czternasty tydzien zajec (zamiast wyktadow)
- Kazde kolokwium: 5 zadan po 2 punkty (lacznie za dwa kolokwia 20 pkt.)

- Osoby, ktore uzyskajg 16 lub wiecej punktow, moga by¢ zwolnione z egzaminu (z oceng
koncowa 3; 3,5; 4; 4,5; lubb5).

- Dopuszczalne 3 nieusprawiedliwione nieobecnosci. Kazda nastgpna — jeden punkt ujemny.



