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Matematyczne ujecie mechaniki
kwantowe;.

Feynman: Jezeli kto$ uwaza, ze rozumie

mechanike kwantowg, to wtasnie oznacza, ze nie

ma o niej pojecia.

Murray Gell-Man: Mechanika kwantowa to

tajemnicza dyscyplina, ktdérej nikt nie rozumie,

ktorg jednak potrafimy sie postugiwac.
ZACZYNAMY postugiwac sie

prawdopodobienstwem.




Swiat mikroskopowy

A. Pomiar wielkosci fizycznej (akt obserwacji zaburza uktad, ktory
obserwujemy). Nie wszystkie wielkosci fizyczne sg mierzalne
jednoczesnie. Im dokfadniejszy jest pomiar potozenia tym mnie;
doktadny jest pomiar pedu (predkosci) czastki (wkrétce poznamy
zasade nieoznaczonosci Heisenberga.

B. Wynik pomiaru pojawia sie z okreslonym
prawdopodobienstwem, tj. dokonujgc serii pomiarow, mozemy
otrzymac znaczgco roznigce sie wyniki w krotkich odstepach czasu.

C. Swiat mikroskopowy sktada sie z wielu obiektow, a czasem
interesuje nas tylko opis pojedynczej czgstki(!). W obu przypadkach
postuzymy

sie funkcjg stanu, ktora w sensie
matematycznym jest zwigzana z
rozktadem
prawdopodobienstwa.

Za [1]



Funkcja stanu

* Fizyka: aby opisac¢ uktad zbudowany z N czgsteczek,
musimy okresli¢ ich potozenia, co nam daje 3N
argumentow dla naszej funkcji stanu. O ile ich
sformutowanie mozna uznac za wykonalne, to ich
rozwigzanie juz nie.

* Matematyka: zamiast klasycznych rownan,
oczekujemy, ze matej przestrzeni dV znajdziemy nasz
obiekt. Oczekujemy, czyli wprowadzamy jezyk
probabilistyki:

p =[Pl

Znalezienie czastki ,,gdziekolwiek” musi by¢
zagwarantowane (pewne):

[ av =1




Cechy funkcji FALOWE]J

A. Spetnia zasade superpozycji. Gdy funkcje 1, oraz 1, opisujg
ten sam uktad w réznym stanie, to ich KOMBINACIJA liniowa
opisuje ten sam uktad, ale w innym stanie:

Y3 =1 + Y,

B. Pomiar w sensie statystycznym:

W wyniku pomiaru wielkosci F mozemy otrzymac z pewnym
prawdopodobienstwem dopuszczalne wartosci f. Nazywamy je
wartosciami WEASNYMI wielkosci fizycznej. Caty zestaw (zbior)
tych wartosci nazywamy WIDMEM, ktére moze byc dyskretne jak
i ciggte. Dyskretne indeksujemy i zapisujemy f..

Kazdej wartosci wtasnej odpowiada inna UNORMOWANA funkcja
wtasna.




Cechy funkcji falowej

e Z kombinacji liniowej mamy

Y= any

n

e Zbidr funkcji wtasnych stanowi uktad zupetny funkcji bazowych
w przestrzeni zbioru wszystkich mozliwych funkcji falowych
uktadu (czyli jakby kazdy wektor w przestrzeni tréjwymiarowej
mozna skonstruowac z kombinacji liniowej wersorow)

* Wspotczynniki rozwiniecia bedg okreslaty
prawdopodobienstwo odpowiednich wartosci wtasnych, takich

yASH
1= lay I

n




Funkcja falowa cd.

Funkcje falowa mozemy teraz przedstawic:

1= 0 an = [y = [ D an v =Y e [ pav

Musi zachodzi¢:

an = [ pav




Wartos¢ oczekiwana

* Postulujemy, chociaz mozna to wyprowadzi¢ w analitycznie z
wtasnosci funkcji falowych, ze wartosc srednia (OCZEKIWANA)

okreslonej wielkosci (w domysle fizycznej) dana jest
nastepujacym wzorem:

F=[wrpav
J Y*FypdV
—~ z Ay anf =z j Y Yy frdV = j w*z an fnPndV

S Fpdv={ ¢ ¥, anfnpndV

F II):Zn AnfnPn




Co to jest A?

F¢=Zn anfntbn
Flljn:fnll)n

* Powyzsze rdwnanie znane jest jako zagadnienie
wtasne operatora F.

e Wielkoéci F przypisaliémy w ten sposdb operator,
ktérego wartosci wiasne f_ sg rozwigzaniami
rownania wtasnego.

e Operator to dziatanie, ktore jednej funkgcji
przyporzgdkowuje inng: Fy=¢

e Operatory, ktore opisujg wielkosci fizyczne musza
spetniac specjalne wtasciwosci.




Operator hermitowski

H1: Najwazniejszg cechg jest fakt, ze w wyniku
eksperymentu uzyskujemy wartosc rzeczywistg,
dlatego oczekujemy wartosci witasnych w takiej
postaci. W konsekwencji rzeczywiste muszg byc
rowniez wartosci oczekiwane! Musi zatem

zachodzi¢:
f= jw*ﬁwdv =f*= (f ¢*ﬁ¢dv>

musi zachodzié,
samosprzezonosc:

Ta wtasnos¢ powoduje, ze (J 1/)1*F1/)2dV> = def = ]¢2*F+¢1dv




Operatory wielkosci fizycznych

H2: Funkcje wtasne operatora hermitowskiego
odpowiadajgce roznym wartosciom wtasnym sg
ortogonalne.

H3: Jezeli dwa operatory majg taki sam uktad
funkcji wtasnych, to oznacza, ze sg przemienne.

H3a. Jezeli operatory sg przemienne, to majg taki
sam uktad funkcji wtasnych.

H3b. Rownoczesny pomiar dwoch wielkosci
fizycznych jest mozliwy tylko wtedy, gdy ich
operatory sg przemienne.




Komutator

* Przemiennosc operatorow definiujemy poprzez
komutator (oznaczany nawiasem prostokgtnym).
Znikanie komutatora oznacza przemiennosc:

[A,B] = AB — BA = 0

* W ogolnosci jednak ta roznica bywa rézna od
zera. KOLEJNOSC DZIAtAN W MECHANICE
KWANTOWEJ JEST ISTOTNA.




Komentarze do wartosci
wtasnych. Widmo ciggte.

Zbior wartosci wtasnych nazwalismy widmem. UWAGA:

U1:jest mozliwa sytuacja, w ktorej jednej wartosci wtasnej
odpowiada wiele funkcji wtasnych. Wéwczas mowimy o
Z/DEGENEROWANEJ WARTOSCI WLASNEJ. Dla czastki
swobodnej widmo energii jest ciggte (wykazemy to na
nastepnym wyktadzie!)

U2: Skwantowanie wartosci wtasnych moze by¢
konsekwencjg periodycznych warunkéw brzegowych. W
przyIEadku okresu periodycznosci rosngcego do
nieskoriczonosci z widma dyskretnego przejdziemy w
widmo quasiciggte.

U3: W przypadku widma ciggtego sumowanie zastepujemy
catkowaniem.

U4: Normowanie stanow dyskretnych wymaga delty
Kroneckera §; ;, natomiast normowanie stanow ciggtych
delty Diraca.
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