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1. ROWNANIE DRGAN WAHADEA MATEMATYCZNEGO

Wahadlo matematyczne jest ciatem, ktére porusza sie w polu grawitacyjnym jed-
norodnym po okregu (ma jeden stopnien swobody).

Rysunek 1: Cialo poruszajace sie¢ po okregu o promieniu L i srodku O w polu
grawitacyjnym, Fp — sila naciggu linki, G = mg sita grawitacji, F' — sita wypad-
kowa, h wysoko$¢ liczona od punktu zaczepienia, ¢—kat opisujacy potozenia ciata
na okregu.

Ruch ciala o masie m opisany jest réwnaniem Newtona dla ruchu obrotowego:
N = Idff, gdzie N = L x F jest momentem sily powodujacym ruch
po okr(ggu, I jest momentem bezwladnoéci I = mIL?. Poniewaz kat pomiedzy
ramieniem L a sila wynosi ¢ wiec moment sily powodujacy ruch: N = mgLsin (o).

Réwnanie ruchu jest wigec rownaniem rézniczkowym nieliniowym drugiego rzedu:
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9 sin(6) = 5 (1)
Réwnanie to mozna rozwiazaé rozwijajac funkcje sin w szereg, jednak mozna

rownanie to przeksztalci¢ do rownanie pierwszego rzedu, korzystaje z zasady za-

chowania energii (energia jest calka pierwsza réwnania rézniczkowego):

9

~mgh($) + ymv? = ~mgh(go) + Zmv*(0) e

gdzie: ¢p—kat poczatkowy ruchu, v(0)— predkosé poczatkowa. Zakladamy ze w
chwili poczatkowej v(0) = 0 czyli, ze w chwili ¢ = 0 odchylamy wahadlo o kat
#(0) = ¢¢ 1 puszczamy swobodnie z predkoscia zerowa.

Jesli wysokosé zapiszemy h(¢) = Lcos(¢) oraz predkosé v = L% to otrzymamy
réwnanie:
dp _ |y

o =\ T (cos(@) — cos(do)) 3)
Poniewaz interesuje nas tylko zaleznos¢ okresu od amplitudy wiec wystarczy

w réwnaniu (3) rozdzieli¢ zmienne i wykonaé catkowanie po czasie po éwiartce
okresu (od zera do T/4):
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Granice calkowania po kacie wynikaja z tego, ze: ¢(T/2) = 0 oraz ¢(0) = ¢o.
W celu wyliczenia tej catki w (4) korzystamy z przeksztalcenia: cos(a) = 1 —
w/2
20« s . . . . do
2sin? (5 ) oraz z wartosci catki eliptycznej of Wi
nie istnieje, w tablicach matematycznych podane sa wzory w postaci szeregéw).
Ostatecznie otrzymujemy:

L 2, %0 490
T(¢0)=27r\/;<1+(2) sin?(=* 5 )+(24) sm4(2)...) (5)

W celu analizy danych empirycznych réwnanie to zapiszemy w postaci:

(rozwiazanie analityczne

T(¢o) = To (1 + F(¢o)) (6)
gdzie Ty = 27T\/§ oraz
F(¢o) = (;) sm2(¢2°) + (;Z) m‘%%) + (%%%)%mﬁ(%)... (7)

2. POMIARY

W ¢éwiczeniu nalezy wykonaé¢ pomiary dwoch zaleznosci:

1) Pomiar zaleznosci okresu wahadla od dlugosci (od wysokosci x) dla matych
katéw wychylenia poczatkowego ¢q.
2) Pomiar zaleznosci okresu od amplitudy drgan ¢g.

Okres drgan wahadla zgodnie z réwnaniem (5) wynosi:
T = 2m\[L (14 F(60)) = 2m\/ 2= (1 + F(60)),

gdzie F(¢g) jest mala poprawka, a lop—dlugoscia poczatkowa, x—zmiana dlugosci
mierzona bezposrednio. Wzér ten przeksztalcamy do postaci:

vo) = (52) =0+ o)y ®



W dos$wiadczeniu nie mierzymy dlugosci wahadta a odlegto$é¢ = od umownego
punktu (czyli zmiane dlugodci, w zestawie w laboratorium o$ linijki pomiarowe;
jest zorientowana w dol, czyli wartosci x odczytane z linijki sg ujemne).

W punkcie 1. nalezy wykonaé dla ok.15 wartosci wysokosci (co 3 - 5 cm), jeden
okres pie¢ razy dla kazdej wartosci diugoéci. Kat powinien byé ok 15° — 20°,
zbyt maty kat powoduje duze bledy pomiaru czasu. Nalezy uwazaé aby drgania
zachodzily w jednej plaszczyZnie.

W punkcie 2. pomiary wykonaé¢ dla katéw 5,10,15,....,85 stopni. Wykonaé po-
miary dla jednego okresu i powtérzyé¢ kazdy pomiar 5 razy w celu wyznaczenia
Sredniej.

3. OPRACOWANIE DANYCH

Dla dwoch czesci éwiczenia nalezy wykonaé analize metoda najmniejszych kwa-
dratéw i znalez¢ parametry prostej najlepiej pasujace do danych doswiadczalnych.

1) Zalezno$¢ okresu wahadla od diugosci.
2
T
a) wykonaé¢ wykres y(x) = (2> (wzér (5)),
™
b) metoda najmniejszych kwadratéw znalezé takie wartodci parametréw pro-
stej a i b, dla ktorych prosta y = ax + b najlepiej pasuje do danych empirycz-
nych, pomiaréw okresu T od przyrost dlugosci x. Na podstawie otrzymanych
parametréw a i b wyznaczy¢ przyS$pieszenie grawitacyjne g i lp (a = é oraz
— Lk
b=7 ).
2) Zaleznosé okresu T' od amplitudy drgan.
a) Wykresl zaleznosé zaleznosci okresu T' od kata maksymalnego wychylenia
¢o. Zaznacz stupki bledéw. Nalezy przyjaé¢ blad graniczny kata Agg = 5°.
b) W celu linearyzacji tego réwnania i opracowania metoda najmniejszych
kwadratéw wykresl zaleznos¢ okresu T' od parametru « = F'(¢g), gdzie F'(¢g)
dane jest réwnaniem (7). Réwnanie (6) mozna zapisa¢ w postaci:

T'=To(1+2)="Tox+Tp (9)

jest to réwnanie prostej z dwoma jednakowymi parametrami (nachyleniem i
stala).

Na wykresie T = T'(x) zaznacz stupki bledéw. Niepewnosé z = F(¢o) da-
nego réwnaniem (7) wyznacz metoda rézniczki: Az = %A(ﬁo, gdzie Ay
jest niepewnoscia pomiaru kata (pamietaj o wykonaniu obliczen dla kata
wyrazonego w radianach)..

¢) Wyznacz metoda najmniejszych kwadratéw parametry réwnania liniowego
T = ax+Db, sprawdzié¢ czy otrzymane a i b sg jednakowe, zgodnie z réwnaniem
(9) powinno byé a = b = Ty. Przedyskutuj przyczyny dla ktérych obserwu-
jemy réznice pomiedzy parametrami a i b, oraz przyczyny odstepstwa od
prostej.

4. ANALIZA NIEPEWNOSCI

Niepewno$¢ pomiaru kata wynika zaréwno z doktadnoéci podziatki jak i z mozli-
wosci pomiaru kata w ,locie”. W niepewnosci pomiaru kata mozna zawrzeé fakt,
ze w wyniku tlumienia drgan amplituda zmienia w czasie si¢ szczegdlnie silnie
dla duzych katéw. Mozna przyjaé, ze blad maksymalny pomiaru kata wynosi ok
5 stopni.

Niepewno$¢ pomiaru czasu zalezy od doktadnosci zegara, oraz od bledu reje-
stracji momentu przejscia nici przed fotokomorksa. Gléwnym czynnikiem jest nie-
pewnos$é¢ pochodzaca od rejestracji nici i mozna ja oszacowaé jako czas przelotu
nici. Jesli ni¢ ma grubo$é d to btad maksymalny pomiaru czasu wynosi AT = ﬁ%),
gdzie v(0) jest predkosdcia w najnizszym punkcie ruchu (dla kata ¢ = 0, patrz zada-
nie 1). Przy obliczeniach niepewnosci nalezy pamigtaé, ze skladowa aparaturowa
niepewnosci réwna jest bledowi granicznemu podzielonemu przez v/3.

5. WNIOSKI

We wnioskach nalezy zawrzeé nastepujace elementy:

1. Wyprowadzi¢ w sprawozdaniu wzor na okres korzystajac z zasady zachowania
energii. Opisaé zalozenia niezbedne do napisania réwnania ruchu (1).

2. Uzasadni¢ dlaczego pomiar zmiany dlugosci jest dokladniejszy od pomiaru
dtugosci wahadta.

3. Poréwnaé dokladno$é¢ (wyliczyé niepewno$é) wyznaczenia przyspieszenia
przy pomocy jednego pomiaru z dokladnoscia metoda najmniejszych kwadratdw.

4. Wyliczy¢ sktadowe niepewnoéci pochodzace od réznych zrédet btedéw. Opi-
saé zrodta bledu pomiaru czasu.

5. W czedci 2. ,,Pomiar zaleznosci okresu od amplitudy drgan” okresli¢ przy-
czyny odchylenia uzyskanych danych od prostej. Dlaczego wyznaczone nachylenie
i stala metoda najmniejszych kwadratow réznig sie?.

6. ZADANIA I PROBLEMY

Zad 1. Cialo zawieszono na nierozciggliwej nici diugosci | i odchylono o kgt
¢o- Wyznacz zaleznosé predkosci v od kgta wychylenia ¢. Wskazowka: skorzystaj
z zasady zachowania energii, kgt ¢g jest kgtem maksymalnym, kat ¢ jest kgtem
chwilowym, zaleznym od czasu.

Zad 2. Wymien zalozenia, przy ktorych réwnanie 8 opisuje poprawnie ruch ciala
na lince w polu grawitacyjnym, czyli podaj zalozZenia wahadla matematycznego.

Zad 3. Wykonaj pomiar okresy wahadta zawieszonego w reku oraz na gwozZdziu
(moze byé dowolne nieruszajgce sie zawieszenia), przy zachowaniu stalej dlugosci.
Wykonaj pomiar ok 10 okresow stoperem. Przeanalizuj roznice w okresach.

Zad 4. Wyprowad? wzdr na okres wahadla matematycznego (T = 2H\/g) dla
malych kgtdw rozwigzujgc réwnanie (1). Wykonaj rysunek sil, wyprowadZ réwna-
nie (1), wstaw przyblizenie sin(¢) ~ ¢ i pokaz, zZe rozwigzanie ¢(t) = Asin(wt)

spetnia rownanie (1) dla w = /9.



