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Mierzy sie od tysiecy lat.

teoria btedéw ma 200 lat

teoria pomiaréw ma 120 lat

teoria reprezentacji pomiaréw nieidealnych zostata zapoczatkowana
ponad pét wieku temu.

zastosowanie zbioréw rozmytych do analizy niepewnosci ma 20lat,

t-normy po raz pierwszy w teorii pomiaréw pojawity sie 15 lat temu



Punkty widzenia

@ Filozofia pomiaru
©® Matematyczny model pomiaru - Formalna teoria pomiaréw -
teoria reprezentacji
@ pomiar idealny, podziat na klasy abstrakcji
@ reprezentacja z progiem, niepewnos¢ a prég, reprezentacja
przedziatowa,
© reprezentacja probabilistyczna,
@ zbiory rozmyte
Kwantowa teoria pomiaréw. Twierdzenie spektralne dla
operatoréw liniowych w przestrzeni Hilberta.
Poréwnanie ze wzorcem, komparacja
pomiar jako oddziatywanie badanego obiektu z przyrzadem
pomiarowym,
wzorce i wielko$ci podstawowe,
struktura systemowa pomiaru, schemat blokowy,

pomiar jako uzyskiwanie informacji

pomiar w naukach spofecznych



Pomiar jest zagadnieniem dotyczacym metod poznawczych, dotyka
wiec filozoficznie epistemologii.

Poznanie dotyczy relacji przedmiot - podmiot.

Poglady na temat przedmiotu poznania:

© nie ma obiektywnie istniejacych przedmiotéw - s3 tylko
poglady,

@ przedmiot poznania jest konstruowany podczas procesu
poznawczego. Np elektron istnieje w przyrzadach
pomiarowych,

© przedmioty poznania istnieja obiektywnie.

Kazdy pomiar daje serie liczb i musi by¢ zinterpretowany.

Konstruowanie przedmiotu poznania w punkcie 2 oznacza pewien
relatywizm poznawczy nie wykluczajacy



nieco historii

©® model antyczny - Gregja.
Rzeczywistos¢ jest numeryczna - pomiar to odkrywanie liczb
wpisanych w rzeczywisto$¢.
Metafizyka
matematyka jest geometryczna

© model Hinduski - poznanie jest reprezentacja rzeczywistosci
algebra liczb



Przyrzady pomiarowe a pomiar

© Wiekszos¢ pomiaréw w naukach przyrodniczych wykonuje sie
przy pomocy aparatury.

Aparatura czesto jest skomputeryzowana i ztozona.
Producenci nie podaja szczegdétéw budowy przyrzaddw.

Pomiar nie sprowadza sie do odczytu z wyswietlacza.

Analiza wynikéw powinna obejmowa¢:
e analize niepewnosci z opisem wszystkich Zzrédet btedéw,
e zasade dziatania przyrzadu pozwalajaca na unikniecie efektu
aparaturowego,
e analize teorii wykorzystanej do budowy przyrzadu,
e w przypadku pomiaru zjawisk nowych nalezy oceni¢ czy
przyrzad moze zarejestrowaé poprawnie badane zjawisko

@ Zasady konstrukcji przyrzadéw pomiarowych niezbedne s3 do
poprawnej interpretacji wyniku pomiaru i analizy niepewnosci.



Pomiar Komparacyjny

Struktura empiryczna zadana jest przez operacje:

© komparacji zadajace relacje poprzedzania < (porzadku) w
zbiorze obiektéw empirycznych

@ operacje sktadania obiektéw o.

kompara

% z lewej - komparator: b < a

ponizej - ztozenie obiektow:

aob.
b L >
a b



system pomiarowy

Filtr Przetwornik
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Rysunek: Schemat blokowy uktadu pomiarowego



Schemat blokowy pomiaru komparacyjnego

wielkos¢
N wejsciowa komparator
N
@y\;’ przetwornik |
\ obiekt u
O w Uktad n.w
N — . .
C powielania u:K[y—n.W)
WZOorzec T
n

Rysunek: Komparacyjny uktad pomiarowy, komparator idealny dziata wg
réwnania: u = K (y — n.w) z warunku y = 0 wnioskujemy, ze y = n.w.



pomiar komparacyjny natezenia pradu

komparator kata

zrodio
[ wielkas¢
wejsciowa
J Przetwornik
prad-kat podziatka
- wzorzec
kata
prad Komparator
wejéciowy kata
P
u
. n.cg |
=K y— |
Wzorzec u=Kly-n.q]

kata z n wskazami

Rysunek: amperomierz jako komparator



btad w pomiarze komparacyjnym

réwnanie pomiaru:

T =z + 0z (1)
g - wartos¢ prawdziwa, x - wynik pomiaru, warto$¢ nominalna,
odczyt przyrzadu,
réwnanie (1) ma postaé: xg = z — ox

—X ol h |—h(x)+5h

Rysunek: Btad przetwornika opisanego odwzorowaniem h(z)

Uktad przetwarzajacy sygnat h(x) opisany jest réwnaniem
y = h(x), gdzie x i y sa wielkosciami prawdziwymi. Btad
-przetwarzania wynosi 6h czyli warto$¢ prawdziwa na wyjsciu jest:

Yy = h($0> + 0h (2)



pomiar komparacyjny - pordwnanie z wzorcem

Komparator jet uktadem dwuwejSciowym o réwnaniu nominalnym:

u=K(x—w) (3)

u - sygnat wyjsciowy
komparatora, x - wielkos¢
mierzona, w - wielko$¢ wzorcowa.
pomiar metoda zerowa:
u=0=>z—w

wielkosc
wejsciowa  komparator
X
u
w
u=K(x—w)
wzorzec

Rysunek: pomiar komparacyjny



Model btedu pomiarem komparacyjnym

Réwnanie btedu: z = x¢ + dx oraz w = wy + dw
Dla wartosci prawdziwej z uwzglednieniem btedu:

u=K(z —w)+ dpu (4)
u~+ 0pu =0 (5)
u=—0u= K(x—w)+ dhu = —du (6)
K(x — w+ dw) = —dpu — dpu (7)
1
xo=w — dw — —((5ku + dpu) (8)

dr = dw+ — (5ku + dpu) (9)



Struktura empiryczna - (2

Zatozenia dotyczace () zaleza od natury mierzonej wielkoSci.
Wielkosci fizyczne — wielkosci ekstensywne — struktury z
porzadkiem i addytywnym dziataniem:

Q= (V,o,<) (10)
V' — zbiér obiektéw empirycznych,
o — operacja sktadania obiektéw empirycznych,
< — porzadek ostry "niepetny”,
) — semigrupa (nie ma elementéw odwrotnych) lub N—zbiér z
niepetnym porzadkiem.

Operacja o opisuje:

czynno$¢ sktadania obiektéw oraz powtarzania pomiardw.
Zakfadamy, ze o jest: taczna, przemienna i istnieje element
neutralny (ontyczne "nic")
Czyli (V,0) nie jest grupg, jest semigrupa lub tez N—zbiorem (czyli
skfadanie dotyczy jedynie elementéw identycznych):



Struktura matematyczna - M

Zatozenia dotyczace M powinny by¢ zgodne ze struktura
empiryczna - €2

Dla pomiaréw wielkosci ekstensywnych jest to struktura z
porzadkiem i dziataniem addytywnym:

M = (M, ®, <) (11)

M — zbiér obiektéw matematycznych,

@ — operacja semi dodawania,

< — porzadek ostry "niepetny”,

M — semigrupa lub N—zbiér z niepetnym porzadkiem.

Operacja @ reprezentuje operacje sktadania empirycznego

(M, ®, <) jest semigrupa lub tez N—zbiorem (czyli sktadanie
dotyczy jedynie elementéw identycznych).



Pomiar jako reprezentacja

Q—M (12)

a
S
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Rysunek: schemat pogladowy reprezentacji pomiarowej



Wartosé¢ wielkosci

Podstawowe pojecia:

@ wielkos¢ (fizyczna) a reprezentowana (opisane) jest
odwzorowaniem ®, (measurement mapping):

T,:Q—R (13)
czyli utozsamiamy wielko$¢ a z funkcja @,
@ wynikiem pomiaru jest warto$¢ wielkosci @, (w):
x = Pq(w) (14)

gdzie: w - obiekt, dla ktérego wykonano pomiar
x - wynik pomiaru, miara mierzonej wielkosci dla w.

masa - ¥,nasq, Mmasa klocka: m = U,,,4,(klocek),
masa to nie ciato materialne a wtasnos¢ ciata.
co oznacza réwnanie E = mc??




PORZADEK - OPERACJA KOMPARACII

O relacji R bedziemy zaktada¢, ze jest czeSciowym ostrym
porzadkiem - relacja R jest:
© przeciwzwrotna:
zaden element nie jest w relacji sam ze soba: —(zRz).

@ przechodnia: (zRy) A (yRz) = (zRz).
przeciwzwrotno$¢ i przechodnio$¢ gwarantuje antysymetrycznosé.
Ponadto bedziemy zaktadali acykliczno$¢: jesli ay Ras - - - ag—1 Rag,
to a1 # aj dla kazdego k € N,

wielkos¢
wejsciowa  komparator
X
u
w
u=K(x—w)

WZorzec



Witasnosci porzadku R w zbiorze V/

@ zwrotno$¢: aRa dla wszystkich a € V,

@ przeciwzwrotno$¢: —aRa (czyli (a,a) ¢ R) dla wszystkich
a € V (gdzie — oznacza negacje),

@ symetrycznosc: jesli aRb, to bRa dla wszystkich a,b € V,

o przechodnio$é: jesli aRb i bRc, to aRc dla wszystkich
a,b,ceV,

e negatywna przechodnio$é: jesli ~aRb i —bRc, to ~aRc dla
wszystkich a,b,c € V,

e semiprzechodnio$¢: jesli aRb i bRc, to dla kazdego d € V
aRd lub dRc dla kazdego a,b,c € V,

e asymetryczno$¢ (przeciwsymetrycznosé): jesli aRb, to —bRa,
co oznacza, ze nie moze zaj$¢ jednoczesnie aRb i bRa dla
kazdego a,b eV,

e antysymetryczno$¢: jesli aRb i bRa, to a = b dla kazdego
a,beV,



Witasnosci porzadku R w zbiorze V', cd.

e zupetno$¢: dla kazdego (a,b) € R zachodzi aRb lub bRa
(connected relation) dla a,b € V,

e acykliczno$¢: jesli aj Ras - - - ax_1 Rag, to a1 # ay dla
kazdego k € N,

@ zwartosc: jesli a # b, to aRb lub bRa dla kazdego a,b € V,

e witasnos¢ Ferrersa: jesli aRb i cRd, to aRd lub cRb (inaczej
mocna witasnos$¢ przedziatowa) dla kazdego a,b,c,d € V.
Relacja negatywnej przechodnio$ci moze by¢ zapisana: jedli aRb, to

aRc lub cRb dla kazdego a,b,c € V.



rodzaje porzadkéw

Dwuargumentowa relacja R w zbiorze V' jest:

(Eq)
(Par)

(Weak)

(Bi)
(Acyc)
(Interval)

(Semi)

réwnowaznoscig, jesli jest przechodnia, zwrotna i
symetryczna,

ostrym porzadkiem czeSciowym, jesli jest
przechodnia i asymetryczna,

stabym porzadkiem, jesli jest ostrym porzadkiem
czesciowym i negatywnie przechodnim,
biporzadkiem, jesli spetnia warunek Ferrersa,
acykliczna, jesli spetnia warunek acyklicznosci,
porzadkiem przedziatowym, jesli jest
przeciwzwrotna i Ferrersa,

semiporzadkiem, jesli jest porzadkiem
przedziatowym spetniajagcym warunek
semiprzechodniosci,



rodzaje porzadkéw

Dwuargumentowa relacja R w zbiorze V' jest:
(Lin) porzadkiem liniowym (total or simple order), jesli
jest antysymetrycznym porzadkiem stabym,
(Strict) porzadkiem ostrym, jesli jest przeciwzwrotny (moze
to dotyczy¢ réznych porzadkéw),
(WePar) porzadkiem cze$ciowym, jesli jest stabym
porzadkiem antysymetrycznym i zwrotnym,
(Tot) porzadkiem catkowitym, jesli jest porzadkiem
czesciowym, stabym i zupetnym,

(Graf) grafem, jesli jest relacja symetryczng i zwrotna.



POMIAR IDEALNY — bez btedéw

Wielkosci ekstensywne, wartosci wielkosci s3 liczbami:
Wynik pomiaru liczby R ktéra opisuje niezbedne wtasciwosci:

Q-5 R. (15)

® odwzorowanie pomiarowe,
Struktura empiryczna okreslona jest przez operacje :

V= (V,<,0) (16)

@ Obiekty mozna sktadaé a wartosci wielkosci mozna dodawac
operacja sktadania o.

© Obiekty mozna uporzadkowac¢ ze wzgledu na wartosci wielkosci
komparator zadaje relacje poprzedzania <.



Pomiar idealny

Model pomiaru — odwzorowanie:
(V,<,0) = (R, <, +). (17)
® jest reprezentacja w R jesli:

B(aob) = d(a) + (D) (18)

gdzie + jest dodawaniem w R, a,b € V
oraz:

a<b= ®(a) < ®(b)

gdzie < jest porzadkiem w R.



Pomiar idealny: twierdzenia Holdera (1901).

Twierdzenie

Niech V = (V| <, o) bedzie Archimedejska stabo uporzadkowana
grupa, wtedy V = (V, <, o) jest izomorficzne z podgrupa liczb
rzeczywistych (R, <, +). Ponadto jedli @ jest izomorfizmem to

@’ = a® jest réwniez izomorfizmem a®, dla kazdego a > 0
Definicja Relacja < jest Archimedejska jesli dla kazdego a,b € V
istnieje taka liczba naturalna n, ze a < n.b, gdzie
n.a=no---®a, suma jest n sktadnikéw.

Definicja (V, @) jest grupa jesli dziatanie @ jest wewnetrzne,
istnieje element neutralny e (a ® e = a dla kazdego a € V) i
istnieje element odwrotny czyli dla kazdego a € V istnieje ™t € V
taki, zea®a ! =e

Definicja Relacja =< jest stabym porzadkiem jesli jest zupetna i
przechodnia.

Staby porzadek zadaje relacje réwnowaznosci:

arbs (a=Xbib=<a).



Szkic dowodu

Dla kazdego elementu a € V definiujemy zbiory L(s) i U(s):
L(s) = {— : n.s = m.a dla pewnego m,n € N} (19)

U(s) = {% :m.a = n.s dla pewnego m,n € N} (20)

czyli symbolicznie dla (19): s = ™a oraz (20) s < ™a
Definiujemy kres dolny ,inf" i kres gérny ,sup” utamkéw z (20) i
(19):

u(s) = inf U(s) oraz I(s) = sup L(s) (21)

definicia M = sup A < Vycar < M
w granicy I(s) = u(s) i wtedy ¥(s) = I(s) = u(s). Jest to wartos¢
U(s) wzgledem wzorca a



pomiar komparatorem - utamki poréwnawcze

L(s) Uls)

A A
r aYa ™~
I | | | | |
| L I LI LI 1 | >
“ AN J
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m M

—a<s —dazs

n n

Rysunek: Utamki komparacyjne



Liczby rzeczywiste - konstrukcja liczb

liczny naturalne

V' - zbiér przedmiotéw, €2 = 2V rodzina podzbioréw zbioru 2,
~ - relacja réwnolicznosci w Q:

A ~ B wtedy i tylko wtedy jesli istnieje izomorfizm f : Q — Q.
Relacja ta jest relacja réwnowaznosci i dzieli zbiér €2 na klasy
réwnolicznosci 2/ ~.

Klasy te s3 liczbami naturalnymi N

Liczby catkowite

W zbiorze par N x A definiujemy relacje réwnowaznosci:
(n,m) ~ (k,1) & n+1=Fk+ m liczby catkowite Z =N x N/ ~

liczby wymierne

W zbiorze par Z x Z definiujemy relacje rownowaznosci:
(n,m) ~ (k,l) & nel=Fkem liczby wymierne Q = Z x Z/ ~

im) = —



liczby rzeczywiste

zbidr ciggdéw zbieznych =

W zbiorze liczb wymiernych @ tworzymy ciagi nieskonczone:

q: N — @, maja one postac: ¢ = (q1,92,---qn,---)

Ciag (q;) zbiezny jesli dla kazdego ¢ € @ istnieje taka liczba
naturalna n, ze dla kazdych ki, ko > n zachodzi |qx, — qx,| < €.

relacja réwnowaznosci w =

W przestrzeni ciaggéw zbieznych = zadajemy relacja
rownowaznosci: @1 ~ Oy jesli @1 i O s3 wspdlnie zbiezne, czyli
jesli ciag utworzony z wymieszanych elementéw: (q1,71, 92,72, ..)
jest zbiezny, gdzie g; jest elementem ciagu ©1 a r; jest elementem
ciagu Os.

Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste sg zbiorem klas réwnowaznosci ciggéw

—_
= =/ ~



arytmetyka liczb rzeczywistych

dodawanie

Dodawanie klas.

Niech a,b € R, a jest reprezentowane ciaggiem zbieznym do a:
(a1, a9, ...) oraz b jest reprezentowane ciagiem zbieznym do b:
(b1, b2, ...),

a + b jest reprezentowane ciagiem (a; + by, a2 + ba, .. .)

porzadek

przenosi sie z porzadku liczb naturalnych




Pomiar idealny

Jesli pomiar jest idealny to rownowaga komparatora zadaje relacje
réwnowaznosci w zbiorze obiektéw empirycznych: V

Odwzorowanie pomiarowe mozna ztozy¢ z dwéch odwzorowan:

VA Q-5R (22)

Gdzie @ jest zbiorem klas réwnowaznosci: Q = V/ ~ .



Pomiar idealny - bez btedu pomiarowego

Pomiar jest idealny jesli odwzorowanie pomiarowe jest
homomorfizmem w liczby rzeczywiste:

(V, =<, &) = (R, <,+). (23)

W taki przypadek nazywamy modelem punktowym pomiaru.
Warunkiem jest to aby relacja nieporéwnywalnosci byta relacja
réwnowaznosci:

(réwnowazno$¢ jest przechodnia, zwrotna i symetryczna).
Wtedy relacja rownowaznosci zadaje klasy rownowaznosci )
elementéw o tej samej wtasciwosci (mierze cechy):
Q=X/~.

Pomiar ® moze by¢ przedstawiony jako ztozenie dwéch
odwzorowan ® = s e m czyli:

Q0% Q >R (24)



Pomiar komparatorem rzeczywistym

Komparator zadaje przeciwzwrotna relacje poprzedzania <.

Z powodu btedéw pomiarowych relacja < nie zadaje relacji
réwnowaznosci.

Definicja Relacja < jest przeciwzwrotna jesli nie zachodzi a < a
dla kazdego a € V.

Definicja

~ jest relacja nieporéwnywalnosci:

r~vys (hr<yAy <o)



Nieporéwnywalno$é

Z kazda relacja porzadku
< zwiazana jest relacja
nieporéwnywalnosci ~:
Definicja

~ jest relacja
nieporéwnywalnosci:
T~y &
(rx<yA-y<x).

AY

y=X

A=y

X~y




Pomiar na obiektach ze zbioru V' reprezentuja dwie funkcje
mezurand i prég.

Mesurand: @ : V' — R

W wyniku procedury pomiarowej przyporzadkujemy obiektowi a
liczbe ®(a) (warto$¢ mezurandu dla a € V).

Odwzorowanie & reprezentuje operacje sktadania o:

B(aob) = B(a) + B(b) (25)

Prég odréznialnosci § jest funkcja dwdch zmiennych:
0:VxV =R

Prog d jest minimalna réznica miedzy wartosciami wielkosci
mierzonej (®(b) — ®(a)) pozwalajaca na ustalenie relag;ji
poprzedzania a < b

a<b< d(a,b) <®(b)— P(a) (26)

Prég d(a,b) opisuje btad komparacji i reprezentuje porzadek < w
przestrzeni obiektéw



I
Nieporéwnywalnosé
Z kazda relacja porzadku < zwigzana jest relacja
nieporéwnywalnosci ~:
Definicja
~ jest relacja nieporéwnywalnosci:
r~ys (hr <yA-y<T).

X~y
Y>X

x>y




Pomiar z bfedem pomiarowym — v

relacja nieporéwnywalnosci I
- nieprzechodnia X~y ivez ale x«z
nie mozna zbudowac klas
réwnowaznosci.
Model przedziatowy:
Pomiar opisany jest para 9,
odwzorowanh:
®1:V —>Roraz &y : V = R.
® Przedziat

Wyniki pomiaréw reprezentujemy w strukturze interwatowej
I=(I,®,<), gdzie I jest zbiorem interwatéw, @ jest dodawaniem
interwatéw, < — jest porzadkiem interwatowym.



Reprezentacja przedziatowa

Dodawanie interwatéw:

la1, az] © [b1,b2] = [a1 + b1, a2 + b (27)

Porzadek interwatowy:

[al, CLQ] < [bl, bg] S= a9 < by (28)
Jesli obietowi a przyporzadkujemy
przedziat [a1, as] czyli:
®i(a) =ay i Pa(a) = a9
o

to: t —

a<bs Dy(a) < Pi(b) (29)



Reprezentacja przedziatowa, prég rozréznialnosci

Wartos¢ wielkosci ®(a) jest Srodkiem
przedziatu:

®(a) = 5 (P2(a) + @1(a))

1
2

Niepewno$¢ U (a), promien przedziatu:

1 T . >

U(a) =

Tj.®1=®—-Uoraz P, =+ U
Relacja poprzedzania opisana jest wiec:

a<be ®(a)+U(a) < P(b) —U(b)
czyli ®(a) + U(a) + U(b) < ®(b)

Wielko$¢ d(a,b) = U(a) + U(b) jest progiem odrézniania obiektéw.



Prog § opisuje granice odréznialnosci obiektéw. przez odréznialnosé
rozumie sie fakt, ze komparator wykazat réznice, czyli:

a<be P(a)+d(a,b) < D(b) (30)

Prog o jest funkcja dwoéch zmiennych

Jest rozktadalny na dwie niezalezne sktadowe tylko gdy istnieje
reprezentacja przedziatowa.

Taki przypadek opisuje jedynie btedy systematyczne.

Jedli §(a,b) =U(a)+U(b) to U(a®b) = U(a)+ U(b) czyli zasada
propagacji niepewnosci odpowiada sktadowym systematycznym.
W ogdlnym przypadku prég nie jest rozktadalny na sktadowe
niezalezne.

W modelu probabilistycznym: §(a, b) = \/U?(a) + U?(b)



Reprezentacja z progiem

Z punktu widzenia teorii reprezentacji proég opisuje relacje
pomiedzy obiektami.
Struktura empiryczna:

V=(V,<,0) (31)

Opisana jest poprzez dwa odwzorowania:
®:V 5>Rorazd:V xV =R

Witasciwosci relacji < opisane sg poprzez reprezentacje:

a<b<s P(a)+0(a,b) < P(b) (32)

czyli o wtasciwosciach relacji decyduje prog.



Witasciwosci relacji zadane przez prég

Twierdzenie

Jedli dla kazdego a,b € V' prég jest dodatni: §(a, b) > 0 to relacja
< jest acykliczna.

Definicja

Relacja < jest acykliczna jesli nie istnieje taki ciag ag, a1, - -+ .a, ze
ap < a; < ---<ap.

Wtasciwos¢

Relacja acykliczna jest przeciwzwrotna (nieréwno$¢ ostra: nie moze
zaj$¢ a < a)

Twierdzenie

Jedli dla kazdego a,b € V' prog jest rozktadalny, czyli istnieje
dodatnia funkcja U : V — R™: taka, ze 6(a,b) = U(a) + U(b) to
relacja < jest porzadkiem przedziatowym.

Wtedy U nazwiemy niepewnoscia i spetniona jest wtasnosé
liniowosci:

U(aob)=Ul(a)+ U(b):



w pracy: M. Le Menestrel, B. Lamaire (2004—2006)
Podano warunki istnienia reprezentacji dla struktur (A4, @, <).

Twierdzenie A jest N—zbiorem i < jest binarna relacja spetniajaca
warunek Archimedesa. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

© istnieje para funkcji 1,9 : A — RT taka, ze ¢1 < g i

T <y pa(z) < e1(y),
p1(m.x) = mp1(x),
p2(m.x) = mypa()

dla dowolnych z,y € Ai m € N.

I

@ relacja < jest homotetycznym porzadkiem przedziatowym.
N-zbiér V(z € A)V(m,n € N) (mn).z = m.(n.x)

Porzadek przedziatowy: <-relacja asymetryczna spetniajaca
warunek V(z,y,u,v € A)(x <yiu<v)= (z <vlubu<y).



Definicja < jest homotetycznym porzadkiem przedziatowym, jesli
spetnia nastepujace warunki:
© Przedziatowo$é
V(z,y,u,v € A)(x <yiu<v)=(x<vlubu<y)
©® Homotetycznos$é V(z,y € A)V(n € N) x <y & n.x < n.y
© Archimedejsko$¢ V(z,y € A)I(n € N) z < n.y
@ Dodatnios¢
V(z,y € AV(m,m' e Nym <m/) 2 <y=max<m'y
© Osrodkowos¢ V(z,y, z € A)I(m,m',m” € N)
z<y=>mx<m'z3Imz<my
© Super-Archimedejsko$¢
V(z,y € A)F(m,m' e N;m/ <m) z <y =m.x <m'y



Pomiar komparatorem
Dwie operacje:

© sktadanie obiektoéw, lub tylko powielanie identycznych n.z.
Powielanie: V' x N — V', N-liczby naturalne.

© komparacja okreslajaca nieostry, staby porzadek <

© relacja poprzedzania < jest subhomotetyczna:
a<b=mn.a<nb

powielamy wzorzec z i mierzony obiekt x i ustalamy dwa warunki:

\

“"Ag_:__\_\.)-"

Nn.T = mi.z2 | N9.xT <mMo.z2, £,z €V



I
Wynik komparacji

mi1.z2 <ni.T 1 N9.T < MmMy.z2
X

A1 |
Tt

CEPIE W 1
Hr— ' r1

m m
nz<1‘oraznz>x

Pomiar doktadny: zawsze jedna szalka przewazy:
relacja nieporéwnywalnosci jest przechodnia i:
mi g ma

el ) =W (33)
jest to doktadna miarg wielkosSci mierzonej wzgledem wzorca z.
Pomiar z btedem
nieporéwnywalnos¢ jest nieprzechodnia — lewe i prawe poréwnania
réznia sie i wynikiem pomiaru jest przedziat:

sup(%),inf(—) (34)



Pomiar poréwnawczy

M.K. Urbanski, J. Wasowski,
Algebraic approach to extensive measurement based on direct
comparison, (Measurement 2008)
Wykonujemy serie komparacji x wzgledem v,
Kazda komparacja konczy sie jednym z mozliwych wynikéw:
(C_) x <y (x poprzedza y): mozemy ustali¢, ze: x jest " mniejsze”
niz y.
(Co) = ~ y: x iy sa nieporéwnywalne.
(C1) y < x (y poprzedza z): mozemy ustali¢, ze: x jest "wieksze”
niz y
"poprzedza" — nie wiemy czy to oznacza, ze jest "wieksze" .

wielkos¢
wejsciowa  komparator

X
_.-+

w
> -

WZorzec

u=K(x—w)



Seria komparacji

W celu okreslenia miary obiektu x wzgledem y wykonujemy wiele
komparacji: czyli poréwnujemy n.x z m.y
seria komparacji ma prowadzi¢ do ustalenie wyniku pomiaru w
postaci informacji, ze:
Utamek ¢ = 7* ma jedna z mozliwych pigciu wtasnosci:
(C1) n.z < m.y dla wszyskich n, m takich, ze ¢ = m/n,
(C2) (n.x = m.y for all n,m takich, ze ¢ = m/n)
i (istnieje n,m takie, ze ¢ = m/n i n.x < m.y) i
(istnieje n, m takie, ze ¢ = m/n i n.x ~ m.y),
(C3) n.z ~ m.y dla wszyskich n,m takich, ze ¢ = m/n,
(C4) (m.y 3 n.x dla wszystkich n, m takich, ze ¢ = m/n)
i (istnieje n, m takie, ze ¢ = m/n i m.y < n.x)
i (isnieje n,m takie, ze ¢ = m/n i n.x ~ m.y),

(C5) m.y < n.x dla wszyskich n, m takich, ze ¢ = m/n,



Pomiar komparacyjny c.d.

e
n'

Wynikiem komparacji n.xz z m.y jest wiasnosc utamka g =
wyniku ktérej kazdy utamek mozemy umiesci¢ na prostej:

W

warunkowo n.x<m.y warunkowo n.x<m.y
L]

NX>m.y . / n.x<m.y

N.X~M.y X

utamek g = 7 opisuje warunkowe wyprzedzanie x przez y w
stopniu ¢

jesli dla wszystkich n i m takich, ze ¢ =
istnieja takie n i m, ze n.x ~ m.y oraz takie

niimipiqg= ’7’;—11 takie, ze ni1.x < my.y



Postulat spéjnosci

warunkowo nox<m.y Warunkowo n.x<m.y
"

|
—— i — e

N~y ¥

Jezeli w wyniku poréwnah otrzymamy, ze:

"x warunkowo mniejsze od y w stopniu ¢" i powtdrzymy pomiary
to nie mozemy otrzyma¢ dla tego samego ¢, ze "x jest warunkowo
wieksze od y w stopniu ¢".

CZYLI: nie mozliwe jest aby istniaty takie n1,no, mq, mo takie, ze:
%1 = %’" = q i zachodzi n.x1 < mq.y oraz n.xs < Mo.y.

Tj.: powtarzajac poréwnania otrzymamy doktadnie odwrotny wynik
komparacji dla wiekszej liczby poréwnan.



UWAGA

dwa sposoby realizacji kopii:
@ tworzymy n kopii "fizycznie”,
© powtarzamy komparacje w tych samych warunkach.

Ustalenie rezultatu komparacji n.x < m.y zachodzi w wyniku
interpretacji poréwnan dla n kopii obiektu x, oraz dla m kopii
obiektu y. Jedli x jest obiektem badanym a y wzorcem
(odniesieniem) to w przypadku przetwornika analogowo-cyfrowego
n kopii obiektu z, (czyli n.x) uzyskujemy poprzez wielokrotne
powtérzenie komparacji z jednym i tym samym (powtarzalnym w
sensie statystycznym) obiektem.

Kazdy utamek q reprezentuje wiele poréwnan.



Zbiory utamkoéw okreslajgce wynik komparacji

Dla ustalonych obiektéw x,y € A.
Oznaczymy:

@ Uy(z) — zbidr wszystkich utamkéw bezwarunkowego
poprzedzania x przez y, czyli zbiér ¢ = " takich, ze n.x
porzedza m.y bezwarunkowo, czyli zawsze n.x < m.y dla
wszystkich n i m takich, ze % = q.

(2] Uy(x) — zbiér wszystkich utamkéw warunkowego poprzedzania
T przez y,

() ﬁy(x) — zbiér wszystkich utamkéw warunkowego poprzedzania
Y przez x,

Q L,(z) — zbidr wszystkich utamkéw bezwarunkowego
poprzedzania y przez z, czyli zbiér ¢ = " takich, ze n.y
porzedza m.x bezwarunkowo, czyli zawsze n.y < m.x dla
wszystkich n i m takich, ze 7* = q.

Oczywiscie: A
Ly(2) = U (y) oraz L (z) = U

I
S
L
—~~
<
N—



REPREZENTACJA

struktura X = (A, ®, <) A jest N-zbiorem dodatnich obiektéw
ma reprezentacje: pomiar oparty na poréwnywaniu opisany jest

czworka funkcji 1y, 1, Gy, uy,
gdzie kazda funkcja jest odwzorowaniem f: A — R™.

ly(xz) = sup Ly(z), uy(x) = inf Uy(z), (35)
- B inf Ly(z) if Ly(x) # 0
wo = {5 FEoLe
. - supU (z) if Uy(z) £0
o = {00 ol o

Ly(z) = {% |m.y < n.x, m,n € N}

Uy(z) = {% In.z < m.y, m,n € N} (37)



Nieskonczona liczba poréwnan — skfadowa systematyczna

para funkgji: I, u, : A — R™ jest reprezentacja przedziatowa:
wyznacza przedziat [I,(x), u,(x)] (dla kazdego = € A) opisujacy
skfadowa systematyczne btedu.

L) U,

1,09 ()

a € [l,(z),u,(x)] N Q" nazywamy utamkiem bezwarunkowej
nieporéwnywalnosci « wzgledem z:
n.z ~ m.x dla dowolnych n,m € N takich, ze a = n/m.

Homotetyczno$¢ relacji <: V(z,y)V(n) z <y & n.x < n.y

Dla struktur homotetycznych : a = m/n € L (x) to m.z < n.z,
oraz a = m/n € U,(z) to n.x < m.z, dla dowolnych n,m € N.



Whasnosci reprezentacji [, u,

Funkcje I, i u, spetniaja nastepujace warunki:
dla dowolnych z,y € Ai k € N

. 0 < A&) < uz(x)’
(i) Vi@ = Yus(2)

(i) z<y=(L(x) <l(y)iu(x) <uy(y)),
(i) L (k.x) = kl,(x), uy(k.x) = kuy(z).

Pomijajac szczegdlne przypadki,
funkcje [, i u, stabo reprezentuja relacje <.



Niepewnos$¢ pomiaréw

Z definicji zbioréw mamy: Ly (), Ly(x), Uy(x) and U, (x) mamy:
Ly(k.z) C kLy(x), Ly(k.x) C kLy(x),

Uy (k) C kUy(x), Uy(k.z) C kU, (),

Jezeli zdefiniujemy niepewnosci
catkowita Ay (z) i niesystematyczng Ay (z):

Ay(w) = 3 (@) ~ (@) | Ay@) = 5 (8y@) ~ (@)

to mamy wiasnosci:

) < A ka) 1 LAy (ka) <Ay (39)



Niepewnosci

Wielko$¢ (Srednice przedziatu) Ay(x), traktujemy jak” catkowity”
niepewnos¢:

(x) of Ay(z) mamy:

<

Dla drugiej sktadowej Ay(a:) — A

% (A, (k.2) — A, (k2)] < Ay@) ~ Ay(x) forkeN.  (39)
Sktadowe A, (z) i Ay(z) — Ay(x) nazwiemy odpowienio
systematyczng i nie-systematyczna sktadowa niepewnosci
catkowitej A, ().

Sktadowa nie-systematyczna moze sie zmniejszaé w wyniku
powielania (powtarzania) obiektéw poréwnywanych.



Twierdzenie o reprezentacji

Niech A bedzie N-set wyposazony w niedoktadny porzadek
czesciowy < spetniajacy warunek Archimedesa. Wtedy granice:
Ly(x), ly(x),uy(z) i Gy(x) istnieja dla kazdego x,y € A i spetniaja
warunki
(R1) dla wszyskich z,y € A zachodzi:
0<ly(@) < ly(x) < uy(z) < dy(z).
(R2) 1y (k) = ki, (@), wy(k.2) = k().
(R3) dla wszystkich z,y € A i k € N mamy:
kly(z) < ly(k.z), ty(k.z) < kay(x).
(R4) w <z = (ly(w) < ly(x) and uy(w) < uy(z)),
(R5) w <z = (Zy(w) < 1,(x) and iy, (w) < ay(a;)) ,
dla wszyskich z,y,w € A and k € N.



Przetwornik analogowowo—cyfrowy

Z przedstawionej teorii wynika potrzeba
opracowania nowego algorytmy dziatania przetwornika
analogowo—cyfrowego:
© na wyjsciu — dwie pary liczb — a nie jedna wartos¢:
e estymator pary liczb reprezentujacych niepewnosci
niesystematyczne dla danej liczby komparacji,
e estymator sktadowej systematycznej — metoda ekspercka
analizy zrédet niepewnosci.
@ analiza serii komparacji — czesciowo analiza sygnatéw
czasowych.

© nie ma ukfadu pamietajacego chwilowy stan sygnatu.



Reprezentacja struktur przedziatowych

Zatozenia

(M1) Wynik x pomiaru niedoktadnego reprezentowany jest przez
przedziat x = [z, zg] C RT.
(M2) Propagacja btedéw opisana jest arytmetyka przedziatowa:

[zL, xR] + [yr, yr] = (L + yr, TR + Yr] -
(M3) Porzadek < zadany jest dzieki komparacji:

[xr,zR] < [y, YR] © TR < YL-




Z algebraicznego punktu widzenia mamy do czynienia ze struktura:
J=(IR",8,C),

gdzie IR - zbiér domknietych, ograniczonych przedziatéw
x = [zp,xg] C RT; C jest homotetycznym porzadkiem
przedziatowym spetniajacym warunek Archimedesa.

Niech x = [z, zr] € IRT. Wtedy

[ (x),u,(z)] = [%, i—f} = {g |z €ex,z € z},

gdzie z = |21, zR] jest wzorcem pomiarowym.

Przedziat [z—L, ﬁ—R] jest przedziatem bezwarunkowej

nleporownywaInOSC| i opisuje btad graniczny pomiaru wielkosci
[z, zR] przy pomocy wzorca [zr, zR].



Co to jest niepewno$é?

W teorii reprezentacji niepewno$¢ musi by¢ zdefiniowana przez
prog.
Definicja
Niech (V, <, @) bedzie strukturg empiryczna. Vy C V jest
podzbiorem elementéw idealnych jesli dla kazdej pary ag, by € Vj
prég jest zerowy: d(a, b) = 0.
Definicja
Niepewnoscia U(a) pomiaru
wykonanego na elemencie a € V
nazywamy kres dolny progu:

U(a) = inf d(a,aq) (40)

ao€Vo



Prég z niepewnosci

Zatézmy, ze mamy w modelu pomiaru zadang jedynie niepewnos¢,
czy da sie zdefiniowa¢ prég?

Definicja Strukture z niepewnoscia jest to: (V,®, o, ®,U)

gdzie: V jest zbiorem obiektéw,

o operacja dwuargumentowa opisujaca skfadanie (operacja faczna i
przemienna),

® : V — R — odwzorowanie pomiarowe reprezentujace mesurand,
U:V — RT — odwzorowanie opisujace niepewno$é.

Para odwzorowan reprezentuje dziatania & i © i spetnia
nastepujace warunki:

S
P(acb) = P(a) — D(b)
U(@eb)=U(aob) >0
Ula®b) <U(a) +U(d)



Struktura z niepewnoscia

Dwa dziatania:
@ - sktadanie obiektéw,
@ ©— wyznaczanie réznicy przez komparator.

Operacje te nie s3 prostym wzajemnym uzupetnieniem bowiem nie
zachodzi skracanie:

(a®b)ob#b (41)
Definicja
e € V jest elementem neutralnym w strukturze z niepewnoscia jesli

dla kazdego a € V zachodzi: ae=a S e = a.
Dziatania @ i © s3 taczne, ale: a © a # e.



Struktura z niepewnoscia

Dwa dziatania:
@ - sktadanie obiektéw,
@ ©— wyznaczanie réznicy przez komparator.

Operacje te nie s3 prostym wzajemnym uzupetnieniem bowiem nie
zachodzi skracanie:

(a®b)ob#b (41)
Definicja
e € V jest elementem neutralnym w strukturze z niepewnoscia jesli

dla kazdego a € V zachodzi: ae=a S e = a.
Dziatania @ i © s3 taczne, ale: a © a # e.

Teoria modelu algebraicznego z niepewnoscia wymaga
matematycznego dopracowania.



W TEORII REPREZENTACJI bada sie warunki poprawnego opisu

(poprawnej reprezentacji rzeczywistosci w strukturach jezykowych).
zagadnienie teorii reprezentacji:

© warunki jaki muszg by¢ spetnione aby odwzorowanie
pomiarowe byto homomorfizmem struktur,

@ konstrukcja odwzorowania pomiarowego, dla réznych modeli
empirycznych.

Pomiary opisywane s3 dwoma operacjami: sktadanie i komparacja.

NIEPEWNOSC musi byé opisana poprzez prég, aby zgodna
byta z opisem reprezentacjonistycznym



Pomiar z btedem pomiarowym
relacja nieporéwnywalnosci
- nieprzechodnia

X
—
v
pa

x~yiv~z ale x<z
nie mozna zbudowa¢ klas réwnowaznosci
"Standardowym” modelem pomiaréw niedoktadnych jest model
probabilistyczny, odwzorowanie " ztozenia” zastgpione jest:

olLirm™r (42)

gdzie: F' jest przestrzenig zmiennych losowych utozsamiana w
praktyce z przestrzenia funkcji rozktadéw prawdopodobienstwa.
I jest struktura interwatéw reprezentujaca wynik pomiaréw z
niepewnoscia.



I
Pomiar doktadny

Model zjawisk przypadkowych - rozmytych. f - reprezentacja

przestrzer zdarzen

rozmytych



System Pomiarowy

System pomiarowy:
wejscia: sygnaty od obiektéw, wyjScia: dane pomiarowe.

— cZujnik — S/H — AD [—W

Elementy systemu pomiarowego:
© czujnik wielkosci mierzonej
@ S/H - uktad prébkujaco—pamietajacy. Prdobkuje i zapamietuje
stan wiasny, ktéry odpowiadaj sygnatowi wejSciowemu,
© A/D - przetwornik analogowo—cyfrowy, wyznacza wartos¢
wielkosci poprzez poréwnania wzorcéw ze stanem uktadu S/H.
Zbiér stanéw uktadu S/H jest:
1) zbiorem zdarzenh elementarnych 2
2) wzorcowych (mozliwych) T'.
Dziatanie tego uktadu mozna zintepretowaé jako pobieranie proby
losowej, proces ten opisany jest miarg probabilistyczng P lub
rozmyta II.



Zbiory rozmyte i probabilistyka

Miary na przestrzeni zdarzen opisuja:

© niepowtarzalnosci wynikéw pomiaru, rozrzut danych.

@ powielanie jako potarzanie pomiaru,

© niehomotetyczno$¢ relacji poprzedzania <.
Co to jest zjawsko losowe (rozmyte): cos takiego czego nie da sie
opisa¢ inaczej niz miara losowosci (rozmytosci).
Dwa rodzaje miar

@ miary addytywne,

© miary maksytywne.

Model badanych obiektéw:

(V. =,0) — (F, <p,®) (43)

Gdzie F zbiér rozktadéw reprezentujacych cechy badanych
obiektéw, <p porzadek rozktadéw, & dodawanie rozktadéw

(zmiennych losowych, funkcji przynaleznosci)



WYBOR MODELU POMIARU

Arytmetyka skfadania miar decyduje o wyborze wtasnosci modelu.
Miara p jest —rozktadalna jesli:

2 (U An> =P u4n) (44)
n=1 n=1

gdzie A, C § s parami roztaczne: A; N A; = 0 dla i # j.

W przypadu probabilistyki & jest dodawaniem liczb rzeczywistych,
w przypadku zbioréw rozmytych x & y = max(x, y).

Miara jest catkowiecie maksytywna jesli jest miarg @-rozktadalna
dla & = max, dla dowolnych par niekoniecznie roztacznych
(A;NA; #0).

W zbiorach rozmytych mozna miare zdefinowaé ogédlnie;j
wprowadzajac t-norme, ktéra reprezentuje logiczny operator AND.



Miary rozmyte i probabilistyczne

Zmienna losowa Zmienna rozmyta
Zbiér zdarzen elementarnych Zbiér wzorcéw I'
Rodzina borelowska F C 2 Rodzina borelowska F C 2
Miara probabilistyczna P — [0, 1], Miara mozliwosci II — [0, 1]
addytywno$é, dla AN B = {: maksytywnos¢ dla AN B = 0:
P(AUB) = P(A) + P(B). P(AUB) =max (P(A), P(B)).
Zmienna losowa: X : 2 — R Zmienna rozmyta: £ : ' — R
rozktad prawdopodobienstwa u zbiér rozmyty A
px(S)=PX1(S)), SCR | A(x) =TI (¢ !(z)) miara punktowa
A'i B s3 niezalezne: A'i B sa T-nieodziatujace:
P(ANB)=P(A)P(B) (AN B) =TI(A),II(B))

Dystrybuanta:F(z) = pux ((—o0,z]) = P (X! (—00, z])
T-norma odpowiada funkcji kopuli:

Fxy(z,y) = C(Fx(x), Fy (y)) (45)



Zdarzenia w jezyku probabilistyki i zbioréw rozmytych

() — ontologia aktualna — to co jest.
I' — ontologia potencjalna — to co moze sie wydarzy¢.
I" to obiekty idelane o doktadnie okreslonych wartosciach wielkosci
i jednocze$nie sg to wzorce poprzez ktére obsewujemy Swiat.
Miara probabilistyczna i miara rozmyta opisuja niepowtarzalnosé
obserwacji.
Maksytywnos$¢: wybér lepszego.
T-norma — logika sktadania zdarzen — reprezentacja iloczynu
logicznego.

I[I(ANB) =T(II(A),II(B))

Funkcja Kopuli: konstrukcja rozktadu dwuwymiarowego z rozktadu
brzegowego.



/Zasada rozrzerzan

mamy funkcje f : R — R. Jak rozszerzy¢ f na zmienne losowe lub
zmienne rozmyte i na rozktady?

Niech Y = f(X) to: uy = pux f!

(czyli py (S) = px (f71(S)) dla kazdego S C R).

Dla zbioréw rozmytych mamy analogiczny wzoér:

f(A(z)) =sup A (f~(x)), jesli zbiér rozmyty zapiszemy jako:
A=UA(z)/x to: f(A) =UA(z)/f(x).

Funkéje dwéch zmiennycha; f:RxR—=R

Dla funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowe;

Z=F(X)Y):
fz(z) = ff f(X,Y)(ian)dxdy,
z=g(z,y)

dla zbioréw rozmytych:

A¢(z) = sup{T (A¢(x), An(y)) : (z,y) € BEr X B,z = f(z,y)}

gdzie ¢ = f(&,n), czyli flc = j (Af,f_ln)



Miara catkowicie maksytywna

Niech (€2, D) bedzie o-ciatem. Miare unormowang p: D — [0, 1]
nazywamy miarg maksytywna, jesli u jest miara @-rozktadalna
dla ® = max.

Ponadto, jesli dla kazdej rodziny (A, )q mierzalnych zbioréw
takich, ze:

A= UAQ € D zachodzi p(A) =sup pu(A4a)

to miare . nazywamy catkowicie maksytywna.

Brak zatozenia o tym, ze zbiory A, s3 parami rozfaczne (istotnego
w definicjach miar addytywnych) jest istota definicji miary
catkowicie maksytywne;j.



Definicja miary mozliwosci

Miara catkowicie maksytywna na o-ciele (2, D) jest miarg
mozliwosci, jesli jest catkowicie maksytywna na wszystkich
podzbiorach T'. Miare taka bedziemy zazwyczaj oznaczaé
symbolem II.
Pojecia miary @®-rozktadalnej okresla definicja
Niech D bedzie o-pbtgrupa podzbioréw 2. Funkcje p: D — [0, o00]
nazywamy miarg @-rozktadalng, jesli

@ 1(0) =0,

@ dla dowolnego ciggu zbioréw (A,)5° ;, A, € D takich, ze

A;NAj=0dlai+# j, zachodzi

I (U An) = @M(An)

n=1



Zasada rozszerzan, uzasadnienie z wtasnosci miary

Niech 7" bedzie t-norma, a £ i n dwoma T-nieoddziatujacymi
zmiennymi rozmytymi o wartosciach w zbiorach E; i Fy i
rozktadach flg oraz fln odpowiednio. Niech f: Fy x Ey — Fj
bedzie dowolna funkcja. Wéwczas zmienna rozmyta ¢ = f(&,71) ma
rozktad A; dany zasadj rozszerzania Zadeha:

A¢(z) = sup{T (A¢(x), Ay(y)) : (z,y) € Br X B,z = f(x,y)}
(46)



I
Dowéd. Z definicji

Az) = T(¢TH(2) =

I
=
=
S
m
)
Fa
S
I

= H( U {weﬂiﬁ(w)w,n(w)y})
(

z,y)EE1XEy ¢ z=f(z,y)

= sup N{w e Q:{(w) =z,nw) =y}) =
(z,y)EE1XE2 : z=f(x,y)
= sup
(z,y)€EE1XEy : 2=f(z,y)
T (11 ({wéfl §w) = }) M{weQ:nw)=y}) =
= sup{T (Ae(2), Ay (y)) : (z,y) € E1 X Ea, 2 = f(z,y)}

Posta¢ zasady rozszerzania jest wiec wynikiem definicji zmiennej
rozmytej, zasad indukowania miar oraz zatozenia, ze II jest miarg
maksytywna



Zasada rozszezan na przekrojach

Niech T bedzie t-norma, a £ i n dwoma T-nieoddziatujacymi
zmiennymi rozmytymi o wartosciach w zbiorach E; i Fs i
rozktadach flg oraz An odpowiednio. Niech f: E; X Es — Ej3
bedzie dowolng funkcja. Wowczas zmienna rozmyta ¢ = f(&, 1) ma
rozktad flc:

[A]" = U F([Ae)S [A))N), a€ (0,1)  (47)

(EmeO,)2T(Emn)>a



Rodzina zgodna

Niech €2 bedzie zbiorem i A = (Aa)ae(0,1) bedzie rodzing
podzbioréw (). Rodzine podzbioréw nazywaé bedziemy zgodng,
jesli:

@ A, # () dla kazdego a € (0,1),

@ dla kazdego a, 8 € (0, 1) takiego, ze a < 8 zachodzi

./45 C A,.

Niech A = (Aa)ae(0,1) bedzie zgodna rodzing podzbioréw zbioru
Q). Zbiér rozmyty zdefiniowany jako:

A(z) = sup {a:z€ Ay} (48)
a€e(0,1)

nazwiemy zbiorem rozmytym w {) generowanym przez zgodna
rodzing A = (Aa)ae(0,1), gdzie: sup oznacza kres goérny, przy
czym sup ) = 0. Powyzsza operacje oznaczymy F.



Definicja rodziny zgodnej podzbiordw.
Niech A bedzie zbiorem rozmytym na Q. Wéwczas:
© «-przekroje [/_l]a tworza zgodna rodzine podzbioréw zbioru 2,
@ zbiér rozmyty wygenerowany przez rodzing a-przekrojéw
zbioru A jest zbiorem rozmytym A, Czyli operacja F jest
odwrotna do operacji brania przekrojéw:

A@) = F ({4} acony) @) = o feswe [

Definicja:
a-przekrojem zbioru rozmytego A (lub krétko przekrojem)

nazywamy nierozmyty zbior [A]a okreslony jako

[A]" ={z € Q: A(z) > a} (49)



Przedziat rozmyty

Zbiér rozmyty A jest zbiorem L-R, jeéli mozna go przedstawié w

postaci:
L(m; —x) dla x < my
Alz)=4¢ 1 dla mi <z <mg (50)
R(z —mg) dla T > me

gdzie L i R sa funkcjami ciggtymi nierosngcymi i takimi, ze

Funkcje L i R nazywaé bedziemy funkcjami zboczy.
Zbiory rozmyte L-R wygodnie jest zapisywal w postaci czwbrki:

A= (m1,ms, L, R) (51)



Rozktad zbioru rozmytego na sktadowe

Kazdy przedziat rozmyty moze byé przedstawiony w postaci sumy
(w arytmetyce opartej na t-normach) liczby rozmytej (o
punktowym rdzeniu) i funkcji charakterystycznej rdzenia
przesunietego o dowolng wartos¢.
Niech A bedzie przedziatem rozmytym L-R, o zboczach L(z) i
R(x) i rdzeniu [m1, m2]. Dla kazdej liczby rzeczywistej m € R i
kazdej t-normy archimedejskie;j:

A = (m1>m27 L> R) = (m>m7 Lv R) DT (ml —m,mz —m, 07 O)

(52)

Rozktad ten nie zalezy od t-normy (zachodzi tez dla t-normy min),
bowiem dodawanie funkgcji charakterystycznej przedziatu
domknietego do liczby rozmytej nie zalezy od t-normy.



Rozktad zbioru rozmytego na sktadowe

Zaktadamy, ze mozna wyrézni¢ dwie sktadowe btedéw:
systematyczne i niesystematyczne:

Aw) = A(z) + Ag(2)

Opiszemy to sktadaniem zbioréw rozmytych:

A= Ar S As’

gdzie: —

A, sktadowa

niesystematyczna.

A, sktadowa

systematyczna:

funkcja

charakteryztyczna

przedziatu [—d, d].
Oznaczono: d = A(x).

nonsystematic systematic



Rozktad przedziatu rozmytego mozna zapisaé w postaci wygodnej
do interpretacji metrologicznej:

A = (my,mg, L, R) = my &7 (—Am,Am,0,0) &7 (0,0, L, R)
(53)
mo = (mo, mo,0,0) jest funkcja charakterystyczna $rodka rdzenia
A (punktowa liczba rozmyta)

mo = Mid (Ker(A4)) = w

gdzie Mid([) jest Srodkiem przedziatu I.

Wartos$¢ mgy mozna interpretowac jako estymator wartosci wielkosci
mierzonej opisanej przedziatem rozmytym A.

Przedziat (—Am, Am,0,0) opisuje btedy systematyczne, gdzie

wielkos¢
mo —my

2
jest promieniem rdzenia A i okre$la maksymalny btad
systematyczny (Rad(I) jest promieniem przedziatu I).

Am = Rad (Ker(4)) =



I
Przedziat A, = (0,0, L, R) opisuje btedy niesystematyczne,
ktérych rozktad mozliwosci zadany jest przez funkcje zboczy L i R.

Stopien przynaleznosci

xy

Przekréj A, zapisaé za pomoca funkcji odwrotnych zboczy L=! i
R%
(0,0, L, R)]* = [-L™(a), R (a)] (54)

wtedy przekréj A ma postac:

[A]* = mp & [-Am,Am] & [-L(a), R ()] (55)



Struktura algebraiczna zbioréw rozmytych

Strukture empiryczna (V, o, <) modelujemy za pomoca
algebraicznej struktury rozmytej:

F = (FI(R), ®r, <) (56)

FZ(R) zbiér przedziatéw rozmytych L — R, w zbiorze liczb
rzeczywistych R, dziatanie @7 i relacje <1 zdefinowane s3 z
wykorzystaniem zasady rozszerzan:

B=<rAs [AerB]® >0 (57)

gdzie: nierébwnos¢ [a, b] > 0 oznacza, ze wszystkie punkty
przedziatu [a, b] leza powyzej zera, oraz Sp jest odejmowaniem
wynikajagcym z zasady rozszerzania z t-norma 7.



Warunek (57) okreslajacy porzadek zapiszemy:

B <T /I < min (a1 — b2 - (Al_l(f) ol B;l(n))) >0 (58)

T(&n)>a
A (a,—b,)—(B;' (n)+A ()
rd—b—
1 S
EB;l[n) AE)
| LA
B
-~ -
e BEE—
b, b, a,—b, a X

Zaznaczono réznice miedzy odlegtoscia rdzeni a; — ba i suma
funkcji zboczy (A7'(€) + By '(n)) dla pewnego T'(¢,7) > . W
celu wyznaczenia kryterium porzadku trzeba dobraé takie £ i 7, aby
suma funkgcji zboczy byta maksymalna. B jest prawa funkcja
zbocza B, Ay — lewa funkcja zbocza zbioru rozmytego A



porzadek B <7 A < [A &1 B]® > 0 zapiszemy przy pomocy
odlegtosci zboczy:

in (A7! By'(n)) < (a1 — b 59
g (A7) + B3 (n) < (o1 = b) (59)
Me§urand ma postac:
@(A) = %(ag -+ al)
na prog sktada sie bfad systematyczny (promieni rdzeni) i
odlegtos¢ zboczy (59) :

5(A,B) = 5 (b~ br) + (a2 —ar) + _min (A7'(6) + By'(n)

1
2 T n)>a
(60)



Prég w modelu probabilistycznym

Interesuje nas weryfikacja hipotezy, ze wartosci oczekiwane dwéch
zmiennych réznia sie: E(X?%) < E(X?). Prég odréznialnodci
wartosci oczekiwanych mozemy wyrazi¢ przez warunek, ze
prawdopodobiefistwo zdarzen takich, ze X%(w,) < X°(w), gdzie
wq X wp € §, jest wieksze od wartosci krytycznej pi. Wyrazenie
P(X“ < Xb) zdefiniowane jest dla tacznej funkcji rozktadu
prawdopodobiefistwa przez catke z facznego rozktadu f,

P(X“<Xb):P<X"(wa)<Xb wb / fap(x,y)dzdy
<y
(61)
gdzie rozktad faczny f, ,(x,y) mozna wyznaczy¢ dla znanej funkgji
kopuli



Frx P|E(X)-K,o(X)<X<E(X)+K,o(X)|=p

rozklad zmiennej
X=x"-Xx°

|||||||

||||||| |
|

NN

-  E(X*-X9) -
E(X)-K,o(X]) E(X)+K,o(X)

Rysunek: Przedziat ufnoéci dla zmiennej losowej X = X — X Warunek
Xt — X% > 0 oznacza, ze E(X" — X9) — K,0(X" — X%) > 0. Krzywa
opisuje rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X = X° — X9 a
zakreslone pole — prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa

X = X® — X znajduje sie w przedziale

[B(X) - K,0(X), B(X) + K,0(X)]



Empiryczne wyznaczanie funkcji przynaleznosci i t-normy

Dane wyjsciowe:

@ Wyniki pomiaréw: seria danych {z,},=1 n (proby) o
liczebnosci V.

@ Powtdrzenia pomiardéw (wiele serii). Statystyka rozmyta.

© wiedza o systemie pomiarowym pozwalajaca na analize zrédet
btedéw i szacowanie niepenosci.



t-norma zaweza przedziaty

Dodawanie w &7 w arytmetyce opartej o t-normy daje zawezanie
a—cuts
W arytmetyce opartej o rozszerzenie Zadeha kazdy a—przekrdj
zachowuje swoja szeroko$¢ przy usrednianiu (jak btad
systematyczny):
(A®r B) (2) = sup T(A(z),B(y)) for z € R, (62)
T+Yy=z

Zadeh extention principle

t-norm arithmetic
W arytmetyce opartej o t-normy mamy statystyczna redukcje
niepewnosci



Dwa zagadnienia: konstrukcja funkcji przynaleznosci i

t-normy

Medoty:
© wyznaczenie funcji przynaleznosci z danych do$wiadczalnych:
Metoda zalezy od modelu pomiaru:
e przedziat rozmyty A; opisuje pojedyinczy pomiar z,,.
e przedziat rozmyty A opisuje serie pomiaréw {z, }N_, poprzez
transformacje " possibility—probability” (transformacjaP — II).
@ drugie zagadnienie — weryfikacja hipotezy dotyczacej t-normy.
t—norma opisuje korelacje w systemie oraz wtasnosci rozktadu
pomiaréw. Mozna uzy¢ t-norm " produkt” na zasadzie
dogmatu o normalnosci rozktadéw,
ale mozna weryfikowa¢ empirycznie hipoteze.



Transformacja prawdopodobienstwo-mozliwos¢

[Transformacja P — II: D. Dubois, ... Relable Computing, 2004]:
© przyjmujemy zatozenie:
e przedziat ufnosci = a—cut,
o A(Med{z;}) =1, i.e.:
Mediana Med{x;} danych empirycznych {z;}? , definiuje
maksimum (mode) przedzialu rozmytego A.
wtedy mamy:
[A]* = [F~(§), F (1 - 3)]
F(x)—dystrybuanta empiryczna (kumulatywna funkcja
rozktadu) dla danych {z,}.

@ dla serii pomiarowej {z,}N_, okreslamy a—przekréj dla

_ 21 .
o = nt+i-
2i

[A]"~T = [z;, Zpt1-4), (dla parzystych n, and i € [1, %51)).




Empiryczna funkcja przynaleznoéci A jest jednoznacznie
wyznaczona przez dane {z;}i=1, (metoda transformacji P — II).
Estymowana funkcja przynaleznoéci A = A,,({x;}i=1,) zalezy od
liczebnosci n serii {x;}i=1,, . Funkcje przynaleznosci konstruujemy
poprzez przekroje:

[4]* = [$(e), $(e)] = $() (63)

z danych empirycznych {x;};—1, uporzadkowanych:

A~

¢n(a) = [xk(n,a)7xn—k(n,oz)] (64)
gdzie:

[Z2a] dla n parzystych
k(n,a) = { { ‘2“)041 dla n nieparzystych (65)




transformacja prawdopodobienstwo-mozliwos¢

%
2
Zme e AT \
. ¥ iRk
2p ;
1
Alx) A(x)=2(1-F(x))
o ¥ L A/
Ala)
¥ \._ .‘
- :m{‘ X

Przedzial ufnoscidla p=1-«

Dla danej dystrybuanty F' mamy funkcje przynaleznoéci A:

- { 2F(x) dla < My

A@) = 20 F@) dla z> My (66)

M4 mediana, (funkcja przynaleznosci z serii pomiarowej ma jadro
punktowe).



wyznaczanie funkcji przynaleznosci z danych empirycznych

stopier przynaleznosci

T1...T10 - dane empiryczne uporzadkowane. W kazdym punkcie

skok funkeji chodkowej wynosi % =



Algorytm wyznaczenia wartosci a-przekroju:
@ Dane pomiarowe porzadkujemy, uzyskujac serie z1 < ... < xj.
@ Dla wartoéci poczatkowej 1 przyjmujemy A(z) = 0.
© wyznaczamy A(x;) na podstawie wzoru rekurencyjnego:

Dla n parzystych i =2,..., %: A(z;y1) = A(x;) + 2
dlai=2+1,...,n mamy: A(z;11) = A(z;) — 2

n

czyli: A(xn) = A(zayq) =1.
Dla n nieparzystych: i = 2,..., %L A(xiq1) = A(z;) +
dlai =28 +1,... ,n mamy: A(ziy1) = A(z;) — 2

czyli: A(xL;l) = 1.

S

© Dla i = n mamy: A(z,) = 0.

© Miedzy punktami pomiarowymi funkcje przyblizamy prostymi
poziomymi i uzyskujemy funkcje schodkowa. Inne sposoby
interpolacji wymagaja dodatkowych zatozen.



TWIERDZENIE GLIWIENKI-CANTELLEGO

Estymator dystrybuanty z danych empirycznych: {z;};",

%Z (x — z;) (67)

gdzie © jest funkcja skoku jednostkowego:

0 dla z<0
@(‘”)_{1 da z>0 (68)

W dowodzie korzysta sie z tego, ze prawdopodobienstwo uzyskania
k wynikéw, takich ze s3 one mniejsze od konkretnej wartosci x, ma
rozktad Bernoulliego.

Dowodu tego nie mozna bezposrednio przenie$¢ na zbiory rozmyte,
bowiem zdarzenie przeciwne A’ = —A do A w zbiorach rozmytych
nie moze by¢ opisane przez miare mozliwosci okreslonej jako
1-T1I(A).



TWIERDZENIE GLIWIENKI-CANTELLEGO

Aby okresli¢ miare zdarzenia ,,A i ~ A", trzeba zastosowa¢ logike
rozmyta.

Potrzebne s3 trzy dziatania logiczne: iloczyn, suma i negacja
spetniajace pewne ogdlne reguty, np. zasady de Morgana, tréjke
takich operatoréw logicznych nazywamy tréjka de Morgana.
Tréjka de Morgana w logice rozmytej opisywana jest przez trzy
operatory logiczne: sume logiczna przez s-norme, iloczyn logiczny
przez t-norme oraz negacje n. Te trzy operatory spetniajg warunek

n(S(z,y)) =T (n(x),n(y))

Miara mozliwoéci wyniku pomiaru, ze uzyskamy zdarzenie A i jego
zaprzeczenie —A, jest

T (I1(A), n(I(=A))) -



Odtwarzanie t-normy na podstawie usredniania

empirycznego

t-norma opisuje zawezanie a—przekrojow w wyniku usredniania.

o'= l|i {.MI\
(Aven(d))® = [4]¢"Ge@)) Clat=)

dla kazdego « € (0, 1]. gdzie / Ave, (A)

Ave,, (A) jest érednia «

n—krotna funkgcji
przynaleznoéci A w
arytmetyce opartej na « P M

t-normie opisanej generatorem i
addytywnym ¢. (Ave,(A)

o

“_[ 4




Algorytm wyznaczenia parametru rodziny t-normy

Wynik pomiaru:
@ wynonujemy K - N pomiaréw w K seriach {xfl}f;ig N
elementowych.
© z kazdej serii wyliczamy funkcje przynaleznosci $rednia:
N
b, =% > ak fork e [1,K].
n=1

Z danych empirycznych mamy dwie funkcje przynaleznosci
@ Ay, dla serii {25 1K .
@ A usredniona dla wszystkich danych {xﬁ}ﬁj%

Dla rodziny t-norm: 7). wyznaczamy funkcje przynaleznosci
uérednionego pomiaru AL dla N fuzzy interwatéw A:

N

T(r 1

AAy:N@A (69)
n=1

gdzie @ jest dodawaniem opartym na t-normie 7'(r) = T;..



Dane empiryczne

Pomiary przetwornikiem analogowo-cygrowym — "samozdietka”
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linia przerywana — funkcja przynaleznosci.



Zawezanie sie funkcji przynaleznosci

wynik usredniania empirycznego:
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Dopasowanie t-normy

Wynik usredniania empirycznego poréwnany z usrednieniem wg.

t-normy Hamahera
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Obliczenia niepewnosci rozszerzone;

Obliczenia niepewnosci i poréwnanie z metoda GUIDE

50
45_- = 0.05-cut of the experimentally averaged fuzzy number
J e 0.05-cut of the Y(3) averaged fuzzy number
40 4 *  0.05-cut of the H(0.1) averaged fuzzy number
1 4 0.05 confidence interval of the experimantally
35__ averaged histogram
30 4 E v 0.05 theoretic confidence interval
S %59 ®
W20 x
b x
15 Ey .
104 d ¥rgy
] *eennnn,. TEEENEFRyagy
5 ’00000000000..
0 T T T T T
0 10 15 20 25 30

Number of averaging

theoretical conficence interval — wg GUIDE



Wyznaczanie t-normy z usrednien empirycznych

@ Wykonujemy pomiar — 2N surowych wynikéw pomiaréw
{xi}?iv1 :

@ wynieramy n elementdw i tworzymy serie pomiarowa {xl}f\il i
na jej podstawie wyznaczamy estymator funkgcji
przynaleznosci A.

© wybieramy dwie serie po n elementéw x; i «} (facznie tworza
serie pomiarowa o licznosci 2V).

@ Z dwbch serii wyznaczany jest ciag wartosci Srednich
1 /
Ave(z;) = 5(:@ + z;)
© Stosujac estymator funkcji przynaleznosci wyznacza sie

funkcje przynaleznosci Aa, opisujaca wartodci érednie
Ave(z;), oraz funkcje przynaleznosci A danych {xz;}



Wyznaczanie t-normy z usrednien empirycznych

Stosujac zaleznos¢

I
—
A
A
=
=
—
3=
o
—~
Q
=
~—
~—

AAve = [Aven(ﬁ)]a

dla n = 2 wyznacza sie numerycznie generator t-normy
reprezentujacy usrednianie empiryczne.
to réwnanieto zapisane dla zboczy ma postaé:

Lk =27 (4 (246 ) 1 Ralte) = (#77 (1e(@) )

(70)
gdzie: R i L s3 funkcjami zboczy zbioru rozmytego A, a Raye i
Lve 53 funkcjami zboczy zbioru rozmytego Aave reprezentujacego
wartosci usrednione empirycznie.
Sposobéw podziatu serii {:pl}?ivl moze byé wiele i wynik u$rednien,
jak i zrekonstruowane t-normy, moga zaleze¢ od metody podziatu
serii 2N-elementowej na dwa zbiory.



Algorytm wyznaczania niepewnosci

Szacowanie sktadowych niepewnosci dwiema metodami:
A. seria pomiarowa: promien przedziatu opisujacego przekrdj
liczby rozmytej U, (a) = % (mn_k(ma) — :Uk(ma))
B. analiza ekspercka: sktadowg systematyczna niepewnosci A.

Z teorii zbioréw rozmytych wynika, ze sktadanie obu sktadowych
niepewnosci polega na algebraicznym dodawaniu tych sktadowych.



Algorytm wyznaczania sktadowej A

promien przedziatu opisujacego przekrdj liczby rozmytej

Ua(a) = % (xnfk(n,a) - xk(n,a))

A stopien

rzynaleznosci . R
przyl funkcja przynaleznosci

wartosci srednich

L |
o'=t \nl[(le\ elementy
srodkowe

T

k(n, ) jest liczba zaleznq od m i wyznaczang wzorem
k(n,a) = ind/ = t[*l] (Lt(a)) n.
liczba elementéw tworzegcych ten przedziat:

kin, o) n—k(n,«)

K(n) =n—2k(n,a) =n <1 _ -1 (it(a))) (71)



Ustalanie t-normy

404

30
. szumy - pomiar
—— Hamacherp 0,001

—&— pierwiastek

. :;T;Hﬁ;:;ii::;; §.

1

liczba elementéw Srodkowych

0o

100 1000
liczba usredniefi

Liczba punktéw srodkowych tworzacych przedziat przynaleznosci (a = 0,05) w
funkgji liczby usrednien: dla danych pomiarowych, obliczenia dla t-normy
Hamachera z parametrem p = 0,001, v/2n.

dla matej liczby pomiaréw: K(n) =
o+

S|=

dla n duzego: K(n) = v2n



1. weryfikacja modelu FUZZY:
Nie mozna zferyfikowaé motodami probabilistycznymi bowiem:
weryfikacja metodami probabilistycznymi oznacza, ze metode
probabilistyczng uznamy za nieomylna.

2. dobdr statystyk:
wartosc oczekiwana ma wiele wad:

e jest liniowa i w przypadku nieliniowaych detektoréw daje
sktadowa systematyczna btedu (przesuwa warto$¢ $rednia).

e gdzy rozkfady nie s3 symetryczne, szczegdlnie gdy szum nie
ma symetrycznego rozktadu usrednianie daje btad (obcigzenie
estymacji)

Lepsze wtasnosci ma mediana poniewaz nie jest wrazliwa na
nieliniowos¢.



3. Zbiezno$¢ statystyk fuzzy — twierdzenie Gliwienki Cantellego:
pokazuje ze empiryczna dystrybuanta zmierza do teoretycznej.
Aby to udowodni¢ dla zbioréw rozmytych trzeba wprowadzi¢
ogolniejsze reguty miar produktowych.(publikacja w
przygotowaniu).
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Dziekuje za uwage



TEORIA BLEDOW

Wynikiem pomiaru jest:

warto$¢ ®(a) mierzonej wielkosci dla obiektu a € V' i bfad
(niepewnosé) U(a),

oddzielnie wykonujemy operacje matematyczne na wartosciach
mierzonej wielkosci, oddzielnie na niepewnosciach

(arytmetyka niepewnosci) = (propagacja btedéw).

W formalnej teorii pomiaréw:

dwie wielkosci [®(a),U(a)] tworza jeden obiekt matematyczny —
przedziat (interwat): [®(a) — U(a), ®(a) + U(a)].

modelem pomiaru jest odwzorowanie:

Q-2 (72)

gdzie T jest zbiorem interwatéw z dziataniem dodawania i
porzadkiem interwatowym.



Struktura przestrzeni interwatéow z € I
Arytmetyka interwatowa opisana jest operacja dodawania
interwatéw Hi:

a@Bb = [a1,as] B [b1,bs] = [a1 + b1, a2 + by (73)
wynik pomiaru opisujemy jako interwat a
a=lag—U(a),ap+U(a)] = [®(a) — U(a),®(a) + U(a)] (74)
gdzie:
®(a) = ap = Mid(a) = % (a2 4+ a1) — Srodek interwatu, mesurand.

1
U(a) = Rad(a) = 5 (a2 — ay) — promien interwatu, niepewnosé
graniczna.



propagacja niepewnosci

Propagacja btedéw w arytmetyce interwatowej odpowiada
propagacji btedéw systematycznych:

aEb = [ao — U(@),ao + U(@)] B [bo — U(B), bo + U()]

= lag+bo— (U(@) + U(b)) a0+ by + (U(a) + U(a))] =
= [co, =U(2), co, +U(C)]

Czyli:
U@ =U(@Bb) =U(a) + U(b) (75)

oraz:

®(aBb) = co = ag + by = ®(a) + ®(b) (76)



Réwnanie:

UzBy)=U(z)+U()
opisuje btad systematyczny czyli dla n powtérzen:
U(n.z) =nU(Z) (77)

ten warunek nazywany jest w teorii pomiaréw homotetycznoscia.
n.x oznacza n krotne dodawanie x czyli:

n.z =z H..B2Z suma n-krotna. (78)
Dla "statystycznego” sktadania danych mamy:
U(n.z) < nU(Z) (79)

Ten warunek oznacza brak homotetycznosci odwzorowania
pomiarowego (subhomotetycznosc¢).

Subhomotetyczno$é¢: redukcja btedu w wyniku powtarzania
pomiaréw.



Porzadek interwatowy

Dwa interwaty:

a = [a1,as] = [ag — U(a),ao + U(a)]
b= [b1,b2] = [bo — U(¥),bo + U(7)]
porzadek <:

a<bsay<b < ag+Ua) < bg— U(b)
Czyli inaczej:
a<b< ®0b)—d0b) >Ua)+U(D) (80)
W modelu interwatowym prég jest réwny sumie niepewnosci:

8(a,) = U(@) + U(D) (81)



(P(a ®(a +U j

H_JH_J
Ula) Ula) /U(b)
@(b)-U(b)

Porzadek: a < b < ®(b) — ®(b) > U(a) + U(b)

q‘)(a) qb( )+ d(b)—U(a)-U(b)
®(a)-U(ap® *U ®(b ®(a)+(b)+U (a)+U (B)
a+b

a) U(_a) /U(b) Ufa)+U(b)
¢(b)-Ub) ®(a)+(b)

Arytmetytka przedziatowa: a B B_:
[ (@) +®(a) +bo — (U(a) + UD)) , ®(a) + ®(@) + (U(a) + U(a))]



Schemat blokowy pomiaru

Dwie operacje:
@ komparacja

© powielanie



