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1. WPROWADZENIE

Metody pomiaru parametréw termicznych cial (ciepla a
wlasciwego i przewodnictwa cieplnego) mozna podzielié
na dwie grupy: statyczne i dynamiczne. Metody statyczne
polegaja na doprowadzeniu do uklady znanej iloéci cie-
pla, poczekaniu az uklad znajdzie sie w stanie rowno-
wagi, czyli temperatura przestanie si¢ zmienia¢. Korzy-
stajac z bilansu cieplnego wyznacza si¢ mierzone parame-
try: ciepto wlasciwe i przewodnos¢ cieplng. Metody dyna-
miczne polegaja na rejestrowaniu zaleznosci temperatury
od czasu podczas ogrzewania i chlodzenia uktadu. Ko-
rzystajac z rozwiazan rownan wyznacza si¢ poszukiwane
parametry badanych cial.

W metodzie pomiaru wspolczynnika przewodnictwa
cieplnego metoda Angstroma wykonuje sie pomiary tem-
peratury w funkcji czasu przy zalozeniu, ze moc Zro-
dla ciepta zmienia sie periodycznie i ciepto rozchodzi sie
wzdtuz preta tak, ze mozna zastosowaé rownania jedno-
wymiarowe.

2. WPROWADZENIE TEORETYCZNE
2.1. Przewodnictwo ciepta i cieplo wlasciwe

Przewodnictwo cieplne
Wymiana ciepta pomigdzy cialami moze zachodzié
przy pomocy réznych mechanizmow:

1) przewodnictwo cieplne,
2) konwekcja ciepla,
3) promieniowanie elektromagnetyczne.

Przewodnictwo ciepta polega na transporcie energii
bez obserwowanego ruchu makroskopowego ciat bioracych
udzial w przenoszeniu energii, transport energii zachodzi
dzieki mikroskopowym zderzeniom czastek.

Konwekcja polega na transporcie energii wraz z makro-
skopowym ruchem plynu (gazu lub cieczy). Promieniowa-
nie elektromagnetyczne polega na transporcie energii za
posrednictwem fali elektromagnetycznej. Ta droga prze-
nosi sie energia w prézni.

Zjawisko przewodnictwa cieplnego opisuje prawo Fo-
uriera:
oT(t,x)

ox

d=-5S\ (1)
gdzie:
® jest strumieniem ciepla, opisujacym ilo$¢ ciepta prze-

plywajaca w jednostce czasu: & = g przez powierzchnie

d
S. Jesli cieplo pochodzi od ukladu grzejacego to d—? jest
dq

mocy grzejnika czyli: P = T
A jest wspélezynnikiem przewodnictwa cieplnego (prze-
wodno$é cieplna, przewodnictwo wiasciwe), réwnanie (1)

definiuje wspétczynnik przewodnictwa cieplnego.

T(t,x) jest temperatura (zmiennym w czasie polem tem-
peratury).

Prawo Fouriera opisuje liniowy zwiazek pomiedzy stru-
mieniem ciepla a gradientem temperatury w sytuacji gdy
gradienty temperatury nie sa zbyt duze (gdy gradient
temperatury nie zmienia wlasciwodci materialu) i state
czasowe zmian pol temperatur nie sa zbyt male (nie sa
muiejsze od czasu zderzen pomiedzy czasteczka). Row-
nanie to mozna nazwaé rownaniem dyfuzji ciepta. W
ogolniejszym przypadku trzeba przyjaé, ze wspdtczynnik
przewodnictwa cieplnego A zalezy od temperatury oraz
nalezy dopisaé¢ czton odpowiedzialny za relaksacje ciepla
(réwnanie Cattaneo—Vernotte [3]):

oT(t,x) 0D(t, x)
A e T @)

O(z,t) = -8

W modelu mikroskopowym transport ciepta nastepuje
dzieki zderzeniom czasteczek. Czasteczki o wyzszej ener-
gii (czyli o wyzszej temperaturze) w wyniku zderzen prze-
kazuje energie kinetyczna czasteczkom i nizszej energii.
Szybko$¢ tej transmisji energii zalezy od czestosci zderzen
mikroskopowych. Proces mikroskopowych zderzen opisu-
jemy stala czasowa, nazywana czasem relaksacji, opisu-
jaca osigganie rownowagi po pojawieniu sie niejednorod-
noéci mikroskopowej. W metalach relaksacja jest bardzo
szybka (stala czasowa relaksacji 7 ciepla dla metali wy-
nosi kilka razy 10~!1s) i zazwyczaj mozna pominaé czton
relaksacyjny. W tym ¢wiczeniu zalozymy liniowo$¢ i brak
wplywu relaksacji.

Ciepto wtasciwe.

Tloéé ciepta @ potrzebna do ogrzania dowolnego ciala
proporcjonalna jest do masy ciata m i przyrostu tempe-
ratury AT:

Q = c,ymAT (3)

gdzie: ¢, jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci na-
zwanym cieplem wladciwym. Réwnanie powyzsze jest
wiec definicjg ciepla wlasciwego.

W ogélnym przypadku ciepto wlasciwe zalezy od tem-
peratury. Jesli proces termodynamiczny zachodzi w stalej
objetosci to ciepto @ dostarczone do ukladu réwne jest
przyrostowi AU energii wewnetrznej: AU = Q

2.2. Przyklady stacjonarnego przewodzenia
cieptla

W wielu zjawiskach mozna zalozy¢, ze Zrodlo ciepta ma
stala moc i uktad znajduje si¢ w stanie stacjonarnym,
czyli temperatury nie zmieniajg sie w czasie. Jesli rozwa-
zymy uktad jednowymiarowy to mozna przyjaé, ze tem-
peratura zmienia sie liniowo z polozeniem. Przykladem
uktadu w ktorym temperatura zalezy od jednej wspdl-
rzednej jest Sciana o grubosci d i polu powierzchni S
(grubosé jest duzo mniejsza od wymiaréw poprzecznych)



umieszczona pomiedzy dwoma osrodkami i temperaturze
Ty i T5. Rownanie Fouriera ma wtedy postac:

dQ T —T)

— =P =5S\— 4

dt d 4)
gdzie T jest temperatura od strony ukladu grzejacego,
T jest temperatura od strony chlodnicy (rys 1).
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Rysunek 1. Na rysunku pokazano dwa obszary: jeden o tem-
peraturze T (prawy), a drugi o temperaturze wyzszej T2 (lewy).
W $ciance izolacyjnej zalezno$é temperatury od polozenia jest
liniowa.

Zadania
1. Wyznacz moc pieca niezbedng do utrzymania w
domku temperatury T,, = 20°C jeéli na zewnatrz jest

Ty = —20°C. Przyjmij, ze domek ma ksztalt prostopadlo-
$cienny o wymiarach 10mx10mx5m. Dla uproszczenia
zal6z, ze domek nie ma okien a dach jest ptaski. Grubosé
$cian wynosi d = 0,25m a przewodnictwo cieplne betonu

W
z ktorego wykonano $ciany i dach wynosi Agp =1, 7K—.
m
Dodatkowo zaktadamy, ze ciepto nie ucieka przez pod-

loge.

2. Wylicz jaka musi by¢ gruboéé izolacji wykonanej ze
styropianu aby moc pieca mogla by¢ trzy razy mniejsza.
Wspétczynnik przewodnictwa cieplnego styropianu wy-
nosi A\g = 0,0361.

Km

3. Co kalorymetru o masie m = 100g wykonanego z
aluminium wrzucono m=200g nieznanego metalu o tem-
peraturze otocznie Ty = 20°C' i nastepnie dolano m=300g
wody o temperaturze Ty = 100°C. Kohcowa tempera-
tura mieszanki wynosita Tx = 50°C. Wyprowadz wzér
na cieplo witasciwe badanego metalu i wylicz jego war-
tos¢ z niepewnoscia, zakladajac, ze niepewnosé pomiaru
temperatur wynosi 1°C, masy Am=0,1g, i utrata ciepla
w czasie eksperymentu wynosita 2%.

4. Kalorymetr wyposazony jest w komputerowy system
rejestracji temperatury. W celu pomiaru ciepta wlasci-
wego wykonano dwa eksperymenty: zmierzono tempera-
ture od czasu w czasie podgrzewania znana moca kalo-
rymetru z okre$lona ilosciag wody a nastepnie wykonano
taki sam eksperyment ale z dodatkowo wlozona probka
metalu o znanej masie. WyprowadZz wzér na postawie,
ktorego wyznaczy sie cieplo wlasciwe metalu.

2.3. Dynamika nagrzewania ciala

W praktycznych zastosowaniach mamy czesto do czynie-
nia z sytuacja, w ktorej nagrzewamy ciato ze statg moca P
i czekamy, az zostanie osiagnieta pozadana temperatura,
przyktadem jest czajnik elektryczny. Czajnik postawiony

na gazie nalezy opisaé rownaniami w ktérych moc grzania
zalezy od temperatury. Bilans energii jest nastepujacy:

PAt b AU | aQ,

Rysunek 2. Bilans energii ukladu ograniczonego. Energia do-
starczona rozklada sie na dwa strumienie: podgrzewanie ciata i
wymiana ciepla z otoczeniem.

energia PAt dostarczona w czasie At podgrzewa cialo o
temperature AT i emituje energic AQ. (rys. 2). Mozna
to zapisaé rOwnaniem:

PAt = AU + AQ. (5)

gdzie: AU = mc,AT - jest to przyrost energii we-
wnetrznej przy podgrzaniu o temperature AT. Jesli cialo
sklada sie z wielu cial (np. woda w naczyniu) to przy-
rost energii wewnetrznej ma postaé sumy skladnikéw
AU = mic1 AT + mace AT (mq masa pierwszego ciala,
c1 ciepto wlasciwe pierwszego ciala i analogicznie mo
i co opisuje drugie cialo). W celu uproszczenia zapisu
mozemy przyrost energii wewnetrznej przedstawi¢ jako:
AU = CAT, gdzie C jest pojemnoscia cieplna, réwna
dla dwéch cial C = mqyc; + mocs.

Emisja cieplna AQ. proporcjonalna jest do réznicy
temperatur T — Tj:

AQ. = a(T - TO)At7 (6)

gdzie: o jest wspdlczynnikiem opisujacym przewodnic-
two cieplne i konwekcje ciepla (pomijamy emisje elek-
tromagnetyczna, promieniowanie cieplne ta droga zalezy
od temperatury w potedze czwartej). Ty jest tempera-
tura otoczenia. Zakltadamy, ze szybkosé transportu cie-
pla z grzanego ciala (strat ciepla) proporcjonalna jest do
roznicy temperatury ciala i otoczenia T — Tj.

Wspbdlczynnik « proporcjonalny jest do powierzchni
bocznej Sp i moze byé zapisany jako o« = oSp, gdzie
o charakteryzuje emisje cieplna powierzchni.

Po podstawieniu i po podzieleniu przez At otrzymu-
jemy rownanie rézniczkowe opisujace ogrzewania ciala:

T (t)

P=C——
Cdt+

a(T'(t) —To) (7)
Rozwigzanie tego réwnania przewidujemy w postaci funk-
cji wykladniczej (czyli takiej ktéra nie zmienia si¢ przy
rézniczkowaniu) z dodang stala:

T(t)= A" +D (8)

gdzie A, v i D sa stalymi, ktore wyznaczymy podsta-
wiajac to rozwiazanie do réwnania (7) oraz wstawiajac
warunek poczatkowy T(0) = Ty (temperatura przed wla-
czeniem grzania réwna byla temperaturze otoczenia). Po
podstawieniu do (7) mamy:

P =CAe" + a(Ae™ + D) (9)

aby prawa strona byla réowna lewej dla kazdego t musi
zachodzié:
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Rysunek 3. Wykres przedstawia zaleznos¢ temperatury od
czasu dla Tp = 0st, Ty, = 100st, gdzie stopnie st s3 umowne
(np. °C), czas wykreélono w jednostkach statej czasowej 7.

P
Cy=—aoraz D =—+1Tj.
e
wygodnie jest stala v zapisaé¢ jako minus odwrotnos¢ sta-
lej czasowej T:
=——=— 10
r—-2=2 (10)
Jesli do réwnania (8) wstawimy warunek poczatkowy:
T(0) = A+ D =Ty, czyli A =Ty — D. Po wstawieniu do
(8) mamy rozwiazanie:

T(t) = g (1-e %)+ (11)

Dla czasu zmierzajacego do nieskonczonosci mamy
temperature graniczng T, = — + Ty. Po wstawieniu do
e

(11) otrzymujemy:
T({t) =Ty — (Ty — To) e T (12)

W celu wykredlenia tego réwnania wygodnie jest zapisaé
je w postaci: T, — T(t) = (T, — Tp) e~ ~. stala czasowa
T opisuje sposob zblizania si¢ do temperatury granicznej
i mozna w praktyce uznaé, ze po czasie nT temperatura
T(n7) rézni sie od temperatury konicowej o 6T (n7) =
T, —T(nt) = (T,—To)e ™. Jesdli zalozymy, dopuszczalny
blad osiagniecia temperatury granicznej wynosi 7T to
T, — Tt
trzeba czeka¢ od wlaczenia grzania n = In <%T0>
wielokrotno$ci stalej czasowej 7.
Jesdli blad osiagniecia temperatury koncowej wymnosi
0T = 1st to trzeba grzaé¢ n = In(100) = 4,6 stalych
czasowych uktadu.

2.4. Wyznaczanie stalej czasowej na podstawie
pomiaréw temperatury od czasu

Zalozymy, ze w wyniku pomiaréw uzyskamy zaleznosé
temperatury od czasu dla ciala ogrzewanego stalg moca.
W celu wyznaczanie stalej czasowej nalezy wykresli¢ y =

T,—-T
In ( gT ) Zgodnie z réwnaniem (11) mamy:
0

T, —T T, —T t
=In g )zln(g )— 13
Y ( Th Th T ( )

Wykres y od czasu jest linig prosta (o ile znamy T,) o
rownaniu y = ax + f nachyleniu o« = ——. Jako przyktad
T

rozpatrzymy dane:

t(s) [ T(°C)
555 76,3

1225 | 102,3
1925 | 115,2
2630 | 122,3
3365 126

4075 128

4800 | 129,1

Nie znamy temperatury granicznej T, ale mozna za-
pisa¢ w arkuszu kalkulacyjnym wzér y = In TgT r
0

(T, wstawiamy jako warto$¢ w jednej komoérce do ktd-
rej sie odwolujemy w réwnaniu) i tak dobiera¢ wartosé
T, (jest to temperatura nieco wyzsza niz ostatni pomiar)
aby uzyska¢ linie prosta. W przypadku powyzszych da-
nych najlepiej pasuje T, = 130,7°C, co ilustruje rys. 4.
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Rysunek 4. Zaleznoé¢ y = In ( gT ) od czasu
0

Wspblcezynnik nachylenia wynosi @ =-0,000829 wobec
czego T = é = 1207s ~ 20min. Jesli w eksperymencie
mamy zblizy¢ sie do temperatury granicznej nie dalej niz
na 1°C to trzeba czekaé ok. 90 minut.

2.5. Réwnanie przewodnictwa cieplnego,
przewodnictwo termometryczne

Rozpatrzmy dlugi pret (walec) wykonany z materiatu
przewodzacego cieplo o powierzchni przekroju S gesto-
$ci p i cieple wlasciwym c,,. Jeden z koncoéw zetkniety
jest ze zroédlem ciepta o mocy zmiennej w czasie, przy
czym zalozymy, ze moc zmienia si¢ w czasie w sposob
periodyczny. Temperatura w takim przypadku jest funk-
cja czasu i polozenia. Réwnanie opisujace propagacje fali
w osrodku mozna wyprowadzi¢ rozwazajac bilans energii
[4]. Na rysunku fragment preta (”"plasterek”) o dlugosci
Azx. Energia wchodzaca do elementu o grubo$ci Ax w
czasie At wynosi ®(z)At, energia potrzebna do ogrzania
preta o temperature AT wynosi AU, oraz energia wy-
emitowana dalej w kierunku osi  wynosi ®(z + Az)At.
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Rysunek 5. Bilans energii (ciepta) przeptywajacej przez odcinek
preta o dlugosci Ax.

Bilans energii w chwili ¢ opisuje nastepujace rownanie:
O(t,x)At = AU(t) + @(t, « + Azx)At (14)
Po przeksztalceniach mamy:
—(®(z+ Az) — P(z)) At = AU (15)

Poniewaz dla matych Ax mozna zapisaé réznice strumieni
przez pochodna:

O(t,x + Ax) — D(t,x) = %Am (16)

wiec réwnanie (15) przybiera postaé:

o®(t,r) AU(t,x)

- 9r Azt
Przyrost energii AU zwiazany jest z ogrzewaniem ciala:
AU = me, AT, poniewaz odcinek preta o grubosci Ax
ma objetosé SAx wiec masa wynosi m = SAzp, tak wigc:

AU(t,xz) AT
AvAr P Ay (18)

Poniewaz temperatura jest funkcja czasu i polozenia wiec

(17)

AT
iloraz AL zapiszemy jako pochodna czastkowsg, TR
Strumie ciepta ®(t,z) zgodnie z réwnaniem Fouriera
(1) proporcjonalne jest do pochodnej temperatury, wiec
po podstawieniu do (17) otrzymujemy réwnanie falowe
opisujace propagacje temperatury w warunkach dyna-
micznych (réwnanie przewodnictwa cieplnego):
O*T(t,x) oT(t,x)
A" = D S R 19

Réwnanie to mozna zapisaé w postaci:

k82T(t, xr) O0T(t,x)
ox2 Ot

(20)

A
gdzie k = ——, wspolczynnik k£ nazywamy wspolczyn-
Cuw
nikiem przewodnictwa temperaturowego (termometrycz-

nego), jednostka jest m?/s.

Réwnanie to jest rownaniem rézniczkowym czastko-
wym i opisuje propagacje temperatury przy nastepuja-
cych zalozeniach:

1) cieplo rozchodzi sie tylko w jednym kierunku (zada-

nie jednowymiarowe) czyli pret jest cienki i diugi.

2) pret znajduje sie w osrodku doskonale izolujacym i

ciepto nie ucieka w kierunku prostopadtym do preta,
3) cieplo wlasciwe nie zalezy od temperatury,
4) wspolczynnik przewodnictwa cieplnego A nie zalezy
od temperatury.

Réwnanie przewodnictwa cieplnego jest jednym z réw-
nan opisujacych bilans wielkosci zachowawczych (eksten-
sywnych). Zasada zachowania masy zwigzana jest z row-
naniem dyfuzji ([1] roz. 11).

3. POMIAR CIEPEA WEASCIWEGO
METODA ANGSTROMA

Badanie fali temperaturowej w warunkach stacjonarnego,
periodycznego rozwiazania mozna wykorzysta¢ do wy-
znacznia wspétczynnika przewodnictwa temperaturowego
metalu. Aby wyznaczy¢ ten wspolczynnik nalezy rozwia-
za¢ réwnanie (20) w przypadku odpowiadajacym sytu-
acji eksperymentalnej, wykona¢ pomiary temperatury w
funkcji czasu w przynajmniej dwéch punktach i wstawic
te pomiary do otrzymanego rozwiazania.

W Laboratorium eksperyment wykonuje sie w ukta-
dzie sktadajacym sie¢ z grzatki sterowanej komputerem
i dlugiego preta (dlugo$é preta L = 1m jest znacznie
wigksza od $rednicy D = 10mm) umieszczonego w oslto-
nie termicznej. W odlegtoéci AL umieszczono dwa termo-
metry rezystancyjne (platynowe typu Pt100) pozwalajace
na ciagly pomiar temperatury. Temperatura rejestrowana
jest caly czas przez komputer i mozna obserwowaé za-
leznosci od czasu w obu punktach pomiarowych. Zrédlo
ciepla wlaczane jest i wylaczane okresowo (z okresem 7).
Roéwnanie opisujace zrédlo ciepta powinno byé opisane
jako fala prostokatna, jednak zalozymy, ze w odleglosci
kilkunastu centymetréow od zZrédta ciepta, zmiany tempe-
ratury mozna opisa¢ funkcjami sinusoidalnymi (nastepuje
filtrowanie).

AT \ Amplituda zmian temperatury

I:‘Ei " ]

grzatka

¥=

Rysunek 6. Uktad pomiaru przewodnosci cieplnej. Na jednym
koncu preta znajduje sie grzejnik o mocy P, w odlegtosci x1 i x2
umieszczono czujniki temperatury.

3.1. Rozwigzanie réwnania przewodnictwa
cieplnego w warunkach stacjonarnych

Zaltozymy, ze obserwujemy stan stacjonarny, czyli gdy fala
temperatury moze by¢ opisana w kazdym punkcie réwna-
niem drgan harmonicznych o stalej amplitudzie. W taki
przypadku postulujemy, ze rozwiazanie réwnania (20) ma
postaé¢ wyktadnicza:

T(t,x) = Tpebtto® (21)

gdzie Ty jest amplituda zmian temperatury w punkcie
x = 0, a — wspolczynnik opisujacy zmiane amplitudy z
odlegloscia, a wspélczynnik b opisuje drgania, dlatego po-
stulujemy, ze stala b powinna by¢ liczba urojona b = iw,

gdzie w = T jest czestodcia drgan (o okresie To wyni-

kajacym z okresu przelaczania zrédla ciepla). Po podsta-
wieniu rozwiazania (21) do réwnania przewodzenia ciepla
(20) otrzymujemy ka? = b. Poniewaz b = iw wigc:

aziﬁ:iﬂﬂzi(@—i—i@) (22)



gdzie i = /—1.

Po podstawieniu a i b do (21) mamy:

T(t, ) = TAei\/eri<i@+m> (23)

Poniewaz fala powinna zanikaé¢ wiec w réwnaniu (23)
wybieramy znak ,—” i jako rozwigzanie przyjmujemy
czesé rzeczywista (Re(e'®) = cos z):

T(t,z) = TAe_\/Zx cos <wt - \/7x> (24)

2k

Wynikim pomiaréw sa przebiegi zaleznosci temperatury
w dwdéch punkatach odleglych o AL zarejestrowane przez
komputer. Dwa uzyskane wykresy temperatury w funkecji
czasu maja rézna amplitude i przesuniete sa w czasie o
AT. Najprostszym sposobem wyznaczania stalej k jest
skorzytanie z informacji zawartej w amplitudzie zmian
temperatur. W wyniku pomiaru odczytujemy amplitude
drgan w punktach x; i 2o odlegltych o AL = x5 — x1, po
wstawieniu do réwnania (24) mamy:

In (2) = \/gAL (25)

7 tego rOwnania mozna wyznaczy¢ wspoélczynnik k, dla
zmierzonych amplitud temperatur 77 i Th:

2 2
w AL II AL
k=— = (26)
2 In 5 Te In 5
T T

. 211 . S, .
gdzie w = T jest czestoscia zmian zrodla ciepla.
c

W skrypcie zamieszczonym na stronie CLF opisano me-
tode wykorzystujaca informacje zawarta rowniez w prze-
sunieciu fazowym obu przebiegéw.

Wynikiem obliczen dla uzyskanych danych pomiaro-
wych jest wspolczynnik k, przewodnos¢ cieplng wyli-
czamy dla znanych wartosci ciepta wlasciwego i gestosci.
Analize niepewnosci przeprowadzimy wiec dla wspolczyn-
nika k.

Wartos$é k wyznaczona z réwnania (26) obarczona jest
niepewnoécia wynikajaca z dwoch zrddet:

1) bledy pomiaru wielkosci wchodzacych do réwnania
(26),

2) bledy modelu spowodowane zalozeniami, przy kté-
rych wyprowadzono réwnanie (24).

Mierzymy: amplitudy temperatur 73 i Ts, okres zmian
zrodla ciepta T, oraz odlegtosé czujnikow temperatury.
W celu wyznaczenie niepewnoéci pochodzacej od tych
sktadowych nalezy wyznaczy¢ rézniczke zupelna réwna-
nia (26), a nastepnie wyliczy¢ pierwiastek z sumy kwa-
dratéw sktadowych. Mozna pokazaé (nalezy to wykazaé
w sprawozdaniu), ze o wartodci niepewnosci k decyduje
(jest najwiekszy) czlon zwiazany jest z bledem pomiaru
temperatury. Czlon ten jest tym mniejszy im mniejsza
jest amplituda 75 zmian temperatury. Amplituda ta jest
tym mniejsza im mniejszy jest okres przetaczania zZrodta
ciepla T (pokazemy to dalej), dlatego ta skladowa nie-
pewnosci jest tym mniejsza im wigkszy jest okres T¢.

Na bledy modelu skladaja si¢ dwa zalozenia:

1) cieplo nie jest emitowane jest w kierunku prostopa-
dlym do preta,
2) osiagamy stan stacjonarny.

O niepewno$ciach decyduje zalozenie pierwsze, zwia-
zane z emisja ciepla prostopadle do preta (z ,uciekaniem”
ciepla), pokazemy dalej, ze ta skladowa niepewnodci jest
tym mniejsza im mniejszy jest okres przelaczania ciepta
Tc.

Mamy wiec sytuacje, ze niepewnosé zwiazana z pomia-
rem temperatury maleje ze wzrostem okresu T, nato-
miast niepewnos¢ wynikajaca z bledu modelu roénie ze
wzrostem Tg. Niezbedne jest wiec wyznaczenie warto-
$ci optymalnej, gdy obie skladowe niepewnosci sa iden-
tyczne. Niezbedne jest wiec opracowanie modelu uwzgled-
niajacego straty ciepla oraz modelu pokazujacego jak za-
lezy amplituda temperatury od okresu przelgczania zro-
dta ciepta.

Roéwnanie (25) mozna zapisaé: In % = /7w, gdzie zde-

2
finiowalidémy stala czasowa 7, = ———, stala ta opisuje
szybkos¢ relaksacji temperatury na dhugosci AL. Ozna-
czenie to wykorzystane bedzie w rozdziale 3.4

3.2. Réwnanie przewodnictwa z uwzglednieniem
strat ciepta

Aby wyznaczyé niepewnos¢ wynikajaca ze strat ciepta
wzdluz preta rozpatrzymy transport ciepta wzdtuz preta
przy zatozeniu, ze w kierunku prostopadtym do preta emi-
towane jest cieplo opisane réwnaniem (6) [2]. Réwnanie
bilansu (14) musi by¢ uzupelnione o czton o(T — Tp) At

O(t, x)At = AU(t) + (T —Tp) At + (¢, z+ Az) At (27)

«(T-T,)
Fa)
S=IIR P (x) — & (x+dx)
ri
— 4 -
X jx+dx
S,=2ITRAx

Rysunek 7. Transport ciepla wzdluz preta z uwzglednieniem
strat. Przez $ciane boczna w czasie At ,ucieka” cieplo o wartosci
proporcjonalnej do powierzchni bocznej: a(T — To) = Sgo (T —
To). Powierzchnia boczna Sp jest powierzchnig walca o diugosci
Az i promieniu R.

Poniewaz czlon «(T — Ty)At proporcjonalny jest do
powierzchni bocznej wiec zapiszemy wspoélczynnik a jako
a = Spo = 2[IRoAx, gdzie R jest promieniem preta, a
o jest wspélczynnikiem opisujacym szybko$é emisji cie-
pla z jednostki powierzchni. Dzielac rownanie przez pole
powierzchni S = IIR? otrzymujemy réwania analogiczne
do réwnania (19):

2
/\8 T(t,x) oT(t,x) n 2%

S = pey (T(t.2)~To)  (28)



po podzieleniu przez pc,, otrzymujemy réwnanie fali tem-
peraturowej:
k82T(t, x) OT(t,x)
ox2 0Ot

+ o' (T(t,z) — Tp) (29)

gdzie: o' = , wielkoéé ta ma wymiar odwrotnosci

w
czasu mozemy wiec zapisac ja jako odwrotnosé stalej cza-

sowej 7' = —, dalej pokazemy, Ze ta stala czasowa réwna
jest stalej czasowej (10) charakteryzujacej réwnanie (7)
opisujace ogrzewanie ciata.

Rozwigzanie réwnania (28) przewidujemy w postaci
analogicznej do (21), ale z dodatkowa stala niezbedng
aby czlon o'Ty zostal uwzgledniony w tym rozwiazaniu:

T(t,x) = Tae®™™® + D (30)

gdzie jak poprzednio zalozymy: b = iw Po podstawieniu
do réwnania (29) otrzymujemy:

/zw+o \/‘\/ZT (31)

Jak poprzednio a jest liczbg zespolong a = a,. + ia;, czyli
czesé rzeczywista temperatury w rozwiazaniu (30) bedzie
miala postaé:

T(t,x) =Tae ** cos(wt —ax) + D (32)

Réwnanie to interpretujemy tak, ze rozchodzi sie fala o
amplitudzie:
T,(x) = Tael =) (33)

Gdy nie bylo strat energii, czyli gdy o = 0 to czesé

w
rzeczywista a wynosita a, = —, / —. Wynikalo to z tego,

2k
ze Vi = (1 + 7). Teraz trzeba wyliczy¢ pierwiastek z

\/i

/
o
liczby ¢ + —. Wykonamy to w przyblizeniu zakladajac,
w
/
ze — < 1. Po rozwinieciu w szereg otrzymamy w przy-
w

Re< z+(:>z\}§<1+(:> (34)

czyli czedé rzeczywista statej a wynosi:

Gals)

Jedli jak poprzednio pomiary amplitud temperatur w
punkcie 1 1 x9 wynosity Th = T,(x1) i To = T, (x2) wiec
korzystajac z (32) 1 (33) mamy:

blizeniu:

T1 _ _arAL
= e (36)

gdzie AL = zo — x7.
Po podstawieniu (35) do (36) mamy przyblizony wzor
dla k (ta waro$¢ k oznaczymy z primem):

2

AL

k’:% m(Tl) <1+‘;> (37)

Czyli blad wzgledny spowodowany stratami ciepla wy-
nosi: e ,

-2 (38)
k w
W celu wyznaczenia o’ mozna postuzy¢ sie rozwigzaniem
réwnania opisujacego grzewania ciala (12). Stala czasowa

tego procesu dana jest réwnaniem (10):

C  mec, TIIR?lpc, Rpcy

« Spo 2ITRlo 20
gdzie wstawiono: m = IIR?lp (I -dtugosé preta, R- pro-
mief preta), oraz pole powierzchni bocznej Sg = 2I1RI.

Poniewaz o' = 7 wiec o/ = —, tak wigc blad
Rpcy

wzgledny wyznaczenia stalej k spowodowany ucieczka cie-
pta przez Sciane boczng mozna w przyblizeniu wyrazié
jako:

Ak k—K ! 1

o _7 _ - (40)
k k w  Tw

Warto$¢ czestoSci znamy bowiem znany jest okres T

zmian zrodla ciepta: w = —-. Stalg czasowa wyzna-
czymy wykreslajac zaleznos¢ temperatury maksymalnej

od czasu jak to pokazano w rozdziale 2.4.

3.3. Zalezno$¢ amplitudy zmian temperatury od
okresu przelgczania zrédla ciepta

Zgodnie z réwnaniem (24) wzdluz preta amplituda fali
temperaturowej zmienia si¢ z odlegtoscia wyktadniczo.
W celu wyznaczenia zalezno$ci amplitudy temperatury
od okresu T¢ przelaczania zrédla ciepla nalezy rozwazy¢
grzanie ciata przy zalozeniu, ze moc zrédta ciepta zmienia
sie okresowo. W przyblizeniu zalozymy, ze zrédlo ciepla
zmienia moc sinusoidalnie i do réwnania (7) wstawimy:

P(t) = Py + Pye™* (41)

Gdzie P4 jest amplituda zmian mocy, a Py — wartosé
mocy wokol, ktérej sa drgania, czyli $rednia moc grzania
(rys.8). Jesli sygnal mocy zmienia si¢ od zera do wartos$ci
maksymalnej Pp,q. to Py = Pmam i Py= meM.

Rysunek 8. Zalezno$¢ mocy grzania od czasu. T jest okre-
sem generatora sterujacego grzaniem. Moc $rednia Py, amplituda
sktadowej zmiennej Py.

Réwnanie (7) opisujace nagrzewanie ciala ma wiec te-
raz postaé:
. dr(t
Py + Pye™t = C% + a(T(t) — To) (42)
gdzie wspélczynnik « jest proporcjonalny do powierzchni
Sp przez ktéra nastepuje emisja ciepta:



a = oS, Sp, i jak poprzednio o jest wspdlczynni-
kiem opisujacym szybko$¢ emisji ciepta z jednostki po-
wierzchni.
Rozwiazanie tego réwnania jest suma dwodch sklado-
wych:
1) sktadowa wymuszona opisujaca okresowa zmiang
temperatury:

T (t) = Ta(w)e! @49 (43)

gdzie T4 (w) jest amplituda zmian temperatury, a A¢
opisuje przesuniecie fazowe temperatury w stosunku
do sygnalu mocy P(t).

2) skladowa opisujaca stopniowe nagrzewania ciala
(identyczna jak réwnaniem (12) )

To(t) =Ty — (T, = To) e 7. (44)

Po Wstawieniu do réwnania (42) rozwiazania w postaci:
T(t) = T (t) + Ts(t) otrzymamy:

1) stala czasowa procesu: T = —i = Q
2) temperature graniczna: T, = = + TO
3) zalezno$é¢ amplitudy T4 temperatury od czestodci w:
T/
Th(w) = —ZL— 45
)= e (45)

T, jest temperatura graniczna wynikajaca z amplitudy
sktadowej zmiennej:

Y
o oSg

Wyznaczone wartosci stalej czasowej 7 i temperatury
granicznej T, sa zgodnie z obliczeniami w rozdziale 2.3,
poniewaz skladowe Ty, (t) i Ts(t) sa niezaleznymi rozwia-
zaniami.

3.4. Skladowa niepewnos$ci wyznaczenia stalej k
wynikajaca z bledu pomiaru temperatury

Wartos¢ stalej przewodnictwa temperaturowego k wyzna-

(AL) (ln%) . Zalozymy,
ze niepewnosé wyznaczema temperatury 17 i To wyno-
sza ATy i ATs, dalej zalozymy, ze sa takie same i wy-
nosza AT. W celu wyznaczania niepewnosci wyliczymy
pochodne:

czamy ze wzoru (26): k

ok _w (AL 1 11
AR b)) — 46
o "2/ T\’ 1o D1 T (46)
<ln 7_‘2) T2
analogicznie mamy:
ok _w (AL 1 11

TN\3T> T Ty
In =+ 2 lnf !
T 2

7 poprzednich réwnan mamy: In ﬁ = /33 AL = JwTL,

gdzie T, = A;C Niepewno$¢ wyznaczymy wykorzystu-

jac sktadanie niepewnosci zgodne ze sktadaniem odchylen
standardowych:

ok 2 ok 2

Poniewaz zakladamy, ze AT} = ATy, = AT oraz Ty > Ts
to otrzymujemy:

ak_p,al 1 _, AT T, 'eV¥Trar (49)

k \/WTT, T2 A/ WTL,

gdzie skoyzystaliémy z tego, ze T(x) = TaeV 3%
TaeVeTL 2T, Jedli podstawimy to do wzoru (45) mamy:

— =92 e VYWTLAL
k Tg’ wTY,
AT wr? — o
~ 2 Té ——eVYTLAL (50)

gdzie wykorzystaliSmy zalozenie, ze wr < 1.

Powyzszy wzor wykorzystamy do analizy optymalnej
wartosci okresu zrodta ciepta. Do obliczenia niepewnosci
wielkoSci k nalezy skorzystaé¢ ze wzoru (48) do ktérego
podstawi sie pochodne, ale bez wstawiania zaleznosci am-
plitud tempetatur T3 i T5 od polozenia, a wstawiajac dane
pomiarowe. Niepewno$¢ wzgledna wyznaczenia k wynosi

wiec:
Ak T 1 1
— =2AT — + — 51
; (zﬁ wtg O

3.5. Dobér okresu zmian zrédla ciepta
minimalizujacy niepewno$¢ wyznaczenia
statej k

Jak widaé z otrzymanych wzoréw sktadowa niepewnoéci k
zwiazana z bledami pomiaru amplitud temperatur szybko
roénie z czestoscia zmian grzania w, natomiast skladowa
niepewnoéci zwiazana ze strata ciepla maleje z omega
Ak = _-. Minimalizacj¢ niepewnosci uzyskamy jesli obie
skladowe beda mialy podobne wartosci. Nalezy wiec do-
braé¢ tak czestos¢ zrodia ciepta w aby:

2
SF 9T cvamrar o L (52)
Té TL wT

Réwnanie to nalezy rozwiaza¢ graficznie podstawiajac
dane o ukladzie pomiarowym. Wykres dla AT = 0,1K,
x = 0,15m (odlegloéé grzejnika od drugiego czujnika
temperatury), T, = 100K (amplituda temperatury grzej-
nika), 7 = 1100s i 71, = 72s przedstawia rys. 9.

Wykres ten nalezy traktowaé jako przyktad, dla kaz-
dego stanowiska pomiarowego nalezy zdoby¢ odpowiednia
dane i wykona¢ wykres opisujacy badany przypadek.

4. POMIARY I OPRACOWANIE DANYCH
4.1. Pomiary

Po wlaczeniu grzania i wlaczeniu rejestracji danych (po-
miar) nalezy odczekaé ponad 90 min w celu zapewnienia
réwnowagi termicznej z otoczeniem (stan stacjonarny).
Zapisa¢ polozenie (wspélrzedna czasowa i warto$é tem-
peratury) wszystkich zaobserwowanych maksiméw i mini-
moéw krzywej dla obu czujnikéw temperatury. W tym celu
przekopiowaé obie krzywe (w calosci) do gérnego okna i
najezdzajac kursorem odczytaé¢ minima i maksima (czas i
temperature). Dwa ostatnie maksima i minima obu krzy-
wych zmierzy¢ doktadniej, tj. na zakonczenie pomiaréw



niepewnosci wzgledna wspélczynnika k

0,8
0,6 1

0,4+

—— temperatura
—&— strata ciepla

wzgledna niepewnosé k

0,24

okres zrédta ciepla

Rysunek 9. Skladowa niepewnosci % spowodowana bledami

pomiaru temperatury (zgodnie ze wzorem (50)) oraz niepewnosé
spowodowana stratami ciepla Tk = L Widaé ze optymalny
okres sygnalu sterujacego mocy grzatki wynosi (dla danych przy-
ktadowych) ok. T' = 6s.

przekopiowaé przebiegi z dwoma ostatnimi minimami i
maksimami i ustali¢ mozliwie doktadnie wartosci czasu i
temperatury (uzy¢ powigkszenia, przy ktérym widaé roz-
dzielczosé).

Zapisaé rodzaj materiatlu i dane materiatu (zapisane sa
pod podstawka preta), z ktérego wykonany jest pret.

4.2. Opracowanie danych

Wykonaé¢ nastepujace wykresy i obliczenia:

1) Dla wszystkich maksiméw i miniméw temperatury,

dla pomiaréw z obu czujnikéw (blizszego o dalszego

od grzejnika), narysowaé zaleznogé In—2 ) w
funkcji czasu t (cztery krzywe). Tak dobraéOTg aby
wykresy byly prosta (dla kazdej serii danych od-
dzielnie dobraé¢ T,). Metoda najmniejszych kwadra-
tow wyznaczy¢ nachylenie prostej i wyliczy¢ stala
czasowa T (z niepewnoscia) narastania temperatury
(ré6wnanie (12)) jak to opisano w punkcie 2.4.

2) Wyznaczyé wspoéiczynnik k' dwoma meto-
dami: ze wzoru (26) (metoda opisana powyzej) i
metoda opisane w skrypcie dostepnym w interne-

H(Aij‘)j gdzie

A¢TznT—;’

A¢ = %At, T - okres sygnalu mocy grzalki, At
przesuniecie czasowe sygnalow z obu czujnikow.

3) Poréwnaé tak wyznaczone wartosci k£ (dla obu me-
tod) z obliczona na podstawie tablicowych przewod-
nodci cieplnej, gestosci i ciepta wlasciwego.

4) Okres przelaczania grzejnika nalezy wyznaczyé na
podstawie wykresu temperatury od czasu (okres
zmian temperatury.

cie na stronie CLF, ze wzoru k =

Analiza niepewnosci:

1) Wypisaé wszystkie zalozenia teorii niezbedne do wy-
prowadzanie wzoru (25).

2) Wyznaczy¢ stala czasowa osiagania réwnowagi z oto-
czeniem catego uktadu i przedyskutowaé pytanie: po
jakim czasie mozna uznaé, ze osiagneliSmy stan sta-
cjonarny. W celu wyznaczenia stalej czasowej wy-
kresl zaleznosé In(Ty, — T') od czasu i tak dobierz T},
aby uzyskany wykres najlepiej pasowat do proste;j.

3) Opisaé zrédla bledéw wyznaczenia wspélezynnika k,
oszacowad sktadowe niepewnosci pochodzace od réz-
nych czynnikow:

e bledy pomiaru czasu, dtugosci i temperatury

e bledu modelu matematycznego. Wypisaé za-
lozenia modelu matematycznego i sprobowaé
oszacowal¢ wplyw poszczegdlnych zatozen.

Nalezy umiesci¢ nastepujace obliczenia:

a) Oszacowaé blad wzgledny wyznaczania stalej k
przewodnictwa temperaturowego spowodowany stra-
tami ciepla, zgodnie z zaleznoscia (40).

b) Oszacowaé niepewno$é¢ zwiazana z bledem po-
miaru temperatury zgodnie z réwnaniami (51).

¢) Niepewno$¢ pomiaru temperatury okresli¢ na pod-
stawie niepewnos$ci pomiaru rezystancji. Tempera-
tura mierzona jest przetwornikiem rezystancyjnym
Pt100, rezystancja przetwornika zalezy od tempera-
tury liniowo:

R(T) = Ro (1 + a(T — T())) (53)

gdzie, dla platyny o = 0, 00347%, oraz Ry = 100Q2.
Niepewno$¢ pomiaru temperatury mozna wyznaczy¢
rézniczkujac wzér (53): AR = RyaAT. AR wyzna-
cza sie jako blad kwantowania przyrzadu cyfrowego
i wynosi trzy kwanty rozdzielczosci (sprawdZ dane
miernika).

d) Oszacowaé niepewno$¢ wyznaczenia k spowodo-
wang bledem pomiaru odleglosci czujnikéow tem-
peratury. Przyja¢ niepewno$¢ pomiaru odleglosci
U(AL) = Ilmm.

e) Oszacowaé niepewno$é¢ spowodowana niedoklad-
noscig pomiaru okresu zrédta ciepta T, przyjaé nie-
pewno$¢ pomiaru czasu 5s.

f) Ustali¢, najwieksze skladowe niepewnosci.

g) Oszacowaé calkowita niepewno$¢ wyznaczenia
stalej przewodnictwa temperaturowego k

4.3. Zadanie domowe (rozwigzania
indywidualnie)

Zaprojektowaé ocieplenia domku wykonanego z cementu,
wyliczy¢ jaka musi by¢ warstwa styropianu aby uzyskac n
krotny spadek poboru mocy grzania? Domek ma wymiary
a X b x ¢ gdzie a =liczba liter imienia, b =liczba liter
nazwiska, ¢ = 3m, n =cze$¢ calkowita -2

a+b’
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