Rozwiazania zadan z kol.2 z 2014r

Zadanie 1. Uklad réwnolegly RC podlaczono do
generatora. Réznica faz pomiedzy pradem Ig gene-
ratora a pradem w rezystorze Ir wynosi ® = II/6
(tg(I1/6) = 1//3, sin(11/6) = 1/2) pojemnosé konden-
satora wynosi C' = 10 nF, rezystancja wewnetrzna ge-
neratora Rg = 10012 . Czestotliwosé generatora wynosi
f= %kHz a prad rezystora wynosi (Ir)ryms = 1mA.
Oblicz: wartosé rezystora R, warto$¢ skuteczna pradu
generatora (Ig)rars 1 napiecia na generatorze (Ug)rars

Z danych zadania obliczmy czestosé w = 2I1f = 10%1,
natomiast pojemnoéé kondensatora C' = 1078F.

Prady I i napiecia U opisujemy liczbami zespolonymi.
Modut liczby zespolonej opisuje amplitude sygnatu, war-
tos¢ skuteczna réwna jest wartosci amplitudy podzielo-
nej przez /2, tak wiec wartosé¢ skuteczna pradu rezy-
stora R opisana jest réwnaniem:

(Ir)rRMS = |1\/%| (1)

Gdzie |Ig| jest modulem pradu Ig, czyli jest to am-
plituda pradu Igz. Amplituda pradu rezystora R wy-
nosi wiec [Ir| = v2(Ir)ras. Trzeba tu pamictaé, ze
prad zespolony I = |I|e’® jest symbolicznym zapisem
sygnatu i(t) = |I| cos(wt + ).

Réwnania Kirchhoffa zapisane dla pradéw i napieé
opisanych liczbami zespolonymi. Dodawanie liczb ze-
spolonych nie moze by¢ zastgpione dodawaniem liczb
rzeczywistych, bowiem liczba zespolona ma amplitude
(dtugosé) i faze (kat kierunkowy na plaszczyznie zespo-
lonej).

Prad generatora I rozplywa sie na dwa prady (po-
laczenie réwnolegle rezystora i kondensatora): prad re-
zystora Ir i prad pojemnosci I¢o:

Ia=1Ir+ Ic (2)

gdzie:

U
Ip = ER i Ic = jwCUq = jwCUg (3)
w tym wzorze uwzgledniono, ze Ugo = Ug.
Prady Ir i I¢ sa przesunigte w fazie o kat I1/2, czyli
sa prostopadte.

Napiecie generatora réwne jest sumie napiec:
Ug=I1gRg+IrR=1cRg + Ug (4)

Dodawanie pradéw i napie¢ geometrycznie reprezen-
tuje wykres wskazowy przedstawiony na rysunku 1.

IcRg Uc
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Rysunek 1: Wykres wskazowy reprezentujacy dodawanie
napieé i pradéw. Prad generatora I (wzoér (2)) réwny
jest sumie pradu rezystancji Ir i kondensatora I-, te
dwa prady sa reprezentowane przez prostopadte wskazy
poniewaz przesuniecie fazowe pomiedzy tymi pradami
wynosi I1/2 (wzér (3).

Poniewaz prad kondensatora Ic jest prostopadly do
pradu rezystora Ir a kat pomiedzy pradem generatora
I¢ = Ig + I¢ (réwnanie (2)) wynosi ® wigc amplituda
pradu kondensatora réwna sie:

llc| = [Ir|tg(P) (5)

Zgodnie z réwnaniem (1) amplituda pradu rezystora wy-
nosi |Izr| = v/2mA, wobec tego |Ic| = %mA.

Napiegcie na kondensatorze wynosi Uo = ji—cc, modut
tego napiecia wyniesie |Ug| = % Podstawiajac war-
tosci liczbowe: |Uc| = /2L = \/§104V, dla warto$ci
skutecznej mamy (Uc)rams = \/g104 =577V.

Rezystancja wynosi:

|IR| |IR| wC |IR| wC
10*
= —QO =5773Q

V3

Prad generatora jest suma pradéw rezystora i kon-
densatora (réwnanie (2)) i moze byé wyliczony z twier-

dzenia Pitagorasa |Ig| = +/|Ir|*>+ [Ic|? lub z tréj-
kata: |Ig| = C(‘)i?‘il,). Dla wartoéci skutecznej mamy:

_ Ue)rms _
(Ic)rms = 2% =1 15m,A. N
W celu wyznaczenia wartosci napiecia generatora Ug
opisanego réwnaniem (4) musimy wyznaczy¢ cze$é rze-

czywistg 1 urojona tego napiecia.



RC(UG) = Re(IGRG + UR) = Re(IgRG) + RG(UR) =
RgRe(Ig) + Re(Ug), poniewaz Re(lg) = |Ig| i
Re(Ugr) = |Ugr| mamy: Re(Ug) = Rg|Ir| + R|Ig| =
Ir|(Re + &2,

Cze$¢ urojona napiecia Ug:

Im(Ug) = Im(IgRG+UR) = Im(ngc;)+Im(UR) =
RcIm(Ig) + Im(Ug), poniewaz Im(Ig) = |Io| i
Im(Ug) = 0 mamy: Im(Ug) = Rg|lc| = |Ir|tg(®)Ra

Czyli mamy:

Uc| = V(Re(Ug))? + (Im(Ug))? =

¢<b3<ﬂg+g£?)>2+ﬂhhg@R@2

2
|IR|\/ Re +— +(tg<¢>>RG>2 (6)

Dla wartosci skutecznej:

(Uc)rms = (IR)RMS\/<RG + tgﬂf?) + (tg(®)Re)”

Po podstawieniu danych mozna zauwazyé, ze Rg <

% i mamy przyblizony wynik: \
(Uc)rms = (Ip) rus B = %mA

Roéwnanie to mozna wyprowadzi¢ czysto algebraicznie
na liczbach zespolonych.

Zgodnie z prawami Kirchhoffa dla obwodu z rys. (réw-
nanie (4)

Ug = IgRg + IrUR (7)
In= jw%lc ezyli 1o = In(jwC)R (8)
Ia=1c+ 1R (9)

Po wstawieniu réwnania (8) i (9) do (7) mamy:
Uc = In(Rg + R+ jwCRRG) (10)
Zapiszemy prad generatora (9) w postaci:
Ig = Ip + jwCRIR = Ix(1 + jwCR) =

= Ig\/1+ (WOR)2eI® (11)

Kat pomiedzy pradem I i I jest faza czynnika
(1+ jwCR), czyli tangens kata ® réwny jest:

Im(1+ jwCR)
Re(1+ jwCR)

tg(®) = =wCR (12)

Rysunek 2: Obrot liczby zestoponej z; o kat ®

Uwaga 1 Réwnanie (11) ma postaé z; = 2¢/®,
mnozenie przez czynnik ¢/® daje obrét liczby ze-
spolonej z; o kat @, czyli pomiedzy liczbami ze-
spolonymi z; i 29 jest kat ® (patrz rys 2).

Po podstawieniu (12) do (10) otrzymujemy réwnanie:

tg @
Uag=1Ir (RG + 570 +th(q’)RG) (13)

Modul (wartosé bezwzgledna) napiecia Ugx (liczby ze-
spolonej Uc) daje réwnanie (6).

Zadanie 2.
Wyznacz parametry macierzy h ukladu. Narysuj za-
lezno$¢ od czestotliwosci wartosSci bezwzglednej i fazy

transmitancji Z(f) = (g—j)([ . Dane sa Ry =
2=0

20092, Ry = 80092, C' = 10nF, L = 10mH . Zapisz réwna-
nia wynikajace z praw Kirchhoffa oraz wylicz elementy
macierzy h korzystajac z réwnan typu hy; = (%) ( )
1/ (Us=0

I I M L I,

Us

O
Impedancje w poszczegdlnych galeziach mozna zapi-
saé jako:

1
Zc =Ry +jwl, Zp=Ry, Zi=-—
jwC

Réwnania z praw Kirchhoffa (Pierwsze dwa na roz-
plyw pradéw, pozostale trzy typu prad w danej gatezi =
spadek napiecia podzielony przez impedancje). Po prze-
ksztalceniu otrzymujemy réwnania na prady I, Is:

L=1c+1,
Iy=1Ip—Ic
U U, —U
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Metodal:

przeksztalcié¢ uktad rownan do postaci
Ul _ |hir hae| | 1
I ha1  haa| |Uz
Zaczynamy od réwnan na prady zapisanych wczednie].
1 1 Uy
I, =U. — | - =
2 2 ( 75 + ZC> Ze

1 1 U,y
LH=U|=—+—=—)——=
1 1(ZA+ZC) Ze



Przeksztalcamy réwnania tak aby wyciagnaé Uy, Is na
lewa strone.
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Gdy réwnania majg wlasciwa postaé spisujemy wspot-
czynniki:

ZaZo Z A
B o— Zat+Zc Za+Zc
- . Z A Za+Zp+Zc
Za+Zc ZB(ZA+ZC)
Metoda 2: Uzy¢ réwnan typu hyp = (%1) Li-
Us=0
czymy hi; przy zalozeniu ze Us = 0, czyli prz§ Zwar-
tym Zp. h11 jest wtedy impedancja zastepcza obwodu
widziang z zaciskéw wejsciowych, ktéra jest rowna réow-
nolegltemu potaczeniu Z4 i Z¢.

Ul) Zadc
hiy = (== = Zu||Zc = 2220
. (Il Us=0 allze ZatZo

Obliczajac his zaktadamy I; = 0 (brak pradu wej-
Sciowego), co oznacza ze przez Z4 i Z¢o plynie taki sam
prad. Impedancje Z4 i Z¢ tworzg wtedy dzielnik napie-
cia.

Zc
Uy

Za U,

ZA Ux ZA
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Obliczamy ho; zakladajac Us; = 0, czyli zwarte Zp
I Zc Iy
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Wtedy Z4 oraz Z¢o tworza dzielnik pradu (z punktu
widzenia zaciskéw wejsciowych)

—ZA P —Za
2 1ZA—|-ZC 2 <U1>U2=O Za+ Zo

Prad I> zapisujemy z przeciwnym znakiem dlatego,
ze plynie w odwrotnym kierunku niz zostal zastrzatko-
wany.

has jest odwrotnosciag impedancji zastepczej widzianej
z zaciskéw wyjéciowych, przy braku pradu wejsciowego
I = 0 (Prad plynacy przez Z4 i Z¢ jest taki sam),
czyli:

L ( I > 1 Za+2Zp+ Zc

29 = —_ = =
U, 1,=0 ZBH(ZA—Fch) ZB(ZA+ZC)

Transmitancja Transmitancje liczymy jako stosunek
napiecia wyjsciowego do wejsciowego przy braku obcia-
zenia na wyjsciu (Iy = 0).

U.
K,= -
Uy I,=0
Zalozenie Is = 0 powoduje, ze prad plynacy przez Zp i
Zc jest taki sam i tworza one dzielnik napiecia:

Ry
Zc Ry  RtR

T Zoc+Zp Rt Ritjwl 1+ jmim
L

Ky

7 powyzszego wzoru wynika, ze transmitancja ma po-
sta¢ funkcji jednobiegunowej z biegunem w czestosci

wo = @, natomiast plaska czesé funkeji (dla ma-
tych czgsosci) jest na poziomie Rllj_?RQ.
R
K, — {}%fm dla w < wy
ok dla w > wo

Przesuniecie  fazowe ma  postaé  ¢P(w) =

arctg(%’:((fg:))). Dla maltych w, K, jest rzeczywi-

ste, dla duzych w, K, jest urojone wiec przesuniecie
fazowe wynosi odpowiednio 0 i —3. Dla posrednich
czestosci wykres ma ksztalt funkcji arcus tangens

(zgodnie ze wzorem).

0 dla w < wy
o=+ dlaw=uwp
= dlaw>wp
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