Rozklady empiryczne i testowanie hipotez

Michat Urbanski

1. Cel éwiczenia

Celem (¢wiczenia jest wyznaczenie parametrow rozkladow
empirycznych, wyznaczenie rozktadu empirycznego i wy-
konanie testu hipotezy o zgodnosci rozktadu empirycznego
z hipotetycznym. Zalozeniem jest to, ze wyniki pomiaréw
sg proba losows pewnego rozkladu, ktorego wladciwosci ba-
damy. Rozkladu tego nie znamy, ale mozemy sprawdzi¢ z ja-
kim rozkladem dane empiryczne sa w najwyzszym stopniu
zgodne. W modelu probabilistycznym miara tej zgodnosci
jest prawdopodobienistwo tego, ze przy zalozonej hipotezie
dane empiryczne sg préba z badanego rozktadu.

2. Wykonanie ¢wiczenia

Cwiczenie polega na wykonaniu nastepujacych ekspery-
mentéw, w wyniku ktérych otrzymamy trzy serie danych:
1) Pomiar $rednicy (lub wymiaru innego przedmiotu)
preta w mozliwie wielu miejscach. Srednice mierzymy
suwmiarka i mikrometrem (dwie serie danych jedna
suwmiarka druga mikrometrem). Pret nie jest idealny
i w réznych miejscach uzyskuje sie rozne wskazania.
2) Pomiar czasu lotu malego (np. nakretki od soku) ciata
z wysokosci 1,5-2m. Aby wyniki byly powtarzalne na-
lezy zrzuca¢ nakretki np. z szafy. Czas nalezy mierzy¢
stoperem wykorzystujac telefon komérkowy.
Kazdy rodzaj pomiaru nalezy powtérzyé przynajmniej 100
razy przy czym kazdy powinien wykona¢ jednakowa liczbe
pomiaréw. Je$li w pomiarze suwmiarka nie wida¢ zmian
(nie widaé rozrzutu) pomiar wystarczy wykonaé 30 razy.

3. Opracowanie wynikéw pomiaréw

Dla kazdej serii danych nalezy wykonaé¢ nastepujace dzia-
lania:

1) Wykres histogramu.

2) Wykres dystrybuanty empiryczne;j.

3) Wyznaczenie parametréw rozkladow.

4) Obliczy¢ warto$é érednig z pomiaréw, odchylenie stan-

dardowe oraz niepewnos¢ ztozona pomiaru czasu i dtu-

gosci (Srednicy preta).

5) Weryfikacja hipotezy o tym, ze rozklad empiryczny jest
jednym z trzech rozkladéw prawdopodobienstwa: roz-
ktad réwnomierny, normalny, Weibulla.

6) Poréwnanie zmierzonego czasu spadania z teoria.

3.1. Histogram

Histogram jest wykresem stupkowym, w ktorym kazdemu
przedzialowi wartosci zmiennej losowej przyporzadkujemy
liczbe wystapien wartosci z tego przedzialu. Jest to wigc
wykres czestos$ci wystepowania zjawiska.
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Rysunek 1: Konstrukcja histogramu. Nawiasami klamro-
wymi zaznaczone sa koszyki, ny - liczba wynikéw pomiaru
w k-tym koszyku (binie).

W tym celu porzadkujemy dane pomiarowe od najmniej-
szego do najwiekszego: x1,xs,..., N, gdzie N jest liczba
danych pomiarowych (z; jest wartodcia najmniejsza a xy
- najwieksza). Dzielimy przedzial [z1,zx] na K odcinkéw,
kazdy o szerokosci Az = #¥=*1. Dla kazdego k-ego prze-
dzialu ag (k= 1,..., K)o postaci a = [x1+(k—1)Az, z1+
kAz] wyliczamy liczbe ny elementéw z; (i = 1,...,N) ze
zbioru danych z1,...,xy, ktore znajduja sie w przedziale
ay. Przedzial ap nazywamy koszykiem lub binem. Zalez-
nosé¢ ni od k jest dyskretna dlatego wykres powinie by¢é
stupkowy a nie typu XY dla funkcji ciagtych.

3.2. Dystrybuanta
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Rysunek 2: Przyklad dystrybuanty empirycznej danych po-
miaru czasu spadania cigzarka wykonanych stoperem

Estymator dystrybuanty F(z) ma postaé:

F(x) _ ﬁ(xz]\fg .73) (1)

gdzie ti(x; < z) jest liczba elementéw x; spelniajacych wa-
runek x; < x.

Dystrybuanta jest wykresem schodkowym, w ktéorym w
kazdym punkcie pomiarowym xj schodek wynosi %nk,



gdzie ny, jest liczba powtérzen wartosci x w serii pomiaro-
wej {fz}f; (K - liczba danych pomiarowych o wartosciach
réznych).

Nalezy wykresli¢ dystrybuante empiryczna dla pomiaréow
$rednicy i czasu lotu, oraz na jednym rysunku dystrybuante
rozkladu réwnomiernego, normalnego i Weibulla o parame-
trach wyznaczonych metoda opisang w punkcie nastepnym.

3.3. Wyznaczanie parametrow rozkladow

Sposéb wyznaczanie parametrow rozkladu prawdopodo-
bienstwa zalezy od rozkladu.

Jednostajny. Rozklad jednostajny w przedziale [a1, as]
przedstawiony jest na rys 3.3.

Rysunek 3: Rozklad jednostajny

Rozklad jednostajny wyznaczony jest jednoznacznie
przez mediane Med = %(az+a;) (czyli $rodek) oraz rozstep
(promien przedziatu) L = % (as — a1).

Dystrybuanta rozkladu jednostajnego opisana jest linia
prosta o réwnaniu:

r—a
F(SC) — ﬁ gdy T E [C'Llaaﬂ (2)
0 gdy x<a;tix>as
Parametry rozkladu jednostajnego mozna wyznaczyé¢ na
kilka sposobdw:

1) Na podstawie danych empirycznych nalezy okresli¢ me-
diane (jako punkt srodkowy uporzadkowanych danych)
i rozstep réwny Legp = 3(zn — 21).

2) Z danych empirycznych nalezy wyznaczy¢ warto$é mi-
nimalna i maksymalna x, po uporzadkowaniu danych
sa to warto$¢ pierwsza x; i ostatnia zy.

3) Metoda najmniejszych kwadratéw nalezy wyznaczyé
parametry prostej empirycznej dystrybuanty opisanej
réwnaniem (?7?) Przyklad podany jest na rys 4). Jedli
posta opisujaca dystrybuante ma postaé¢ F'(z) = ax+b
to majac postaé¢ réwnania ?? mozna wyznaczy¢ para-
metry a;i as.

Normalny. Rozklad normalny okre$lony jest przez dwa
parametry: warto$¢ oczekiwana p i odchylenie standardowe

T - Le(4(52Y) W

Parametry te wyznaczy¢ mozna z danych pomiarowych jako
warto$é srednia Z (estymator wartosci oczekiwaneju) i es-
tymator odchylenia standardowego o dany wzorem s =

N _ . N
\/ﬁ > oimi (i — 7)%, gdzie T = % dim1 Ti-

Weibulla. Rozklad Weibulla opisany jest dystrybuanta:

Fz)=1—e " (4)

0,8

Rysunek 4: Dystrybuanta empiryczna czasoéw spadania, po-
dane jest réwnanie prostej wyznaczonej metoda najmniej-
szych kwadratow

gdzie A i k sa parametrami rozkladu. W celu wyznacze-
nia parametréw rozkladu Weibulla nalezy wykresli¢ empi-
ryczna dystrybuante w nastepujacym uktadzie wspolrzed-
nych: na osi pionowej y = In (—In(1 — F(x))), a na osi po-
ziomej z = Inz. Zalezno$é (4) w nowych wspétrzednych 5y
w funkcji z” ma postaé¢ funkcji liniowej: y = kz —kIn \. Je-
sli ta funkcje zapiszemy jako y = az + b, to wspolczynniki
sg réwne a = k i b = —k1In A. Wykona¢ nalezy taki wykres
dla empirycznej dystrybuanty F wg. wzoru (1) i metoda
najmniejszych kwadratéw wyznaczy¢ nachylenie a i wspét-
czynnik staly b. Parametry rozkladu wyliczamy jako: k = a

id=e a.

3.4. Testowanie hipotezy

W celu sprawdzenia hipotezy i tym, ze dane pomiarowe sa
proéba z rozkladu hipotetycznego nalezy zastosowaé testu
x2. W tm celu nalezy:

(a) wyznaczy¢ statystyke x? (zmienna ngp dla danych
do$wiadczalnych) dla kazdej serii pomiarowej ($rednicy i
czasu):

L 2
9 (ni — Npy)
L= E - 5
Xexp = Np; (5)

gdzie: | numeruje biny (koszyki), L-liczba binéw (koszy-
kéw), n; —liczna elementéw w koszyku I (moga by¢ rézne).

p; jest prawdopodobienstwem tego, ze zmierzona wartoscé
x jest wewnatrz [-tego koszyka:

pr=Pla_1 <z <a)=

= / f(z)dx = F(a;) — F(aj—1) (6)

gdzie a; jest koncem koszykéw (I = 0,1,...,L), f(x) jest
gestoscia rozkltadu prawdopodobienstwa (hipoteza), a F(x)
jego dystrybuanta.

Koszykiem nazywamy przedzial [a;, a; 1] o koncach a; i
aj+1, w kazdym koszyku o numerze [ znajduje sie n; danych
pomiarowych.

Dystrybuante mozna wyznaczy¢ postugujac sie dowol-
nym programem typu arkusz kalkulacyjny (moga by¢ inne
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Rysunek 5: Wyznaczanie granic koszykéw z serii uporzad-
kowanych danych pomiarowych

programy do analizy danych). Obliczenia nalezy zrobié¢ dla
trzech rozkladéw wykorzystujac parametry policzone zgod-
nie z punktem 3.3.

Liczba elementéw w kazdy koszyku powinna by¢ wiek-
sza od 10, czyli n; > 10 dla kazdego [ = 1,... L. Trzeba
wiec dobrac¢ koszyki tak aby kazdym byto przynajmniej 10
wartosci x;.

Aby wyznaczyé x2,, zgodnie ze wzorem (5) nalezy upo-
rzadkowaé dane pomiarowe x; (w arkuszu kalkulacyjnym
mozna porzadkowaé jedynie liczby). Uporzadkowany ciag
x; danych dzieli sie na koszyki po przynajmniej 10 danych
w kazdym (czyli 10 koszykéw po przynajmniej 10 danych),
granice koszykéw oznaczamy a;, gdzie [ =0,..., L

(b) Wyliczyé¢ wartoéé statystyki x? ze wzoru (5) dla obu
serii pomiarowych. Na podstawie tablic wyznaczyé praw-
dopodobienstwo p, ze zmienna losowa Y2 jest wieksza od
wyznaczonego empirycznego Xizp (liczba stopni swobody
jest réwna L — 2). Poréwnaé¢ wyznaczone prawdopodobien-
stwa p dla trzech rozkladéw i wyciagnaé wnioski dotyczace
podstaw odrzucenia hipotez.

3.5. Por6éwnanie zmierzonego czasu spada-
nia z obliczonym z teorii

Jedli zalozymy, ze pomijany jest opér powietrza i predkosé
poczatkowa jest zerowa to czas spadania opisany jest wzo-
rem tg = ,/%, gdzie H - wysokoéé, g = 9,81m.s? - przy-
Spieszenia grawitacyjne.

Nalezy poréwnaé wynik obliczenia czasu ty spadania wy-
znaczonego ze wzoru powyzszego ze Srednig tg- z serii po-
miaréw czasu spadania. Aby stwierdzi¢ czy réznica pomie-
dzy to i ts miesci sie w granicach bledu nalezy oszacowad
niepewnos$ci tg 1 tg.

3.6. Analiza niepewnosci

Na niepewnosé danych pomiarowych sktada si¢ odchylenie
standardowe z danych pomiarowych oraz niepewnosé przy-
rzadu pomiarowego. W przypadku pomiaru czasu spadania
o doktadnosci przyrzadu decyduje refleks. W celu wyzna-
czenia wartosci niepewnosci pochodzacej od refleksu nalezy
zbadaé¢ rozklad bledu refleksu. W tym celu nalezy wyko-
na¢ eksperyment polegajacy na pomiarze czasu zdarzenia o
okreslonym czasie trwania. Nalezy zaprojektowac taki eks-
peryment np. z wykorzystaniem komputera.




