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1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie parametrow rozkladow
empirycznych, wyznaczenie rozkladu empirycznego (histo-
gramu i dystrybuanty empirycznej), wyznaczanie niepew-
nosci gdy mamy serie danych pomiarowych (prébe losowa)
i poréwnanie uzyskanych rozktadéw z kilkoma rozktadami
znanymi w matematyce (rozklad jednostajny, rozktad nor-
malny). W eksperymencie mierzy¢ bedziemy czas spada-
nia niewielkiego przedmiotu oraz $rednice preta (lub gru-
boéé blaszki). Zaktadaé bedziemy, ze wyniki pomiaréw sa
proba losowa pewnego rozkladu, ktorego wiasciwoéci ba-
damy. Rozkladu tego nie znamy, ale mozemy sprawdzic¢ z ja-
kim rozkltadem dane empiryczne sa w najwyzszym stopniu
zgodne. Zgodnos¢ rozktadu empirycznego z rozktadem hi-
potetycznym weryfikuje sie metodami statystycznymi (test
chi kwadrat) ale w tym ¢wiczeniu poréwnamy jedynie wy-
kresy w sposéb jakosciowy nanoszac na jednym wykresie
rozklad empiryczny i rozklad hipotetyczny.

2. Wykonanie ¢wiczenia

Cwiczenie polega na wykonaniu nastepujacych ekspery-
mentéw, w wyniku ktérych otrzymamy trzy serie danych:
1) Pomiar $érednicy preta (lub grubosci innego przed-
miotu) w mozliwie wielu miejscach. Srednice mierzymy
suwmiarka i mikrometrem (dwie serie danych jedna
suwmiarka druga mikrometrem). Pret nie jest idealny
i w réznych miejscach uzyskuje sie rozne wskazania.
2) Pomiar czasu lotu maltego (np. nakretki od soku) ciala
z wysokosci 1-2m. Aby wyniki byly powtarzalne na-
lezy zrzucaé nakretki np. z szafy. Czas nalezy mierzy¢
stoperem wykorzystujac telefon komérkowy.
Kazdy rodzaj pomiaru nalezy powtoérzy¢ przynajmniej 100
razy przy czym kazdy czlonek zespolu powinien wykonaé
jednakowa liczbe pomiaréw. Jesli w pomiarze suwmiarka
nie widaé¢ zmian (nie widaé rozrzutu) pomiar wystarczy wy-
konaé 30 razy.

3. Opracowanie wyniké6w pomiaréw

Dla kazdej serii danych nalezy wykonaé nastepujace obli-
czenie i wykresy:
1) Wykres histogramu.
2)
3) Wyznaczenie parametréw rozkladéw.
4)

Wykres dystrybuanty empiryczne;j.

Obliczenia wartos$ci sredniej z pomiaréw, odchylenia
standardowego oraz niepewnosci ztozonej (uwzglednia-
jacej bledy aparaturowe i refleksu) pomiaru czasu i
dlugosci ($rednicy preta lub grubosci przedmiotu).

5) Poréwnanie wykreséw rozkladu empirycznego z rozkta-
dem réwnomiernym, normalnym i ewentualnie dowol-
nym innym ustalonym przez piszacego sprawozdanie.

6) Poréwnanie zmierzonego czasu spadania z teoria opisu-
jaca czas spadania swobodnego w polu grawitacyjnym
ziemskim.

3.1. Histogram

Histogram jest wykresem stupkowym, w ktérym kazdemu
przedzialowi wartosci zmiennej losowej przyporzadkujemy
liczbe wystapien warto$ci zmiennej losowej z tego prze-
dziatu. Przedzialy nazywamy koszykami lub binami. Jest
to wiec wykres czestosci wystepowania zjawiska.
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Rysunek 1: Konstrukcja histogramu. Nawiasami klamro-
wymi zaznaczone sa koszyki, ny - liczba wynikéw pomiaru
w k-tym koszyku (binie).

W celu wykonani histogramu porzadkujemy dane po-
miarowe od najmniejszego do najwiekszego: x1, 2, ..., TN,
gdzie N jest liczba danych pomiarowych (z; jest warto-
Scia najmniejsza a xy - najwieksza). Dzielimy przedzial
[1,2n] na K odcinkéw, kazdy o szerokosci Ax = A1,
Dla kazdego k-ego przedzialu a; (k = 1,...,K) o postaci
ar = [x1+(k—1)Ax, z1 +kAx] wyliczamy liczbe ny, elemen-
tow z; (i = 1,...,N) ze zbioru danych z1,...,zy, ktére
znajduja sie w przedziale ay. Przedzial ax nazywamy koszy-
kiem lub binem. Zalezno$¢ ny od k jest dyskretna dlatego
wykres powinie by¢ stupkowy a nie typu XY dla funkcji
ciaglych.

Na wykresie 2 pokazano histogram dla przykladowych
danych i pokazano poréwnanie z histogramem dla rozkltadu
jednostajnego wyznaczonego na rys. 4.

3.2. Dystrybuanta

Estymator dystrybuanty (dystrybuanta empiryczna) F(z)
ma, postac:
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Rysunek 2: Histogram czaséw spadania dla danych jak na
rys 4. Niebieskie stupki- histogram empiryczny, czerwone
- histogram wyznaczony z réwnania na wykresie 4. Na osi
poziomej podano przedzialy czaséw w sekundach.

gdzie #(z; < x) jest liczba elementéw x; spelniajacych wa-
runek z; < x.

Dystrybuanta jest wykresem schodkowym, w ktorym w
kazdym punkcie pomiarowym x; schodek wynosi %nk,
gdzie ny, jest liczba powtérzen wartosci x; w serii pomiaro-
wej {fz}f; (K - liczba danych pomiarowych o wartosciach
réznych).

W sprawozdaniu nalezy wykresli¢ dystrybuante empi-
ryczna dla pomiaréw Srednicy i czasu lotu, oraz na jed-
nym rysunku dystrybuante rozkladu réwnomiernego, nor-
malnego i ewentualnie innego rozktadu, o parametrach wy-
znaczonych metoda opisana w punkcie nastepnym. Na rys.
4 pokazano przyklad empirycznej dystrybuanty dla danych
takich ja na wykresie 2 i pokazano wykres prostej bedacej
dystrybuanta rozkladu jednostajnego najlepiej pasujacego
do danych pomiarowych.

3.3. Wyznaczanie parametréw rozkladéw

Sposéb wyznaczanie parametrow rozkladu prawdopodo-
bienstwa zalezy od rozkladu.

3.3.1. Rozklad jednostajny.

Rozklad jednostajny w przedziale [a1,as] przedstawiony
jest na rys 3.3.1.

f(x)

Rysunek 3: Rozklad jednostajny

Rozklad jednostajny wyznaczony jest jednoznacznie

przez mediane Med = %(az+a;) (czyli $rodek) oraz rozstep
(promief przedziatu) L = 1 (as — ay).

Dystrybuanta rozkladu jednostajnego opisana jest linia

prosta o réwnaniu:

0 gdy T < T
F(z) = ;2__‘1;1 gdy x € [ay, az] (2)
0 gdy  xT > as

Parametry rozkladu jednostajnego mozna wyznaczy¢ na
kilka sposobéw, jednak w tym ¢wiczeniu wykorzystamy me-
tode uproszczona polegajaca na dobraniu wartosci a; i as
(dwéch parametréw réwnania (3.3.1) tak aby wykres pro-
stej pokrywal sie najlepiej (w ocenie na ,,0ko”) z wykresem
dystrybuanty. Najprosciej jest to wykonaé recznie na wy-
kresie dystrybuanty empirycznej. Punkty przecigcia prostej
z prostymi poziomymi zera i jedynki wyznaczaja a; i as:
czyli F(a1) = 01 F(az2) = 1. Korzystajac z komputera
nalezy wykresli¢ na jednym rysunku funkcje dana wzorem
(3.3.1) i wykres empiryczny i tak dobraé¢ parametry a; i
as aby prosta najlepiej pasowala do danych dystrybuanty
empirycznej. Nalezy parametry te umieéci¢ w dwoch ko-
moérkach arkusza a wzér na dystrybuante nalezy wpisaé¢ ko-
rzystajac z tych komorek.

Prostej nie nalezy prowadzi¢ przez warto$ci maksymalng,
i minimalna bowiem zazwyczaj dystrybuanta ma plaskie
wykresy na krancach przedzialu zmiennosci wartosci po-
miaréw. W przykladzie na rysunku 4 zakres zmiennosci
czaséw to przedzial [0.44, 0.82] natomiast parametry, ktére
daja dobre przyleganie prostej do gléwnej czesci wykresu
wynoszg a1 = 0,55 1 as = 0,75. Latwo zauwazy¢, ze pro-
sta poprowadzona przez wartosci brzegowe 0,44 i 0.82 nie
bedzie dobrze pasowaé¢ do danych empirycznych.

Roéwniez wspoétezynniki prostej wyznaczone metoda naj-
mniejszych kwadratéw dla catosci danych nie sg zadowala-
jace z punktu widzenia obserwacji wzrokowej. Dopasowanie
prostej metoda najmniejszych kwadratéw dla prostej nie
jest dobre poniewaz faktycznie dystrybuanta jest krzywa
lamang sktadajaca sie z dwoch odcinkéw ptlaskich i jednej
ukoénej.
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Rysunek 4: Przykladowa dystrybuanta empiryczna czasow
spadania (kropki), dystrybuanty rozkladu jednostajnego
(linia ciagla) i rozkladu normalnego (linia przerywana).
Prosta bedaca dystrybuanta rozktadu jednostajnego zo-
stata poprowadzona przez obszar danych uktadajacych sie
na mozliwie prostej czedci wykresu z pominieciem ,zagie¢”.
Prosta na rysunku jest wyznaczona z réwnania (3.3.1) dla
parametréw a; = 0,55s i as = 0,75s. Widaé, ze rozklad
normalny lepiej pasuje do rozktadu empirycznego.



3.3.2. Rozklad normalny.

Rozklad normalny okre$lony jest przez dwa parametry:
wartos¢ oczekiwana p i odchylenie standardowe o. Wzér
na funkcje gestosci prawdopodobienistwa ma postac:

- e (2 (51)) W

Parametry te wyznaczy¢ mozna z danych pomiarowych jako
warto$¢ srednia Z (estymator wartosci oczekiwaneju) i es-
tymator odchylenia standardowego o dany wzorem s =

Vs S - )2, gdzie 1 = £ 2

Dystrybuanta rozktadu normalnego moze byé¢ wyliczona
przy pomocy odpowiedniej funkcji arkusza kalkulacyjnego
(np. w Gnumericu funkcja tan nazywa sie ,normdist”.
Funkcja ta ma cztery argumenty; (zmienna, wartosé sred-
nia, odchylenie standardowe,liczba). Jesli chcemy obliczen
dystrybuanty liczba musi by¢ 1.

3.4. Poréwnanie wykresé6w empirycznych z
rozkladami hipotetycznymi

W celu poréwnania rozktadu empirycznego z rozktadem hi-
potetycznym nalezy wykona¢ nastepujace wykresy:
1) na jednym wykresie narysowaé¢ dystrybuanty: empi-
ryczna, rozkladu jednostajnego i rozktadu normalnego
i ewentualnie innego.
2) na jednym wykresie narysowaé histogram: dla danych
empirycznych, oraz rozkladu jednostajnego i rozktadu
normalnego i ewentualnie innego.

Przyktad wykresu dla dystrybuanty rozktadu empirycz-
nego oraz jednostajnego i normalnego pokazany jest na rys.
4. Parametry rozktadu normalnego wyznaczone sa metoda
opisang w punkcie 3.3.2.

W celu poréwnania histogramu empirycznego z rozkla-
dem jednostajnym i normalnym nalezy wyznaczy¢ praw-
dopodobienstwa p; dla kazdego I-tego przedzialu (czyli ko-
szyka) na podstawie nastepujacego wzoru:

pr=Pla_1 <z<a)= (4)

- / f(z)dz = F(a;) — F(ai-1) ()

gdzie a; jest koncem koszykéw (I = 0,1,...,L), f(x) jest
gestoscia rozkltadu prawdopodobienstwa (hipoteza), a F(x)
jego dystrybuantg i p; jest prawdopodobienstwem tego, ze
zmierzona warto$¢ x jest wewnatrz [-tego koszyka.

Koszykiem nazywamy przedzial [a;, a;4+1] o koficach a; i
aj+1, w kazdym koszyku o numerze [ znajduje sie n; danych
pomiarowych. W celu budowy histogramu koszyki powinny
mie¢ jednakows szeroko$é (ok szesciu koszykéw). Nalezy
wiec przedzial w ktérym obserwujemy mierzona zmienna
(przedzial zmiennosci) podzieli¢ na jednakowe przedzialy.

Dystrybuante mozna wyznaczy¢ postugujac sie dowol-
nym programem typu arkusz kalkulacyjny (moga by¢ inne
programy do analizy danych). Obliczenia nalezy zrobié¢ dla
wszystkich rozwazanych rozkladéw (jednostajnego, normal-
nego i ewentualnie innego) wykorzystujac parametry poli-
czone zgodnie z punktem 3.3.
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Rysunek 5: Wyznaczanie granic koszykow z serii uporzad-
kowanych danych pomiarowych

3.5. Poré6wnanie zmierzonego czasu spada-
nia z obliczonym z teorii

Jedli zalozymy, ze pomijany jest opér powietrza i predkosé
poczatkowa jest zerowa to czas spadania opisany jest wzo-

rem
[2H
to=1/— 6
0 p (6)

gdzie H - wysoko$é, g = 9,81m.s? - przyépieszenia grawi-
tacyjne.

Nalezy poréwnaé wynik obliczenia czasu ty spadania wy-
znaczonego na podstawie wzoru (6) ze Srednia ts, z serii
pomiaréw czasu spadania. Aby stwierdzi¢ czy réznica po-
miedzy tg 1 ts miedci sig w granicach bledu nalezy oszaco-
waé niepewnosci tg i tg.

3.6. Analiza niepewnosci

Na niepewnos¢ danych pomiarowych sktada sie odchylenie
standardowe z danych pomiarowych oraz niepewnosé przy-
rzadu pomiarowego. W przypadku pomiaru czasu spadania
o doktadnosci przyrzadu decyduje refleks. W celu wyzna-
czenia wartosci niepewnosci pochodzacej od refleksu nalezy
zbadaé rozklad bledu refleksu. W tym celu nalezy wyko-
naé¢ eksperyment polegajacy na pomiarze czasu zdarzenia o
okre$lonym czasie trwania. Nalezy zaprojektowaé taki eks-
peryment np. z wykorzystaniem komputera.



