1 Elektrostatyka

Zad 1. Znalez¢ potencjat @ i natezenie pola elektrycznego F w
punkcie P, lezacym na osi ptaskiego pierscienia o promieniu we-
wnetrznym R; i zewnetrznym Rs w odleglosci z od srodka pierscie-
nia, jesli pierécien jest natadowany tadunkiem dodatnim ze stala
gestoscig powierzchniows o.

Odp.
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Zad 2. Ladunek punktowy 4¢q zostal umieszczony w odlegtosci
h od przewodzacej, uziemionej ptaszczyzny. Znalezé pole w ca-
tej przestrzeni i powierzchniowa gestos¢ tadunku indukowanego w
plaszczyznie.

Wsk. Metoda obrazow polega na zastapieniu tadunku induko-
wanego w plaszczyznie tadunkiem punktowym ¢', dobranym tak
aby taka zamiana nie zmienita pola elektrycznego w calej prze-
strzeni. W niniejszym zadaniu ¢’ nalezy tak dobraé¢, aby na po-
wierzchni plaszczyzny potencjal V' = 0 (plaszczyzna jest uzie-
miona). Potencjal dla z < 0 wynosi V =0, a dla z > 0 (po stronie
tadunku +¢) jest suma potencjaléw dwoch tadunkéw punktowych:
q i ¢'. Natezenie pola liczymy jako gradient potencjatu, a gestos$é
powierzchniows tadunku zaindukowanego — z prawa Gaussa dla

plaszczyzny E, = E, (x,y,0) = <
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Zad 3. (a) Znalezé¢ rozklad potencjatu wytwarzanego przez tadu-
nek punktowy q odlegly o d od srodka uziemionej kuli przewodzacej
o promieniu R.

Wsk. Na powierzchni kuli ® (r) = 0, a wiec w szczegblnoscei
potencjal bedzie réwny zeru w punkcie na powierzchni kuli najbliz-
szym tadunkowi ¢ i najodleglejszym od niego.

Odp. Polozenie tadunku — obrazu ¢’ oraz znaczenie wielkosci 71,
ro W ponizszych wzorach pokazuje rysunek

b=l (g +£) (==

(b) Rozwiazaé¢ analogiczny problem w przypadku kuli przewo-

dzacej, nieuziemionej, natadowanej tadunkiem (). Znalezé wartosé
potencjalu na powierzchni kuli.

Wsk. Wyobrazmy sobie, ze mamy rozpatrzony w punkcie (a)
uktad, wytwarzajacy w otaczajacej przestrzeni potencjat ®,. Na
kuli znajduje sie zaindukowany tadunek ¢’. Nastepnie odlaczamy
przewody uziemiajace i doprowadzamy na kule tadunek Q) —¢’, aby
catkowity tadunek wyniést (). Ten dodatkowy tadunek roztozy sie
réwnomiernie na powierzchni kuli (dlaczego?), dajac dobrze znany
wktad do potencjatu.

Odp. &, =P, + 4#150@%‘1/ gdzie r jest odlegloscig od srodka
kuli.

Na powierzchni kuli: @, (r = R) = —=*=%




2 Elektrostatyka w osrodkach dielek-
trycznych. Kondensatory.

Zad 4. Wewnatrz sferycznego kondensatora o promieniu oktadek a
i b wzgledna przenikalnos¢ dielektryczna zmienia si¢ wedtug wzoru:
e=¢gdlaa<r<cie=c¢cdlac<r<b Znalez¢ pojemnosé
kondensatora i rozktad tadunkéw zwiazanych (polaryzacyjnych) na
powierzchniach rozgraniczenia dielektrykow, jesli kondensator na-
tadowano tadunkiem ¢ na wewnetrznej i —q na zewnetrznej oktadce.
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Zad 5. Znalez¢ pojemnosé i energie kondensatora kulistego, wy-

pelionego dielektrykiem, ktérego wzgledna przenikalno$é¢ dielek-
tryczna € jest ciagta funkcja odlegtosci r od srodka kondensatora,
opisana wzorem ¢ (1) = g9a’/r?, a = const. Promiefi wewnetrznej
oktadki kondensatora wynosi R;, a zewnetrznej Rs.

deda’ Q?

Odp. C=— 9

R R (Ry — Iy) (4)

~ 8rela?
Zad 6. Znalez¢ pojemnos¢ kondensatora cylindrycznego o dtugosci
[ 1 promieniach oktadek R; i Ry. Miedzy oktadkami znajduja sie
trzy rodzaje dielektryka o statych dielektrycznych e, €5, €3, kazdy
zajmujacy 1/3 objetosci kondensatora (por. rys.).
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Odp. C = (61 + &9+ €3) (5)

Zad 7. Oktadki kondensatora ptaskiego sa prostokatami o wymia-
rach a x b. Odlegto$¢ miedzy oktadkami wynosi d, d < a,b. Kon-
densator znajduje sie¢ w pozycji pionowej, a jego dolna krawedz
jest odlegta o H od ptaszczyzny poziomej, na ktorej stoi jedno-
rodna plytka dielektryka o wymiarach a x ¢ (¢ > H) i grubosci
d oraz wzglednej przenikalnosci dielektrycznej . Gesto$¢ dielek-
tryka wynosi v. Obliczy¢ wysoko$¢ hg, na jaka uniesie si¢ plytka
dielektryka, jezeli na oktadce kondensatora znajduje sie¢ tadunek
Q. Zatozy¢, ze ptytka moze si¢ swobodnie przesuwaé¢ wewnatrz
kondensatora. Znalezé réwniez gestosci powierzchniowe tadunku
na oktadkach kondensatora, gdy pltytka znajduje si¢ na wysokosci
hg. Zaniedbac efekty zwigzane ze skonczonymi rozmiarami oktadek.
Jaka jest mikroskopowa przyczyna wciagania ptytki dielektryka do
wnetrza kondensatora?

Wsk. Sita powodujaca wcigganie dielektryka moze by¢ wyli-
czona jako F = —%EP(X), gdzie E.(X) jest energia potencjalna
kondensatora z dielektykiem wsunigtym w kondensator na ditu-
gos¢ . Engrgia kondesatora natadowanego tadunkiem () wynosi

Q

E.(z) = 00 gdzie C(z) jest pojemnoscia kondesatora z dielek-

trykiem wsunietym na gltebokosc x.

Odp. ho = © —(c—H) — b

ay/2eo (e — 1) yeg e—1
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alb+(c—H)(e—-1)]
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gdzie o7 jest gestoscig tadunku w obszarze dielektryka, a o9 — w
obszarze nad dielektrykiem.

Zad 8. Kondensator z poprzedniego zadania zostal czesciowo za-
nurzony w pozycji pionowej w cieczy o wzglednej przenikalnosci
dielektrycznej € i gestosci p, przy czym tadunek na oktadkach byt
rowny zeru. Po potaczeniu oktadek kondensatora ze zrodtem napie-
cia U poziom cieczy miedzy oktadkami podnidst sie. Znalezé réz-
nice poziomdw cieczy po obu stronach oktadek Ax i taczna wartosé
tadunku elektrycznego ¢, ktory przeptynat przez przewody taczace
kondensator ze zrédtem napiecia.

Wsk. Poziom cieczy podnidst sie na skutek pracy wykonanej
przez zréodto W = qU.

. 2
Odp. Ar— 22—V
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, q=c¢co(e—=1)UaAz/d (8)
Zad 9. Duzy kondensator ptaski o powierzchni oktadek S zanu-
rzony jest w cieczy o wzglednej przenikalnosci dielektrycznej e. Od-
legtos¢ miedzy oktadkami wynosi d, kondensator potaczony jest ze
zrodtem napiecia U. W chwili ¢ = 0 zaczynamy odsuwaé jedna z
oktadek kondensatora z predkosciag v w kierunku prostopadtym do
oktadek. Znalez¢ zaleznosé pracy, potrzebnej na odsuniecie oktadki,
od czasu. Zaniedba¢ opor osrodka.

Wsk. Wykonana przez nas praca zostanie zuzyta na zmiane
energii kondensatora i wymuszenie przeptywu tadunku elektrycz-
nego przez zrodto. Przy rozwigzywaniu zadania mozna tez po-
stuzy¢ sie wzorem na sile przyciggania elektrostatycznego miedzy
oktadkami kondensatora.

1 9 Ut
Odp. W (t) = 2€€OSU I(d+ o)

3 Przewodnictwo elektronowe

Zad 10. Dwie kule metalowe o promieniu a znajduja sie w osrodku
o przewodnictwie wtasciwym o*. Znalez¢ wartosé oporu elektrycz-
nego przy przeptywie pradu miedzy kulami. Odlegto$é miedzy srod-
kami kul wynosi d > 2a. Opor wlasciwy metalu jest znacznie
mniejszy od oporu osrodka.

Wsk. Opér elektryczny jest réwny (z definicji) réznicy poten-
cjatéw dwoch najmniej oddalonych punktéw obu kul, podzielonej
przez wartos¢ natezenia pradu. Nalezy zatozy¢, ze prad wyptywa z
jednej kuli, a wptywa do drugiej (natezenia I obu pradéw sa réwne).
Ze wzgledu na symetri¢ problemu, gestosci j pradu wptywajacego
i wyptywajacego maja symetrie sferyczna, j (r) = I/4nr?, gdzie r
jest odlegtoscia od srodka odpowiedniej kuli. Nastepnie nalezy sko-
rzystaé¢ z definicji przewodnictwa wtasciwego o*, j (r) = o*E (r),
gdzie E jest natezeniem pola elektrycznego w materiale. Znajac
E, po skorzystaniu ze zwiazku E (r) = —d® (r) /dr mozna wyzna-
czy¢ potencjal @ pola elektrycznego, pochodzacego od zadanego
rozktadu pradéw, w dowolnym punkcie osrodka.

d—2a
2% a(d — a)

Odp. R= (10)

Zad 11. Rozwiazac poprzednie zadanie, jesli zamiast kul w osrodku
znajduja sie dwa dlugie, metalowe walce o promieniach a i b; od-



legto$é miedzy osiami walcow wynosi d > a,b. Znalezé opér elek-
tryczny R osrodka, przypadajacy na jednostke dtugosci walcow.
Wsk. Skorzysta¢ z walcowej symetrii problemu.

Odp. R— 1= =)

2mo* ab

(11)

4  Pole magnetyczne

Zad 12. Znalez¢ wartos¢ natezenia pola magnetycznego w punkcie,
lezacym na osi solenoidu, jezeli konice solenoidu widac¢ z tego punktu
pod katami « i 3, promien solenoidu wynosi R, a ilo$¢ zwojow
na jednostke dlugodci jest réwna n. Przez solenoid ptynie prad o
natezeniu I. Przedyskutowaé przejscie do przypadku nieskonczenie
dhugiego solenoidu.

Wsk. Jedli 0§ Oz jest roéwnolegla do osi solenoidu, to z/R =
cotg, @ < ¢ < B (p. 1ys.), stad |dz| = R/sin® ¢ d¢. Przez pasek
solenoidu o grubosci |dz| ptynie prad dI = In|dz|, a pole na osi
jest scatkowanym po kacie ¢ polem, pochodzgcym od tych paskow
— elementarnych dipoli magnetycznych.

Odp. H = In(cosa — cosf3) /2

Zad 13. Ptaski dysk o promieniu R wiruje z predkoscig katowa w
wokoét osi, przechodzacej przez jego $rodek i prostopadtej do jego
plaszczyzny. Jaka jest warto$¢ momentu magnetycznego dysku,
jesli zostal natadowany tadunkiem o statej gestosci powierzchniowe;j
o?

Odp. p = mwoR*/4

Zad 14. Przez dwie nieskonczenie dtugie i nieskonczenie cienkie
ptytki przewodzace o szerokosci ¢ ptyna w przeciwnych kierunkach
prady o gestosci liniowej 7. Ptytki utozone sa réwnolegle, odlegtosé
pomiedzy nimi wynosi b. Znalezé wartos¢ natezenia pola magne-
tycznego w dowolnym punkcie pomiedzy ptytkami.

Odp. H = [Hy, + Hay, Hiy + Hyy), gdzie
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O$ x jest prostopadta do ptaszczyzny plyt, o$ y — rownolegta do
plaszczyzny plyt i prostopadia do kierunku przeptywu pradu (p.

rys.).

Zad 15. Wyznaczy¢ natezenie pola magnetycznego, wytworzonego
przez prad o natezeniu I, ptynacy przez nieskonczenie dtugi kabel
koncentryczny o promieniach Ry, Ry i R3 jak na rysunku. Prze-
strzen miedzy zytami kabla, Ry < r < Ry wypelniona jest powie-
trzem.

Jo—27 1 (5 +y)’



Odp. Dla0 <r < Ry H =1Ir/2mr?; dla Ry <r < Ry H =
I/2rr; dla Ry < r < Ry H = I (R%—1r?) /[2nr (RS — R3)]; dla
r>Rs H=0.

<

]

/

Rysunek 1. Przewdd koncentryczny, wewnetrzny walec jest rdzeniem
o promieniu R, a zewnetrzny plaszczem o promieniu R,

Zad 16. Znalez¢ warto$¢ natezenia pola magnetycznego w punk-
cie, lezacym na osi toroidu o przekroju kwadratowym, na ktory
nawinieto rownomiernie przewodnik, przez ktéry pltynie prad o na-
tezeniu I. Ilo$¢ zwojow wynosi N, promien zewnetrzny toroidu
wynosi Ry, promien wewnetrzny Ry (p. rys.).

Odp. H = NI/[r (R + Ry)]

Zad 17. W dtugim, przewodzacym walcu o promieniu R znajduje
si¢ cylindryczne wydrazenie o promieniu a, przy czym srodek wy-
drazenia znajduje sie w odlegtosci d od osi walca, gdzie d < R — a.
Przez walec ptynie prad o natezeniu I. Znalez¢ natezenie pola ma-
gnetycznego w obszarze wydrazenia.

Wsk. Zadanie jest podobne do zadania z wyznaczeniem pola
grawitacyjnego dla kuli z wydrazeniem. Pole wewnatrz walca pet-
nego jest rowne sumie pol, pochodzacych od walca z wydrazeniem,

i od wyimaginowanego walca, stanowigcego dopelnienie wydraze-
nia, przez ktéry réowniez ptynie prad I. Kazde z tych dwoch pél
tatwo liczy sie z prawa Ampere’a.

Odp. H = Id/ 27 (R? — a*)] (pole jednorodne!).

Zad 18. Miedziany okrag o masie m i promieniu R styka sie z
metalowg ptaszczyzng. Okrag moze si¢ swobodnie obracaé¢ wokot
osi rownolegtej do ptaszczyzny. Plaszczyzna i kontakt na osi obrotu
podtaczone sa do baterii akumulatorow, a o$ z okregiem potaczona
jest niewazka przewodzaca szprychg. Jaka predkos$é katows uzyska
okrag, jezeli umiescimy uktad w jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B, prostopadtym do ptaszczyzny okregu, a przez obwod
w cia gu czasu tg bedzie przeptywal prad o natezeniu I7 Odp.
w = I Bty/2m

Zad 19. Prady o gestosci liniowej j ptyna w przeciwnych kierun-
kach przez dwie réwnolegte plaszczyzny. Jakie jest cidnienie, wy-
wierane przez pole magnetyczne na te ptaszczyzny?.

Wsk. Kazda z ptaszczyzn potraktowaé jako znajdujaca sie w
polu drugiej ptaszczyzny i obliczy¢ site elektrodynamiczng, dziata-
jaca na jednostke powierzchni ptaszczyzny.

Zad 20. Znalez¢ site wzajemnego oddziatywania nieskonczonego,
prostoliniowego przewodnika, w ktérym ptynie prad o natezeniu [y,
z kotowym przewodnikiem o promieniu R, w ktorym plynie prad o
natezeniu I, jezeli:

(a) Prosta i okrag leza w jednej ptaszczyznie

(b) Prosta jest umieszczona wzdtuz osi symetrii okregu

Odp. (a) F = 2uol11>sin* §/ cosa (patrz rysunek); (b) F = 0.



5 Indukcja elektromagnetyczna

Zad 21. Po dwoch pionowych, odlegtych od siebie o d réwno-
legtych szynach metalowych zsuwa si¢ pod dzialaniem sity ciez-
kosci poprzeczka o masie m. U goéry szyny sa spiete oporem R
(jest to jedyny niezaniedbywalny opdér w obwodzie). Prostopa-
dle do szyn skierowane jest jednorodne pole magnetyczne o in-
dukcji B. Znalezé predkos¢ poprzeczki w funkcji czasu, zakta-
dajac ze zostala puszczona swobodnie i caly czas utrzymywany
jest kontakt elektryczny z szynami. Tarcie zaniedba¢. Odp.

v (t) = gy [1 — exp (—B;Cgtﬂ

Zad 22. Wyznaczy¢ SEM indukcji, powstajaca miedzy biegunem
i rownikiem jednorodnie namagnesowanej kuli o promieniu R i mo-
mencie magnetycznym p,, = (4/3) TR*M (gdzie M jest wektorem
magnetyzacji), obracajacej sie ze stala predkoscia ka towa w wo-
kot osi rownolegltej do M. Indukcja magnetyczna wewnatrz kuli,
gdy nie ma zewnetrznego pola magnetycznego, jest stata i wynosi
By = (2/3) poM.

Wsk. Nalezy scatkowa¢ wktady do SEM indukcji od elementéw
dtugosci tuku dl = Rd¢ wzdtuz dowolnego ”potudnika”kuli, miedzy
rownikiem (¢ = 7/2) i biegunem (¢ = 0). Z warunku réwnowagi
miedzy sitg Lorentza i polem elektrycznym SEM indukcji uzyskamy
elementarny wktad do SEM indukcji na tuku dl = rdge, w postaci
d€ = (v x By) - dl = —wByR? cos ¢ sin ¢do.

Odp. &€ = wpppm/ (47R)

Zad 23. Od prostoliniowego przewodu z pradem o natezeniu I od-
dala sie ze stala predkoscig v leza ca z nim w jednej ptaszczyznie

trojkatna ramka réwnoboczna o boku a. Obliczy¢é SEM induko-
wang w ramce w momencie, gdy jej bok rownolegly do przewodu
z pradem jest oddalony od tego przewodu o b. Predkos¢ ramki
jest prostopadta do przewodu, a jej wierzchotek wskazuje kierunek
ruchu.

Odp.£ = ’:ro—jg [\2[—3,)“ —1In <1 + ‘2[—3;)]

Zad 24. Obliczy¢ indukcyjnosé wtasna, przypadaja ca na jednostke
dtugosci kabla koncentrycznego, wykonanego z przewodu walco-
wego o promieniu Ry, otoczonego wspotosiowym walcem przewo-
dzacym o zaniedbywalnej grubosci i promieniu Ry. Prad ma gestosé
jednorodng w obszarze przewodu wewnetrznego. Wsk. Uwzgled-
ni¢ pole zaréwno wewnatrz walca o promieniu Ry (mozna je wyzna-
czy¢ z prawa Ampere’a), jak i miedzy walcami. Pole na zewnatrz

przewodu wynosi zero (dlaczego?). Odp. % = £ (% +1In ﬁ—f)

Zad 25. Obliczy¢ indukeyjnosé wtasng na jednostke dtugosci kabla
z zad.4, jesli prad ptynie po powierzchni wewnetrznego kabla. Odp.

L = (po/2m) In (R2/ Ry)

Zad 26. Obliczy¢ indukcyjno$¢ wzajemna miedzy solenoidem o
dtugosci [ i promieniu Ry, majacym N zwojow, i pojedynczym zwo-
jem o promieniu R; < Ry, umieszczonym wspotosiowo w srodku
solenoidu. Wsk. Pole na osi solenoidu o skonczonej dtugosci, w
punkcie z ktorego jego konce widoczne sa pod katami «, 8 wynosi

B = “OQJlV L (cosar — cos ) . Pole w obszarze wewnetrznego zwoju
mozna z dobrym przyblizeniem uznaé za jednorodne.

Odp. My, = My, = LxNR2 (R} + 12/4) /2

Zad 27. Znalez¢ wspotezynnik indukcji wzajemnej toroidu o prze-
kroju kwadratowym o boku a i promieniu wewnetrznym R, oraz



nieskonczenie dtugiego, cienkiego przewodu prostoliniowego prze-
wodu, pokrywajacego sie z osig toroidu. Ilos¢ zwojow toroidu wy-
nosi N. Odp. M, = £ |y £ta

Zad 28. Pierscien z materiatu nadprzewodzacego, ktoéry moze po-
ruszac sie jedynie w kierunku pionowym, umieszczono na stole nad
zwojem przewodnika. Wzdluz zwoju zaczat ptynac prad I. Na jaka
wysokos¢ podniesie sie pierécien nadprzewodzacy, jesli jego induk-
cyjnos¢ wtasna wynosi L, a indukcyjnos¢ wzajemna miedzy zwojem
i pierscieniem M5 (), gdzie x jest odlegltoscia pierécienia od zwoju.
Przesuniecie pierscienia w czasie, gdy prad w zwoju narastat od 0
do I mozna pomingé¢. Masa pierscienia m.

Wsk. Opér pierscienia R = 0, wiec —d®/dt = RI = 0, wiec
strumien magnetyczny obejmowany przez nadprzewodzacy pier-
Scien nie zmieni si¢: ® = LI} — Myl = const, gdzie I} —
prad w nadprzewodniku. Elementarna praca, wykonywana przez
pole pradu I nad podnoszacym sie pierscieniem, dW = I1d®, =
—I1d (Mi21) jest rowna elementarnemu przyrostowi energii poten-
cjalnej pierscienia w polu grawitacyjnym, dE, = mgdh. Odp.
h = % [ME (x =0) — MZ (x = h)] (jest to réwnanie uwiklane;
znajac konkretng postaé¢ M () mozna z niego wyznaczy¢ h).




