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1. Pomiary z wyznaczaniem ekstremum

Metody wyznaczanie wartosci wielkoéci przez wyznaczanie ekstremum sg jed-
nymi z najdokladniejszych metod pomiarowych. Wykorzystywane sa np. w wy-
znaczaniu rezonansu (metody rezonansowe) lub w metodzie najmniejszego kata
zalamania w badaniu dyspresji. Pomiar tg metoda polega na zbadaniu zalezno-
$ci wielkosci y (wielkoSci wyjsciowej mierzonego ukladu, lub wielkodci zaleznej)
w funkeji wielkosci kontrolnej = (wielkosci wejSciowej) a nastepnie na ustaleniu
ekstremum zmierzonej zaleznosci.

by

f'n,b,c\(x(l)

— y:ff.(gb,c](x) ™

Xy

X

Rysunek 1. Obiekt badany i jego funkcja opisujaca nieliniowa zaleznos¢ wielkosci wej-
$ciowej x od wyjsciowej y.

Zalézmy, ze badany ukltad opisany jest funkcja f,p,c)(2), zalezaca od parame-
tréw a, b, ¢ 1 majaca maksimum zalezne od tych parametréow. Metoda rezonansowa
polega na wyznaczeniu wartosci wielkosci wejsciowej x takiej, przy ktorej wielkoéé
wyjsciowa jest masymalna:
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gdzie g(a, b, ¢) jest funkcja ktéra wynika z rozwiazania réwnania %f(mb,c)(x) =0.
Rozwazmy dla przykladu uktad, ktéory mozna opisaé¢ funkcja kwadratows
fap,e)(T) = az? 4 bz + c. Jesli maksimum jest dla x = z to mamy réwnanie:
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Jedli wiec w wyniku pomiaréw wyznaczymy warto$¢ zmiennej x, dla ktérej
wystepuje ekstremum to mozemy ustali¢ zwiazek pomiedzy parametrami a i b.
Inny przyklad dotyczy badania rezonansu. Zwiazek pomiedzy czestotoscia w a
natezeniem pradu I dla szeregowego ukladu rezonansowego opisana jest réwna-

niem:
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gdzie: R-rezystancja obwodu, L-indukcyjnosé¢, C-pojemnos¢ elektryczna, U,
napiecie generatora.
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Rysunek 2. Uklad rezonansowy (lewy rys.) i konstrukcja dokladnosci wyznaczenia po-
lozenia xo maksimum funkcji na podstawie niepewnosci Az wartosci zmierzonej z = f(z)
(prawy rys.).

Z warunku maksimum: -1 (w) = 0 wynika wy = \/%

Zrédlami bledéw wyznaczenia czestotliwosci rezonansowej sa: bledy przyrzadu
mierzacego czestotliwo$é (lub pomiar zmiennej ) oraz nieczulo$é Al przyrzadu
mierzacego natezenie pradu jak to pokazano na rys.2. Wplyw bledu przyrzadu
mierzacego natezenie pradu mozna empirycznie zaobserowaé porzez zbadania ” ob-
szaru martwego,, wokoét punktu rezonansu. W tym celu nalezy sprawdzi¢ w jakim
przedziale mozna zmieniaé czestotliwosé bez zauwazalnej zmiany natezenia pradu.
W celu numerycznego obliczenia zwiazku pomiedzy bledem natezenia pradu i ble-
dem okreslenia czestotliwosci rezonansowej nalezy zapisa¢ rézniczke pradu wyko-
rzystujac rozwiniecie Taylora.

Wyprowadzimy wiekos¢ bltedu wyznaczania ekstremum funkcji, zaleznej od
trzech parametréw a, b, ¢ opisanej ogélnym réwnaniem y = f, p,c)(2):
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Poniewaz metoda pomiarowa polega na okredleniu ekstremum wiec
% flab,e) (m)‘ = 0. W szeregu Taylora na przyrost Af musimy uwzgledni¢
=0

druga pochodng i zwigzek pomiedzy bledem Af i bledem wartosci kontrolnej
Ax ma postaé funkcji kradratowej, z druga pochodna.
W przypadku, gdy mozna opisa¢ zjawisko wielomianem kwadratowym

d
Jape) (@) = ax?® + bx + ¢ wtedy ﬁf(a_@c) (z) = 2a. Jednak ogdlnie druga
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pochodna moze by¢ opisana skomplikownym wzorem analitycznym i wygodniej
jest policzy¢ przyrost wartosci funkcji Af dla danego Az prosto z rownania 4
wykonujac obliczenia dla z = g i z = x¢ + AX.

2. Pomiar wspdlczynnika zalamania medoda najmniejszego kata za-
lamania

Pomiar polega na wyznaczeniu kata zatamania wigzki $wiatla o okreslonym ko-
lorze w warunkach gdy pryzmat tak ustawimy, ze kat zalamania jest najmniejszy.
Zrédlem niepewnoéci sa bledy pomiaru kata lamigcego pryzmatu, kata zalama-
nia oraz blad ustawienia pryzmatu w pozycji gdy kat zalamania jest minimalny
(niepewnos$é¢ ustawienia pryzmatu wyznczamy na podstanie wielkosci ”obszaru
martwy,,). Aby wyznaczy¢ skladowe niepewnosci trzeba wyprowadzié¢ zaleznosé
wspotczynnika zatamania od tych trzech zmiennych: kata tamiacego pryzmatu
®, kata zalamania € i kata ustawienia pryzmatu «. Wzor ma opisywaé sytuacje
ogoblniejsza niz przypadek gdy « jest minimalne.

Rysunek 3. Bieg promieni w pryzmacie.
Z rysunku widaé (dla katéw zewnetrznych trojkatéw):
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Wspbdlezynnik zalamania:

sin(a) sin(a)
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W sytuacji gdy kat zalamania jest najmniejszy (¢ = min) mamy a1 = aq

(dowdd jest w instrukeji do ¢wiczenia), ale w rzeczywistosci zawsze jest jakas
asymetria. Oznaczymy blad wyznaczenia wartosci minimalnej jako Aa = %(az —
a1), wtedy mamy: a; = %(tl) + ¢) + Aca. Podobnie, jesli blad wartosci kata (
wynosi Af = %(52 — B1) to mamy: 1 = %q) + Ap. Wspoélezynnik zalamania w
ogblnym przypadku ustawienia pryzmatu mozna wyliczy¢ ze wzoru:

_sin (‘1’2+6 + Aa)
n(®, e, Aa) = m (8)

. . , . . . __ sinoy __ sinao
A mozna wyliczy¢ majac A, z rOwnan n = Singr AN = 35t

sinay — sinag = n(sinfy — sinfs), jesli zalozymy, ze katy « i 8 sa male (wtedy:
sina >~ ) to:
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Sktadowe niepewno$ci zwiazane z poszczegdlnymi zrodtami bltedéw obliczymy
wyznaczajac odpowiednie rézniczki:
Sktadowa zwiazana z niepewnoscia A® kata lamiacego:
dn 1 sing
Agn = |—Ad = 2
P do
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Sktadowa zwiazana z niepewnoscia Ae pomiaru kata zalamania:

d 1 cos2e
A= T2 Ae= -2 A (11)
de | Aa=0 2 sing

Dla sktadowej A,n zwigzanej z niepewnoscia A« ustawienia kata minimalnego,
wartos¢ niepewnosci ustalamy na podstawie obserwacji obszaru martwego:
Aa = %”obszar martwy,,. Poniewaz pierwsza pochodna wspoélczynnika zatamania
wzgledem kata A« jest réwna zeru wiec do obliczen niepewnosci metodg rézniczki
niezbedne jest wyznaczenie drugiej pochodnej, :
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Poniewaz wyrazenie na druga pochodna jest skomplikowane wiec tatwiej jest wy-
liczy¢ Agn jako réznice wartoéci dla Aa = 0 i zaobserwowanego jako promien
obszaru martwego Aa: Ayn = [n(P, e, Aa) — n(P, e, Ao = 0)

Podkreslmy, ze niepewnosci Ae i AP sg ok. kilku minut a A« ok. pél stopnia,
ale wklad do calkowitej niepewnosci sktadowej zwiazanej z bledem ustawienia
pryzmatu moze by¢ mniejszy od pozostalych sktadnikéow.

Calkowita niepewno$c:

u(n) = %\/(Aanﬁ (A 1 (Agn)? (13)

Zadania:

d . P+e
1. Udowodnij, ze z warunku o _ 0 wynika n = M

da sin (%
2. Wyprowadz wzory 11 i 10.
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