1 WEKTORY

Anna Urbanska, Michal Urbanski

1.1 Wektor na plaszczyznie

Pojecie wektora niezbedne jest w fizyce np. wektor potozenia, wektor predkosci, wektor sity,
wektor pedu, wektor natezenia pola elektrycznego.

Definicja 1. Wektorem zaczepionym nazywamy uporzadkowang pare punktéw. Pierwszy z nich

nazywamy poczatkiem wektora, a drugi koncem wektora.
_>

Wektor o poczgtku w punkcie A i koncu w punkcie B oznaczamy AB.

_>
Wektor AB przedstawiamy w postaci strzatki, grot strzatki znajduje si¢ w punkcie B.
—
Dtugoscig wektora nazywamy dtugo$é¢ odcinka AB i oznaczamy ’AB‘.
Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktorego poczatek pokrywa si¢ z koncem i oznaczamy

o
0 oraz rysujemy jako punkt. Dhugo$¢ wektora zerowego jest rowna 0.

Wektory niezerowe nazywamy rownoleglymi, jesli leza na jednej prostej lub na prostych row-
noleglych. O takich wektorach méwimy, ze maja ten sam kierunek.

Niezerowe wektory rownolegle maja albo zgodne albo przeciwne zwroty. (przyktadowe rysunki)

Tak wiec kazdy niezerowy wektor na ptaszczyznie charakteryzuja trzy wielkosci:

%
1. Kierunek - kierunek wektora AB to kierunek prostej przechodzacej przez punkty A i B.
%
2. Zwrot - zwrot wektora AB wyznacza porzadek punktow A i B. Punkt B wskazuje zwrot.

_)
3. Dlugosé - dhugosé wektora AB to dtugosé odcinka AB.

Wektor zerowy nie ma okreslonego kierunku ani zwrotu. Przyjmujemy jednak, ze wektor zerowy
jest réwnolegly do dowolnego wektora.

1.2 Rownosé wektorow

Definicja 2. Dwa niezerowe wektory sg rowne < maja takg sama dtugosé, kierunek i zwrot.

Pojecie réwnosci wektorow postuzy nam do definicji nowego rodzaju wektora tzw. wektora swo-
bodnego.

Definicja 3. Wektorem swobodnym nazywamy zbior wszystkich wektoréw zaczepionych, réw-
nych danemu wektorowi zaczepionemu.

%
Wektory swobodne oznacza sie matymi, pojedynczymi literami ze strzatka np. 37 b, 17, v
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Rysunek 1. Dodawanie wektorow

1.3 Dzialania na wektorach

1. Suma wektordow.

Sumg wektorow uiv nazywamy wektor, ktéorego poczatkiem jest poczatek wektora ﬂ), a
koncem jest koniec wektora rownego wektorowi 7, zaczepionego w koncu wektora u. Sume wektorow
oznaczamy Z—F?

Wektorami przeciwnymi nazywamy dwa wektory < ich suma jest wektorem zerowym. Z
definicji tej wynika, ze wektory przeciwne sg réwnolegte i maja taka samag dtugosé, ale maja przeciwne
zwroty.

— — —
Wektor przeciwny do wektora u oznaczamy —ﬁ, a przeciwny do AB oznaczamy —AB lub BA.

2. Réznica wektorow.

— . .
—v, poniewaz
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Rysunek 2. Odejmowanie wektorow. Po lewej stronie: réznica wektoréw 4 iv. Wektor 4 — v rozpiety jest
. , . P . . . .o — . .

pomiedzy koncami wektoréw u i v. Po prawej pokazane jest, ze dodawanie u + (—v) daje taki sam wektor

swobodny (rysunek linia ciagla) co konstrukcja z lewego rysunku linig przerywana

Regula réwnolegltoboku.
Na definicji sumy i réznicy wektoréow oparta jest tzw. reguta réwnolegloboku.



. — . = . . . ,
Zaczepiamy wektory u i v w tym samym punkcie, a nastepnie rysujemy rownolegtobok wyzna-

czony przez te wektory.

el

1. Wektor wyznaczony przez przekatng réwnolegltoboku, zaczepiony w tym samym punkcie co
wektory uiv jest suma U+,

2. Wektor wyznaczony przez przekatna rownolegtoboku taczaca konce wektorow wivi skierowany
— . s . - = . — . s . - =
do wektora u jest r6znica u—uv (skierowany do wektora v jest réznicg v—u).

3. lloczyn wektora przez liczbe.

Iloczynem wektora niezerowego Ui liczby k # 0 nazywamy wektor réwnolegty do wektora
majacy:

a) dlugosé k - ‘U i zwrot zgodny z wektorem u dla k> 0,

b) dtugosé —k - ‘Z i zwrot przeciwny do zwrotu wektora u dla k < 0.

Przyjmujemy, ze wektory bedace iloczynem:
a) wektora zerowego i liczby,

b) wektora niezerowego i liczby zero
sg wektorami zerowymi.
Wilasnosci dziatan na wektorach.

- — - — . , . ,
1. u+v =v+u (przemienno$¢ dodawania wektoréw)

2 <ﬂ> + 3) tw=u+ (3 + 77)) (tacznosé dodawania wektoréw)
3. k (z-?) — (kl)- ¥
A4 (k+1l)-v=k-v+1l-v

Zadania.

1. Narysuj wektory u+o i ZZ—U, jesli 0 < ‘1—2‘ <’?‘ oraz:

— . = , . .
a) wektory u i v sa réwnolegle i maja zgodne zwroty,

b) wektory uiv sg rownolegte i maja przeciwne zwroty.

2. Dane sg dwa niezerowe i nieréwnolegte wektory uiv. Narysuj wektory:

a) u+v, b) u—v, ¢) v—u, d) 2v, e) —1u.



3. Dane sa dwa rézne punkty A i B. Na prostej AB zaznacz punkt P tak, aby:
— — — — — — — — —
a) AP = —BP, b) AP = 2BP, ¢) 2AP =BA, d) AP+AB = 0.

— — —
4. Dany jest szesciokat foremny ABCDEF. Wiedzac, ze AD = aiDE=b zapisz za pomoca tych
— — — — — —
wektorow: a) BC, b) FC, ¢) DC, d) BD, e) EB, f) FD.
5. Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego boku, a jego

dhugos¢ jest réwna potowie dtugosci trzeciego boku.

1.4 Wektor w uktadzie wspéirzednych na ptlaszczyznie

Opiszemy teraz wektor w uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie. Kazdy punkt opisany jest para
liczb ktore sa wspotrzednymi punktu dla danego uktadu wspétrzednych.

Y A

e 'A

ol /

Xa

Rysunek 3. Punkt A ma wspéhrzedne x4 1 yg, punkt zadany jest para (xa,yg).

Kazdemu wektorowi zaczepionemu mozna przyporzadkowaé¢ doktadnie jedng pare liczb, ktorg
nazwiemy jego wspolrzednymi. Z drugiej strony kazdej parze liczb mozna w danym uktadzie wspot-
rzednych przyporzadkowaé¢ doktadnie jeden wektor swobodny, dla ktérego te liczby sa jego wspot-
rzednymi.

Dlatego teraz wektory jako uporzadkowane pary punktow zastapimy uporzadkowanymi parami
liczb.

Definicja 4. Dane sg w uktadzie wspotrzednych punkty A (z1,y1) 1 B (w2, y2).
Wektorem nazywamy uporzadkowana pare liczb [xe — 21, y2 — 11].
%

Taki wektor oznaczamy symbolem AB, a liczby x5 — 21, yo —y; nazywamy wspotrzednymi wektora.

Wektor, ktorego obie wspotrzedne sg zerami, nazywamy wektorem zerowym.
Zadania.

— —
1. Dane sg punkty A(—2,5) oraz B(3,—4). Oblicz wspdlrzedne wektorow AB i BA.

2. Dany jest punkt A(7, —3). Wyznacz wspéhrzedne punktu B, wiedzac, ze:



Rysunek 4. Wektor w uktadzie wspoltrzednych, 1@ = [x2 — 21,¥2 — 11]

— —
a) AB = [-8,11], b) BA = [2,—1].
Interpretacja wspétrzednych wektora - przyktad.
ﬁ
Dane sa punkty A(—2,5) oraz B(3,—4). Obliczmy wspélrzedne tego wektora AB = [5,—9] i
narysujmy go w ukladzie wspélrzednych. Zauwazmy, ze aby z punktu A dojsé do punktu B musimy

sie przesunaé o 5 jednostek w prawo (zgodnie z kierunkiem osi x) i 0 9 jednostek w dét (przeciwnie
do kierunku osi y).
Podsumowujac:

Definicja 5. Pierwsza wspotrzedna wektora A_>B opisuje przesuniecie z punktu A do punktu B wzdtuz
osi OX, a druga wspotrzedna wzdtuz osi OY.

Jesli wspotrzedna jest dodatnia, to przesuniecie jest zgodne ze zwrotem osi, jesli jest ujemna, to
jest przeciwne do zwrotu osi.

5
Wektor AB = [a, b] mozna rozlozy¢ na wektory sktadowe: [a, b] = [a, 0] + [0, b].

it
Np. wektory sktadowe wektora AB = [5, 9], to [5,0] + [0, —9].
Roéwnosé wektoréow.

Wektory u = [ug, u,] 1 U = [vg, v,] sa réwne & u, = v, 1 uy = vy,
Zadanie.
Narysuj w uktadzie wspétrzednych wektor [—3, 5].
Jest nieskonczenie wiele takich wektoréw. Tworza one wektor swobodny.
Aby narysowaé¢ dany wektor, wystarczy wskaza¢ dowolny wektor tej rodziny:
Np. A(0,0) i wowcezas B(—3,5) C(1,—2) i wowczas B(—2,3).
Dltugosé wektora.
Dtugoscia wektora U= (U, u,] nazywamy liczbe ‘U‘ = \/m
—

Jesli A (z1,y1) 1 B (x2,12), to dtugoé¢é wektora AB wyraza sie wzorem:

N
‘AB)Z \/(352 —21)° + (y2 — 1)

Zadanie. .

Oblicz dtugoéci wektoréw: a) u = [5,—9], b) AB, gdzie A(—1,7) i B(7,—8).

Suma wektorow.

Sumg wektoréw u = [ug, (A U = [va, v,] nazywamy wektor Ut v=[ug + vg, Uy + vy



Kazdy wektor jest suma swoich wektorow sktadowych.
Wektory przeciwne.

— .= . T .
Wektory u = [uy,uy] i v = [v,, vy] sa przeciwne < u+v= 0 tzn. u, +v, =01 u, +v, = 0.
. . s . e —
Mozna zauwazy¢, ze jeSli u = [ug, uy], to —u = [—uy, —u,].
Ro6znica wektorow.

Rérmica wektorow u = [ug, uy 1 v = [, v,] nazywamy wektor U—v=[uy — vy, Uy — V).
Iloczyn wektora przez liczbe.

Tloczynem wektora u = [z, uy| przez liczbe rzeczywista k nazywamy wektor k- U= [k - g, k- wy).

Definicja 6. Jesli dla niezerowych wektoréw wiv istnieje liczba rzeczywista k, dla ktorej v =kK- Q_Z,
to wektory uiv sg rownolegte i méwimy, ze majg ten sam kierunek.
Jesli & > 0, to maje¢ tez ten sam zwrot, jesli k£ < 0, to maja przeciwne zwroty.

7 tej definicji wynika, ze dla niezerowych wektoréw u = (U, uy| oraz v = [V, vy ]
UHaﬁvm:kuxivy:kuy:>jeéliux7é01uy7é0,toZ—Z:Z—y:ki

x y
UpVy — UyVy = 0.

Srodek odcinka.
W uktadzie wspéhrzednych dane sa punkty A (xi,11) i B (x2,y2). Wyznaczymy wspolrzedne

srodka odcinka AB. Przyjmijmy, Ze jest nim punkt S (zs, ys).
— —
Poniewaz S jest $srodkiem odcinka AB, to wektory AS i SB sa réwne, czyli:
Ts =21 =Ty = Ts 1Ys —Y1 = Y2 — Ys
Zatem:
(s, = mgm
Zadania.
1. Dane sa punkty A (—2,—11), B(3,—1), D(—5,3). Wyznacz:
— —
a) wspoétrzedne wektoréw AD i AB,
—
b) dlugosé wektora AB,
5
c) wspéhrzedne wektora —3AD,
- —
d) wspoirzedne wektora %AB + AD,
— —
e) wspoOtrzedne wektora AB — 4AD,
f) $rodek odcinka BD,

N
g) wspéhrzedne punktu E, jesli AE = [-5, —2],



1.5 Iloczyn skalarny

Definicja
Iloczyn skalarny dwéch wektorow definiujemy nastepujaco:

o U = |u||v] cos (1)

Jesli pogrupujemy elementy we wzorze (1) to mozemy iloczyn skalarny zapisaé jako iloczyn dwoch
cztonéw (rysunek 5) bedacych dtugosciami dwéch wektoréw zapisanych w nawiasach:

wo v = (|uf) (7] cos) (2)

pierwszy czton |u] to dlugo$é wektora u, |v] cos a - dtugosé rzutu wektora o' na kierunek wektora o

Kierunek wektora U

|V|cos a

Rysunek 5. Iloczyn skalarny réwny jest dltugosci wektora o razy dlugo$é rzutu wektora v na kierunek wektora

—

u

Przyktlad - praca

H
Praca W wykonana przez site F' przy przesuwaniu ciala na odcinku Az réwna jest iloczynowi ska-
larnemu sity razy przesuniecie (rysunek 6):

— — - —
W = F o Ax = |F|cos a|Az| (3)

F

g
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> >

F cos a - skladowa sity w kierunku ruchu

Rysunek 6. Praca jako iloczyn skalarny. Praca réwna jest iloczynowi sktadowej sity w kierunku ruchu razy
przesuniecie. Wektor F cos a ma dlugosé |F cosa| = |F|cosa

Uwaga: we wzorze (3) wystepuje dtugos$¢ rzutu wektora sity F na kierunek ruchu A_)x, na rysunku
6 zaznaczony jest wektor F cos .

wlasno$ci iloczynu skalarnego Dla dowolnych wektoréw (rzeczywistych) o, v, i liczby rze-
czywistej a zachodzg wlasnodci:



3. Vou=1uou
Wtasnosci te oznaczaja, ze mnozenie wektoréw o jest liniowe.

UWAGA

Funkcja f : R — R jest liniowa jesli f(x +y) = f(z) + f(y) oraz f(ax) = af(x). Podobnie jest
dla funkcji zdefiniowanej na przestrzeni wektorow. Funkcja na wektorach f : V — R jest liniowa
jesli f(0+ u) = f(V) + f(u) oraz f(av) = af(¥) dla v,4 € Via € R, gdzie V jest przestrzenia
wszystkich wektoréw.

1.6 Wektor w uktadzie wspoélrzednych - wersory osi
zapis wektora w uktadzie wspotrzednych w postaci:

U = [Ug, uy) (4)

zawiera zalozenie, Ze wspotrzedne u,, u, zapisane sg w jakim$ ukladzie wspotrzednych.

Uktad wspotrzednych jest zdefiniowany przez punkt odniesienia i wersory osi. Wersowy osi sa to
wektory jednostkowe wyznaczajace kierunki tych osi. W przypadku uktadu kartezjanskiego OXY sa
to dwa wektory jednostkowe e, i e, (rysunek 7)
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Rysunek 7. Wektory w ukladzie wspélrzednych, zaznaczone wersory osi €, i €y

Wektor w uktadzie wspolrzednych (OXY) nalezy zapisaé jako sume sktadowych uze;, 1 u,€,:
U = Uy€y + UyEy (5)

Zapis [ug, uy] jest skrotem myslowym poniewaz nie zawiera informacji o uktadzie wspétrzednych.
Wspohrzedne wektora u, i u, nie s sktadowymi wektora, bowiem sktadowymi wektora @ sa wektory
Uy = Uy€, oraz i, = u,€,. Sktadowe wektora sa wektorami, wektor @ jest bowiem suma sktadowych
U = i, + u,. W algebrze wektoréw wektor mozna roztozy¢ na dowolne dwa wektory (a nie liczby).

1.7 zadania

Zad 1. Udowodnij, ze iloczyn skalarny w uktadzie wspétrzednych ma postac:
Ve, vy] © [te, uy] — Vatia + vyuy

Skorzystaj z zapisu wektora jak we wzorze (5) oraz z tego, ze:
€zro€y=1i€,0¢,=1oraz ¢ oe¢, =0.



