Analiza danych doswiadczalnych - zadania

Michat K. Urbanski

1 Zadania

Zad 1. Obiekty rzeczywistosci opisujemy podajac cechy tych obiektow. Rozwaz-
my przyktad szuflady ze skarpetkami, wtedy Zbiér zdarzen opisany warunkiem I’
opisujemy wzorem:

Ar={w e Q: X(w) € T'} (1)
Zapisz warunek I' i zbiér Q dla zbioru czerwonych skarpetek w szafie.

Zad 2. Uogdlnij opis przedmiotéw przedstawiony w zadaniu 1 wykonujac wlasny
opis przedmiotéw uzytku domowego w jezyku fizyki i matematyki. Nalezy to zro-
bi¢ tak uzy¢ jedynie definicje poje¢ podstawowych (definicje poje¢ podstawowych
nalezy znalez¢ w literaturze).

Zad 3. Kos¢ dwunasto$cienna ma boki opisane kolejnymi literami od A do L.
Prawdopodobienstwa wyrzutu $ciany od A do G wynosi % a dla pozostatych liter
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105 Zmienna losowa X przybiera dwie wartosci 0 lub 11 zadana jest reguta:

0 jezeli w jest samogloska
1 jezeli w jest spotgtoska

X(w) = { (2)

Wyznacz rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, czyli wyznacz:
P(X =0) oraz P(X =1).

Zad 4. Ko$c¢ szeScienna ma boki opisane kropkami, bok z n kropkami oznaczymy
By.. Zatozymy, ze prawdopodobienstwa pojawienie sie w wyniku rzutu n kropek
wynosi dla kazdego n tyle samo. Gra polega na wykonaniu ruchéw pionkiem na
na planszy, przy czym pionek porusza sie po $ciezce bez rozgatezien. Zatozymy,
ze liczba krokéw k zadana jest tabelka:

bok | liczba krokow
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Wyznacz rozklad tak zdefiniowanej zmiennej losowej, czyli wyznacz prawdopo-
dobiefistwa P(liczba krokéw) =k dla k = 1,2, 3.
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Zad 5. Rozwazmy rzut dwoma kostkami sze$ciennymi symetrycznymi. Stany jed-
nej kostki zapisujemy jako Ay, gdzie Ay oznacza, ze po rzucie kostka wida¢ k oczek
(k=1,...,6). Zmienna losowa X zdefiniowang na zbiorze stanéw elementarnych
rzutu dwoma kostkami definiujemy jako:

X(w) = X(Ay, Ay) = k+n (4)

czyli wartosciami zmiennej losowej sg sumy oczek dwoch kosci. Opisz zbior zda-
rzef elementarnych wzorem Zaktadajac, ze kostka jest idealna (czy prawdopodo-
biefistwa wyrzucenie dowolnego oczka sa jednakowe) wyznacz rozktad zmiennej
losowej X, zapisz zmienng losowa oraz jej rozktad w postaci tabelek.

Zad 6. Udowodnij, ze E(X — E(X)) = 0.
Zad 7. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X i Y sg niezalezne to
Cov(X,Y) = E((X — E(X)) (Y - E(Y))) =0 (5)

Zad 8. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X, opisujace préby losowe maja
jednakowa warto$¢ oczekiwana F(X,,) = a to:

E (?;Xn) = Na.

Zad 9. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X, opisujace proby losowe maja
jednakowe rozktady prawdopodobienstwa i sa nieskorelowane to:

o <ZN: Xn) = No(X).

Zad 10. Zmienna losowa opisana jest rozktadem danym w tabelce. Wyznacz:
Warto$¢ oczekiwana E(X), odchylenie standardowe o(X), wartos¢ oczekiwana
kwadratu zmiennej losowej F(X?) .
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Zad 11. Zmienna losowa opisana jest rozktadem danym w tabelce.
Wyznacz: Wartosé oczekiwanag F/(X), odchylenie standardowe o(X), warian-

cje V(X), warto$¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowej E(X?), oraz szeécianu
E(X3) .

v T | pi
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Zad 12. Wylicz wartos¢ oczekiwang i odchylenie standardowe dla rozktadu réw-
nomiernego opisanego na przedziale [a,b]. Zapisz wzorem rozktad prawdopodo-
bienstwa i wykonaj unormowanie.

Zad 13. Zmienna losowa ma rozklad trojkatny w przedziale [a,b], przy czym
maksimum rozktadu jest dla ¢ € [a,b]. Wyznacz:

a) funkcje rozktadu prawdopodobienstwa z warunku ”unormowania”,

b) warto$¢ oczekiwana,

¢) odchylenie standardowe,

d) mediane.

Zad 14. Zmienna losowa ma rozklad jednostajny w przedziale [—a,b] (gdzie:
a > 0,b> 0). Wyznacz warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe.

Zad 15. W grze w karty kazdy gracz dostaje 5 kart z talii 52 kart. Zapisz zbior
zdarzen elementarnych opisujacych jednego gracza, oraz warunek opisujacy zda-
rzenie polegajace na tym, ze dostaniemy dwie pary kart (np dwie piatki i dwa
krole). Zapisz warunek réwnaniami.

Zad 16. Gra polega na rzucie moneta i przemieszczaniu pionka na linijce. Za-
tozono, ze po wyrzuceniu orta pionek posuwa sie o dwa centymetry do przodu
(X(0) = 2c¢m) a przy wyrzuceniu reszki cofa si¢ o jeden centymetr (X (R) =
—1em). Wyznacz warto$é oczekiwana przemieszezenia zaktadajac idealna mone-
te.

Zad 17. Wykona¢ eksperyment z rejestracja wielokrotna zjawiska losowego, np.:
rzut koscig (np. suma oczek dwéch kosci), generator liczb losowych, stan gietdy,
rzut do tarczy, szumy termiczne itp. Dla otrzymanych danych:

1. wyznacz i narysuj histogram oraz dystrybuante empiryczna (wykres czesto-
sci skumulowanej).

2. obliczy¢ wartos¢ $rednig, estymator odchylenia standardowego, trzeci mo-
ment centralny, wspotczynnik asymetrii,

3. zweryfikowaé hipoteze o tym, ze empiryczny rozklad jest:
a) réwnomierny,
b) normalny,
¢) trojkatny.
d) Weibulla.

Zad 18. Omoéw metode najmniejszych kwadratéw. Wyprowadz wzor dla przy-

padku wyznaczenia nachylenia a funkcji liniowej y = ax, gdy wszystkie pomiary
2Ty

{z;,y;} wykonane zostaly z taka sama niepewnoscia. udowodnij, ze a = R
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Zad 19. Rzu¢ 100 razy 10 kos¢mi. Wyznacz z kazdego rzutu 10 kosémi srednia,
mediane oraz srodek. Dla uzyskanych 100 wartosci sredniej, 100 median i 100
srodkowych narysuj odpowiednie histogramy. Wyznacz odchylenia standardowe
tych wielkosci 1 ocent ktoéry estymator jest najlepszy. Srodek n liczb zdefiniowany
jest: xp = %(xmax + Tmin)s Tmaz 1 Tmin sa maksymalna i minimalna wartoscia z n
liczb.

Zad 20. Wynik pomiaru napiecia za pomocg woltomierza analogowego klasy
1% o zakresie pomiarowym U,qi, = 15V, 1 maksymalnej liczbie dziatek 4, =
75dziatek, wyniést oy = 62,5dz. Oblicz wartos¢ zmierzonego napigcia oraz nie-
pewnos¢ standardowsg i rozszerzong pomiaru (bezwzgledna i wzgledna).

Zad 21. W wyniku pomiaru natezenia pradu multimetrem analogowym uzyskano
nastepujace wyniki (w mA):

20 22 1,8 21 19 22 18 23 1,7 24 16
Wyznacz:

a) wartosé¢ Srednia,

b) estymator odchylenia standardowego,

¢) estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej,

d) niepewnosé standardowa z ztozona.

Multimetr jest klasy 5%, pomiar wykonywany byt na zakresie I, = bmA.

Zad 22. Pokéj zmierzono miarka z podziatka centymetrows i uzyskano wyniki:
x=(551+£0.01)miy=(4.02+0.01)m.

Ponadto stwierdzono, ze Sciana jest nieréwna i oszacowano nierownomiernos¢ na
100mm. Oszacuj niepewnosci pomiaru dtugosci bokow i wyznacz niepewnosé pola
powierzchni.

Zad 23. W celu pomiaru objetosci kuli wykonano 11 pomiaréw obwodu sznur-
kiem nawinietym stycznie do wielkiego kota tej kuli i uzyskano (w mm):

40 44 36 42 38 44 36 46 34 48 32

zaktadajac, ze pomiar wykonano miarks z podziatka milimetrowa i sznurek
ma grubo$¢ 1mm, wyznacz objeto$¢ i niepewnos¢ objetosci.

Zad 24. W celu wyznaczenia rezystancji wykonano pomiary napiecia U i nate-
zenia pradu I. Natezenie pradu zmierzono amperomierzem cyfrowym o btedzie
maksymalnym (najwiekszym bledzie dopuszczalnym) wzglednym 1% i rozdziel-
czo$ci dwdch ostatnich cyfr, a napiecie woltomierzem analogowym klasy 5%. Wy-
niki pomiaréw przedstawione sa w tabelce:

I(mA) I — zakr(mA) U(V) U — zakr(V)

2,00 3 1,00 3
5,00 10 2,0 3
8,00 10 4,00 10
13,0 30 6,0 10
17,0 30 9,0 10
20,0 30 11 30
31,0 100 15 30
40,0 100 20 30



Wyznacz metoda najmniejszych wspotczynnik nachylenia prostej na ptaszczyznie
(U,I) i na tej podstawie opér elektryczny korzystajac ze wzoru otrzymanego w
zadaniu 2. Narysuj wyniki pomiarowe na wykresie zaleznosci U = f([), zaznacz
shupki btedéw, narysuj prosta (na oko) najlepiej pasujaca do danych oraz okresla
na rysunku btad (graniczny) wyznaczenia rezystancji. Ktéra sktadowa btedu jest
wieksza systematyczna (instrumentalna) czy przypadkowa? Oblicz btad wynika-
jacy z rezystancji wewnetrznej woltomierza (R, = 10kQ/V).

Zad 25. W celu wyznaczenia pola powierzchni pokoju wykonano pomiary dtugo-
Sci $cian miarkg o z podziatkg milimetrowa. Doktadnos¢ z jaka udato si¢ przytozyé
miarke do Sciany wynosi 4mm. Natomiast ustalono, ze $ciany sg nieréwne i ta nie-
rownosé wynosi ok lem. Wyznacz pole powierzchni i niepewnosé pola powierzchni
jesli zmierzone dlugosci $cian wynosza: 5,21m i 4, 03m. Wylicz sktadowe niepew-
nosci granicznej wynikajaca z bledéw pomiaru diugosci poszczegdlnych Scian.
Niepewnos¢ catkowita wyznacz zaktadajac, ze sktadowe btedow sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi.

Zad 26. W celu wyznaczenia wysokosci budynku zmierzono dtugosé cienia hy
preta (o wysokosci hg = 1m) i dtugo$¢ cienia budynku hs. Dhugosé cienia preta
wyniosta h; = 1m, przy czym rozmycie cienia wyniosto Ah; = lem, natomiast
dtugosé cienia budynku wynosi hy = 10m, a rozmycie tego cienia Ahy = 10cm,
pomiary cienia preta i dhugosci preta wykonano miarka z podziatka 1mm, nato-
miast dlugos¢ cienia budynku tasma miernicza z podziatka lem. Wyznacz wy-
sokosé budynku i niepewno$¢ (wyliczenie wysokosci bez niepewnosci nie zalicza).
Niepewnos¢ catkowita wyznacz zaktadajac, ze rozmycie cienia mozna potrakto-
wacl jako btad graniczny i sktadowe bltedow sg niezaleznymi zmiennymi losowymi
(czyli sumowanie jest zgodnie z pierwiastkiem kwadratow).

Zad 27. Termometr rezystancyjny sktada si¢ z opornika, ktérego opér zalezy
od temperatury, zrodta pradowego oraz woltomierza, ktérego wskazania wyska-
lowane sa w °C na podstawie wzoru: R(t) = Ro(1 + ao(t — to)), gdzie aq jest
wspotczynnikiem temperaturowym odnoszacym sie temperatury t,. Wypisz zro-
dta bledéw, korzystajac z ogodlnego schematu pomiaru i wynikajacej z niego klasy-
fikacji zrodet btedow. Napisz rownanie pomiaru czyli rownanie opisujace zaleznosé
mierzonej temperatury od napiecia i natezenia pradu. Rezystancja termometru
dla t=20.00°C (0,01°C) wynosi (100,000 £ 0,001), wspolczynnik temperaturowy
platyny (odniesiona do 20°C) gy = (0,0040 + 0,0001) 1/K (0,0001 jest bte-
dem granicznym). W wyniku pomiaru napiecia uzyskano u=1,010V, a natezenie
pradu wynosito [=10,00mA. Napiecie i natezenie zmierzono przyrzadem cyfro-
wym wyswietlajacym cztery cyfry, na zakresach odpowiednio 2V i 20mA. Klasa
obu przyrzadéw wynosi 0,2% (btad przyrzadu cyfrowego ma dwie sktadowe: bad
kwantowania i blad systematyczny wynikajacy z klasy przyrzadu). Wyznacz tem-
perature i jej niepewnosc.

Zad 28. W celu wyznaczenia przys$pieszenia grawitacyjnego g wykonano pomiar
okresu drgan wahadla matematycznego. Wylicz g (i jego niepewnos¢) jesli czas 10



wahnie¢ zmierzony stoperem wynosi 1o = 20, 2s, dtugo$¢ wahadta L = 1,03cm.
Btad graniczny stopera wynosi 0,1s, dlugos¢ mierzono miarka z podziatka Imm.
Oblicz niepewnosé uwzgledniajac refleks (ok. 0,2s). Blad pomiaru dlugosci spo-
wodowany niedoktadng lokalizacjg srodka zawieszonego ciata, jak i osi obrotu.
Ciato miato ok. 2cm promienia i érodek mozna okresli z doktadnoscia 5mm. Do
zawieszenia ciala uzyto przewodu w igelicie o Srednicy 0,7mm. Btad okreslenia

punktu zaczepienia szacujemy na maksimum 2mm. Przyspieszenie grawitacyjne

wylicz z przyblizonego wzoru T' = \/g, oszacuj btad ¢g spowodowany uzyciem

tego wzoru jesli kat wahnie¢ wahadta wynosi 20°.



