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1. WSTEP

Pomiar jest podstawowym zrodlem poznania w naukach przy-
rodniczych i dlatego teoria pomiarow i analiza danych doswiad-
czalnych spetniaja role metodologii badan eksperymentalnych.
Teoria pomiaréw obejmuje: matematyczne modele pomiaru, za-
sady konstrukcji przyrzadéw pomiarowych, analize¢ danych i me-
tody wyznaczania niepewnosci. Matematycznymi podstawami
teorii pomiaréow sg takie dzialy matematyki jak algebra, teoria
prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna.

Celem pomiaru jest poznanie wtasciwoséci badanych obiektow
oraz podjecie odpowiedniej decyzji praktycznej. Przyktadem jest
pomiar dla celow handlowych, wiedza o np. masie towaru jest
niezbedna do podjecia decyzji o zakupie towaru. Bezpos$rednim
wynikiem pomiaru jest warto$é¢ wielko$ci mierzonej. Punktem
wyjécia dla wykonania pomiaru jest okreslenie mierzonej wielko-
Sci (nazywanej w metrologii mezurandem) i metody jej pomiaru
(procedury pomiarowej). Empiryczna operacja przyporzadkowa-
nia obiektom wartosci wielkosci wynika z metody pomiarowej i
musi by¢ opisana gdy podajemy wynik pomiaru. Wynik po-

miaru jest zawsze wartoscia przyblizona (czyli estymata) wartosci
mierzonej i dlatego warto$¢ mierzonej wielkosci zawsze musi by¢
podana razem z wartoscig niepewnosci (i oczywiscie z jednostka
mierzonej wielkosci).

W tym skrypcie bedziemy zajmowali si¢ wytacznie pomiarami
wielkosci fizycznych!. W fizyce zaklada sie, ze wartosci wielkodci
sg liczbami rzeczywistymi. Przez obiekt bedziemy rozumieli co-
kolwiek co jest poznawalne metodami naukowymi, czyli wszystko
co moze by¢ obserwowalne zmystowo i mierzalne przy pomocy
aparatury pomiarowej. Obiektem moze by¢ zjawisko, ciato lub
proces, a takze wtasciwos¢ charakteryzujaca zjawisko. Wielko-
4cig jest cecha fizyczna, ktéra moze by¢ mierzona.?.

Wyniki pomiaru nie sa zbiorami liczb, tworza strukture, ktéra
powinna reprezentowac rzeczywiste obiekty. Pomiar i jego wyniki
powinny spetia¢ nastepujace warunki:

1) Pomiary nigdy nie sa doktadne i wynik pomiaru reprezen-
towany jest przez pare liczb: wartos¢ wielkosci mierzonej i
niepewnos¢. Wynik pomiaru zawsze wymaga podania nie-
pewnosci.

2) Przez wynik pomiaru nalezy rozumie¢ nie tylko wartos¢ licz-
bowa, ale tez interpretacje w ramach modelu opisujacego
mierzone zjawiska. Utozsamienie pomiaru z odczytem wska-
zania przyrzadu pomiarowego jest znacznym uproszczeniem
procesu pomiaru.

'W naukach spotecznych wykonuje sie¢ pomiary wielkosci niefizycznych, do
pomiaru ktorych tylko czeSciowo mozna zastosowacé opisane tutaj metody.

2Metrolodzy wielkoé¢ mierzona nazywaja mezurandem, patrz definicja 2
na stronie 30



3) Liczby bedace wynikami pomiaréw okreslonej wielkosci fi-
zycznej powinny reprezentowaé relacje pomiedzy obiektami,
dla ktorych zmierzono ta wielkoSé.

4) Wartos$¢ wielkosci mierzonej zawsze wyznaczana jest wzgle-
dem wzorca w konkretnych jednostkach, ktore musza by¢
podane razem z wartoscig liczbowa. Wartos¢ wielko$ci mie-
rzonej jest liczbg mianowang czyli para: liczba i jednostka
miary.

Odczytanie wskazan przyrzadu pomiarowego jest jedynie jed-
nym z etapow pomiaru. Prawidtowa interpretacja odczytanych
wskazan przyrzadow pomiarowych i wlasciwa analiza danych
wymaga zrozumienia wszystkich sktadowych eksperymentu po-
miarowego: zorganizowanie eksperymentu, wykonanie pomiaru,
opracowanie danych, analizy niepewnosci i interpretacji wynikow
pomiaru.

Przyklad 1. Pomiar temperatury.

Rozwazmy pomiar temperatury na zewnatrz budynku. Za-
t6zmy, ze termometr wskazuje -2,3°C. Wynik pomiaru jest uzy-
teczny, jesli na podstawie uzyskanej wartosci mozna podjaé¢ de-
cyzje, np. o ubiorze, w tym celu musimy podaé¢ warunki po-
miaru: miejsce umiejscowienia termometru, wiatr (przeptyw po-
wietrza, czyli warunki wymiany ciepta pomiedzy cztowiekiem a
otoczeniem, co mozna opisaé¢ temperatura odczuwalng), o$wietle-
nie stoneczne, wilgotno$¢, cisnienie atmosferyczne i by¢ moze inne
czynniki dotyczace kondycji (np. wlasne zmeczenie czy gtod).

W powyzszym przyktadzie wida¢, ze pomiar nalezy rozpatry-
waé w kontekscie celu pomiaru i decyzji, ktére chcemy podjac.

1.1. Tres$¢ skryptu i rozktad materiatu

W procesie edukacji wystepuje zawsze problem doboru mate-
rialu i trzeba pogodzi¢ sprzeczno$é pomiedzy ograniczonym cza-
sem i mozliwosciami studentéw a materiatem niezbednym do tego
aby moéc samodzielnie dalej rozwija¢ tworczo dang dziedzine. Za-
ktadam, ze tym skrypcie nalezy réwniez umie$ci¢ materiat dla
czesci studentow, ktérzy chea poswieci¢é dodatkowy czas na roz-
wo6j swoich umiejetnosci 1 wiedzy w sposéb wykraczajacy zakres
materiatu niezbednego da zaliczenia przedmiotu i stosowania w
praktyce laboratoryjnej.

Podstawa matematyczng analizy danych do$wiadczalnych jest
teoria pomiaru (teoria reprezentacji®), teoria prawdopodobien-
stwa i statystyka matematyczna i temu poswigcone sa trzy na-
stepne rozdzialy skryptu. Analiza niepewnodci jest przedstawiona
w rozdziale 5 i z punktu widzenia analizy danych doswiadczal-
nych jest to jeden z najwazniejszych rozdziatéw ksiazki. W dal-
szych rozdziatach oméwiona jest metoda najmniejszych kwadra-
téw (rozdzial 6) i teoria testowania hipotez (rozdzial 7), skrypt
konczy omowienie jednostek wielkosci fizycznych i opis podsta-
wowych narzedzi pomiarowych.

W programie nauczania fizykow nie ma przedmiotu ,,Metrolo-
gia”, dlatego tez umiescitem rozdziat wprowadzajacy do teorii po-
miaréw i w koncowej czedci opis podstawowych jednostek fizycz-
nych i ich pomiar. Wyktad z teorii pomiaréw z koniecznosci jest
skrotowy i przeznaczony dla tych studentéw ktorzy chea poglebic
swojg wiedze. Teoria prawdopodobienstwa i elementy statystyki
sa niezbedne do zrozumienia zasad analizy danych pomiarowych

3Teoria reprezentacji, jest teoria algebraiczna.



i wylozone sa w kolejnych rozdziatach. Beda one przedmiotem
nauczania w programie matematyki na dalszych latach ale dla po-
trzeb pierwszego roku musiatem umiesci¢ niezbedna wiedze aby
studenci mogli chociaz w jakims stopniu zrozumie¢ skad biorg sie
wzory niezbedne do analizy niepewnosci.

Analiza danych doswiadczalnych potrzebna do przygotowania
sprawozdan z laboratoriow i dlatego konieczne jest wyprzedze-
nie program z matematyki. Tak wiec matematyczne podstawy
probabilistyki i statystyki poprzedzone beda praktyka stosowania
metod statystycznych na laboratorium i dzigki powtoérzeniu czesci
materiatu beda mogli lepiej skorzysta¢ z zaje¢ z matematyki.

Z punktu widzenia matematycznego kazdy tekst powinien za-
wieraé definicje wszystkich uzytych terminéw zanim sie ich uzyje.
Z tego punktu widzenia zostala wybrana kolejnos¢ rozdziatow:
najpierw matematyczne podstawy teorii pomiaréw, teorii praw-
dopodobienstwa i statystyki matematycznej a potem zastosowa-
nia w analizie danych pomiarowych. Jedynie pierwszy rozdziat
omawiajacy wstepnie zasady wyznaczania niepewnosci korzysta
z pojec, ktore beda wyjasnione w dalszej czesci.

Przy pierwszej lekturze mozna omina¢ rozdziaty matematyczne
i po wstepie rozpoczacé lekture od rozdziatu 5 pt.: ,Wyrazenie
niepewnosci” opisujacy zasady wyznaczania wartosci mezurandu
i niepewnodci. Sugeruje aby przeczyta¢ skrypt dwufazowo, naj-
pierw przeczyta¢ wstepnie rozdzial 5 Wyrazanie niepewnosci”,
potem przestudiowaé¢ matematyczne podstawy (teorie prawdopo-
dobienstwa i statystyke matematyczna) a nastepnie wréci¢ do
rozdziatu 5 i doktadnie go przestudiowac.

Rozdziaty koncowe poswigcone testowaniu hipotez i metodzie

najmniejszych kwadratoéw nalezy czyta¢ po przestudiowaniu pod-
staw rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematyczne;j.

Dla o0s6b dociekliwych, ktére cheg zrozumieé jezyk matema-
tyki, polecam zapoznania sie z podstawami matematyki np. wg
podrecznikow Rasiowej [20] i Kuratowskiego [9], lub tez udziat w
zajeciach dla matematykéw (dla roku pierwszego).

1.2. Model pomiaru, definicja pomiaru

Zgodnie ze stownikiem terminéw metrologii* pomiar jest zbio-
rem operacji empirycznych majacych na celu wyznaczenie warto-
sci wielkosci.

Pomiar dowolnej wielkosci (oznaczymy ja umownie )3 mozemy
opisa¢ odwzorowaniem ®,. Uzywajac terminéw matematyki po-
wiemy, ze odwzorowanie ®, reprezentuje® wielkoéé¢ fizyczng w
(patrz rozdziat 2):

O,V >RxW (1)
we Wzorze powyzszym wystepujg nastepujace pojecia:

1) Odwzorowanie ®, reprezentujace wielko$¢ (wielko$é fizyczna
k), w metrologi odwzorowanie to nazywane jest mezuran-

4Miedzynarodowy stownik podstawowych i ogélnych terminéw metrologii
15]

5Przez symbol k oznaczamy dowolng wielkoéé fizyczng np. dlugoéé, mase,
tadunek elektryczny, dla przyktadu odwzorowanie opisujace pomiar masy
oznaczymy @, gdzie m oznacza mase (przyklad 2)

6Termin ,reprezentacja” oznacza odpowiedni opis matematyczny. W tym
przypadku powiemy, ze odwzorowanie ®,; opisuje wielko$¢ fizyczng. Terminu
Lreprezentuje” uzywa sie wiec zamiast pojecia potocznego ,opisuje”.



dem”.

Z praktycznego punktu widzenia bedziemy utozsa-
miaé¢ wielko$¢ fizyczng x z odwzorowaniem @, reprezentuja-
cym ta wielkos¢.

2) V' — zbiér obiektéw mierzalnych (przedmiotéw pomiaru).
Obiektem mierzalnym moze by¢ wszystko, co moze by¢ pod-
dane operacji pomiaru. Pojecie obiektu obejmuje zjawiska,
przedmioty i procesy.

3) R - zbiér liczb rzeczywistych. Zakladamy, ze wartosci mie-
rzonych wielkoéci sg liczbami rzeczywistymi®.

4) W - zbiér jednostek wielkosci fizycznych. Kazda wielkosé
musi wyrazona w jednostkach odpowiednich do danej wiel-
kosci i odpowiadajacych wzorcom tej wielkosci. Zbior jedno-
stek ma postaé: W = {s,m, kg, A, K, N, ...}

Wartosé wielkosci @, dla obiektu a € V zapisujemy jako
®,.(a)?, czyli jest to warto$¢ funkcji ®, w punkcie a. Odrdz-
niamy wiec wielkos¢, oznaczona jako P, od wartosci wielkosci
®,. (a), wartosé¢ wielkosci jest wynikiem pomiaru wielkosci @, dla
obiektu a.

Wartosé¢ wielkosci ustalana jest empirycznie i zawsze uzysku-
jemy wartos¢ przyblizona, dlatego niezbedne jest podawanie nie-
pewnosci kazdego pomiaru.

Przyktad 2. Pomiar masy.

"Mezurandem nazywamy wielkoéé fizyczna, definicja mezurandu powinna
zawiera¢ warunki pomiaru tej wielkosci fizycznej (patrze definicja 2 na stronie
30.

8W naukach spotecznych wynikiem pomiaru moga byé dowolne symbole,
ale w fizyce ograniczymy sie¢ do wielkosci fizycznych wyrazanych liczbami.

9Funkcje bedzie zapisywaé litera bez argumentu np.: f [9], zapis f(z)
oznacza warto$¢ funkcji w punkcie x, czyli warto$¢ f dla argumentu x

Rozwazmy pojecie ,masa”. Masa w sensie ogdlnym jest wia-
Sciwodcig cial fizycznych i zdefiniowana jest poprzez sposob jej
obserwacji. Zazwyczaj zaktada sie, ze waga jest sposobem wyzna-
czania masy cial'®. Jedli zmierzymy mase np. jablka i otrzymamy
350¢ to powinnismy to zapisa¢ m(jabtko) = 350¢g, co czytamy:
masa jabtka wynosi 350¢g. Litera m oznacza tu mase rozumiang
jako jako funkcje, ktéra obiektom przyporzadkowuje wartosci, co
zapisujemy jako m : V — R x {g}, gdzie R* - liczby rzeczywiste
dodatnie a {g} - jednostke masy gram zapisana jako zbiér jedno-
elementowy. Zgodnie z zapisem we wzorze (1) odwzorowanie re-
prezentujace mase powinni$my zapisa¢ jako @, : V' — R x {g},
jednak w praktyce wygodnie jest to odwzorowanie utozsamic¢ z
masa i oznaczy¢ odwzorowanie @, nazwa wielkosci m (®,, = m).

Ogolna teoria pomiaru opisana jest w skrécie w rozdziale 2,
gdzie podane sg matematyczne warunki poprawnej reprezentacji
mierzonych obiektéw przez liczby.

1.3. Fazy eksperymentu

Kazde dziatanie ludzkie realizuje si¢ w warunkach okreslonych
przez uktady spoteczne i uwarunkowania przyrodnicze. Dotyczy
to réwniez kazdego pomiaru, ktory jest zazwyczaj elementem ja-
kiegos szerszego zadania. Warunki te nazwiemy warunkami ze-
wnetrznymi i obejmuja:

1) cele pomiaru wyznaczone przez zadania, dla ktérych realizo-
wany jest pomiar,

10Waga, faktycznie stuzy do pomiaru ciezaru, ale masa jest proporcjonalna
do cigzaru wigc pomiar cigzaru daje informacje o masie



2) $rodki finansowe i warunki techniczne (posiadane sprzet i

dostep do laboratoriéw),
3) wiedze na temat przedmiotu badania (zjawisk, proceséw,

obiektéw, cial) i metod pomiarowych,

4) umiejetnoscei 0oséb wykonujacych pomiary,

5) oddzialywania pdl fizycznych w miejscu wykonywania ekspe-
rymentu pomiarowego, dotyczy to pola grawitacyjnego, elek-
tromagnetycznego (naturalnego i zaklocen), temperatury, ci-
$nienia, sktadu powietrza i innych czynnikow fizycznych i
biologicznych (np. bakterie wplywajace zaréwno na ekspe-
rymentatora jak i uzywang aparature).

Warunki te sa podstawa okreslenia planu badawczego jaki be-
dzie mozna realizowac.

W przypadku pomiaréw w laboratorium studenckim celem wy-
znaczonym przez Uniwersytet czy Politechnike jest nauczenie stu-
dentéw podstawowych zasad prowadzenia pomiaréow laboratory;j-
nych i rozumienie proceséw fizycznych zachodzacych w obserwo-
wanych zjawiskach (zaliczenie przedmiotu jest srodkiem do uzy-
skania dyplomu a nie celem edukacji).

Zanim przystapimy do planowania eksperymentu nalezy zapo-
znac si¢ z wiedza teoretyczng i empiryczng o badanym obiekcie,
czyli niezbedne jest zapoznanie si¢ z literaturag naukowa w da-
nym temacie w celu ustalenia modelu badanego obiektu (teorii
badanego zjawiska). Zakres tych studiéw zalezy oczywiscie od
celéw, srodkéow finansowych i ograniczen czasowych na wykona-
nie badan (czas i pieniadze tworza ramy badan empirycznych).
W przypadku ¢wiczenia studenckiego niezbedne jest zapoznanie
sie z instrukcja do ¢wiczenia jak réwniez z podstawowg literatura
(podrecznikiem) niezbedna do zrozumienia badanego zjawiska.

Pomiary stosuje sie we wszystkich dziedzinach zycia, nauki,
handlu przemystu. Cele pomiaru mozemy podzieli¢ na nastepu-
jace grupy rozniace sie stopniem udzialu aspektu poznawczego i
rynkowego:

e Badawcze (poznawanie zjawisk, tworzenie modeli rzeczywi-
stosci),

e Technologiczne (rozwdj technologii, kontrola produkcji),

e Handlowe.

e Domowe (uzytek domowy, prywatny taki jak pomiar czasu,
temperatury, masy)

Podzial ten nie jest zapewne kompletny, ale ma zwréci¢ uwage
na rézne aspekty pomiaru i ich role w planowaniu pomiaréow.

Przedmiot badan czyli obiekt pomiaru identyfikowany jest (od-
rézniany od innych) dzieki temu, Ze mamy jego model. Model
moze by¢ bardzo prosty opisujacy podstawowe wtasnosci obiektu
pozwalajace na jego identyfikacje i czesto nie uswiadamiamy so-
bie, ze korzystamy z modeli rzeczywistosci. Podczas wieloletniej
edukacji uczymy sie wiedzy teoretycznej o obiektach rzeczywi-
stosci 1 uczymy postugiwaé sie modelami. Przyjmiemy, ze kazda
obserwacja nawet potoczna i kazdy pomiar wymaga wiedzy teo-
retycznej — uswiadomionej lub tez nieuswiadomionej. Nawet po-
miar masy kupowanych ziemniakéow w sklepie odbywa sie przy
zalozeniu, ze mierzony obiekt jest izolowany od sit zewnetrznych
innych niz grawitacyjne (nie nalezy dodatkowo przyktada¢ dodat-
kowych sit do ziemniakéw podczas wazenia).

Wstepne badania nad modelem badanego zjawiska powinny po-
zwoli¢ na sensowne zaplanowanie badan. W przypadku laborato-
rium studenckiego, mimo ze plan eksperymentéw zostal ustalony



przez pracownikéw uczelni, to student powinien zapoznaé sie z

odpowiednig teoria badanych obiektéw czyli zjawisk, ciat i pro-

ceséw fizycznych.

Mozna wyrdzni¢ nastepujace fazy eksperymentu pomiarowego:

1)

planowanie eksperymentu przy zatozonym celu badan, wyj-
Sciowym modelu obiektu ram finansowych i czasowych
zebranie odpowiedniego zespotu badawczego, o odpowied-
nich kompetencjach

zestawienie uktadu pomiarowego, testowanie i zapewnienie
warunkow pomiaru

wykonanie eksperymentu pomiarowego i odczytanie wskazan
przyrzadéw pomiarowych (czesto te operacje nazywa sie po-
miarem, ale poprawna wartos¢ wielkosci mierzonej mozna
podaé dopiero po opracowaniu wyniku odczytu)
przetworzenie uzyskanych danych, czyli wykonanie obliczen
w celu wyznaczenia warto$ci mierzonych wielkosci. Zasady
wykonywania obliczen wynikajg z modelu badanego obiektu
i celu badan

ocena doktadnosci wyznaczonej wartosci (wyznaczenie nie-
pewnosci)

interpretacja uzyskanych wynikéw w ramach teorii obserwo-
wanych zjawisk i wysuniecie wnioskéw (zgodno$é wynikow
pomiaréw z teoria, zaplanowanie nowego do$wiadczenia lub
opracowanie nowej teorii)

W przypadku eksperymentéw przeprowadzanych w laborato-

rium studenckim dwa pierwsze etapy wykonane zostaly przez

pracownikéw uczelni. Ponadto gdy korzystamy ze wspotezesnych

skomputeryzowanych systeméw pomiarowych fazy 314, a czesto i

5 sa potaczone i automatycznie wykonywane przez komputer (dla

zadanego w programie komputerowym modelu zjawiska). Ocena

niepewnosci jest bardzo wazng sktadowa opracowywania wynikow

pomiaréw, bowiem od doktadnosci zalezg wnioski i uzytecznosé

wykonanych pomiaréw. Etap ostatni - interpretacja wynikéw i

wysuwanie wnioskéw — zalezy od celow eksperymentu i powinien

zawiera¢ wnioski dotyczace dalszych badan i sposobow wykorzy-

stania wynikéw pomiaréw. W sprawozdaniu z badan (jak i w

sprawozdaniu studenckim z laboratorium), wszystkie powyzsze

etapy eksperymentu musza by¢ opisane.

Omoéwimy teraz kolejne fazy eksperymentu.

1.3.1. Planowanie eksperymentu pomiarowego

W ramach planowania eksperymentu musimy ustali¢:

Cel badan.

Metode pomiarowa adekwatng do modelu badanego obiektu.
Doktadnosé pomiaréw niezbedna do osiggniecia zaktadanego
celu.

Aparature, ktorg nalezy dobra¢ do celu i wymaganej doktad-
nosci.

Finanse, zbada¢ czy srodki finansowe i posiadane zasoby la-
boratoryjne sg wystarczajace do przeprowadzenia pomiaréw
o wymaganej doktadnosci.

Zespot badawczy: liczbe niezbednych specjalistow, obstuge
techniczna, a dla wielkich eksperymentéw obstuge admini-
stracyjna i sposob zarzadzania projektem.

Zestaw przyrzadow pomiarowych dostosowany do celu ba-
dan, wymaganej doktadno$ci i posiadanych $rodkow finanso-



wych.

8) Sposéb wykorzystania komputera (sterowanie pomiarem i
analiza danych).

9) Warunki eksperymentu zapewniajace wymagana doktadnosé
i zgodno$¢ z zatozonym celem i modelem.

10) Plan czasowy eksperymentu (czy jesteSmy w stanie przepro-
wadzi¢ badania w czasie przewidzianym w zatozeniach).

W przypadku pomiaréw handlowych i technicznych doktadnosé
pomiaru wyznaczaja odpowiednie przepisy i normy, a przyrzady
pomiarowe muszg posiadaé¢ aktualng legalizacje Gtéwnego Urzedu
Miar. W przypadku badan naukowych ocena doktadnosci jest
wazng i czesto trudng sktadows sporzadzania projektu badan.
Nalezy tu podkresli¢, ze doktadnosé jest bardzo kosztowna, np.
multimetr amatorski klasy 10% kosztuje na bazarze ok. 10-15 zl,
natomiast przyrzad profesjonalny o dokladnoéci wzglednej 10~°
ma cene kilku tysiecy zt, a o doktadnosci 1078 ma cene w dzie-
siatkach tysiecy zt (ceny z 2013 roku, ale proporcje sa zachowane
niezaleznie od kursu walut).

1.3.2. Zorganizowanie zespolu badawczego

Wielkos¢ zespotu zalezy od wielkosci planowanych badan. Ze-
sp6t badawczy sktada sie w najprostszym przypadku z dwdch
grup: pracownikow merytorycznych (naukowych w przypadku
np. uniwersytetu) oraz obstugi. Zazwyczaj wielkos¢ obstugi tech-
nicznej i administracyjnej rosnie z wielkoscig projektu znacznie
szybciej niz liczba pracownikéw merytorycznych.
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1.3.3. Zestawienie ukladu pomiarowego i zapewnienie
warunkow pomiaru.

Zestawienie i uruchomienie stanowiska pomiarowego jest za-
ZWYyCzaj procesem zajmujacym znacznie wiecej czasu i wysitku niz
same pomiary i zazwyczaj tez ten etap wymaga wysokich kwali-
fikacji. Wykonanie pomiaréw mozna powierzy¢ osobom znacznie
mniej wykwalifikowanym niz wymaga tego etap projektowania,
zestawiania i testowania aparatury. Po zestawieniu przyrzadow
pomiarowych i sterujacych nalezy:

e wykona¢ pomiary probne testujace posiadane przyrzady dla
wzorcowych i znanych obiektéow (w tym zerowych w celu wy-
zerowania aparatury).

e okredli¢c wptyw warunkéw eksperymentu na badany obiekt.
Przez warunki rozumieé¢ bedziemy wszystkie czynniki (ze-
wnetrzne 1 wewnetrzne) okreslajace badany obiekt takie jak:
moment obserwacji, czas trwania pomiarow, pola zewnetrzne
(temperatura, ciSnienie, grawitacja, pola elektryczne itd.).

e okresli¢ wplyw otoczenia na mierzone wielkosci i zapoznaé
sie z czynnikami, ktére moga zakldca¢ pomiary (np. pola
emitowane przez urzadzenia energetyczne),

e okresli¢ (w sposéb ilosciowy) wplyw przyrzadéw pomiaro-
wych na badany obiekt (przyrzad zawsze oddziatuje z bada-
nym obiektem zmieniajac jego stan, np.: woltomierz zmienia
rozptyw pradéw, termometr zmienia rozktad temperatury,
itd.).

Warunki eksperymentu musza by¢ dostosowane do wlasciwosci

badanego obiektu bowiem to warunki decyduja o mozliwosci ob-
serwacji tego obiektu. Najczesciej w fizyce obiektem badan jest



zjawisko, ktore wystepuje w odpowiednich warunkach, tak wiec
organizacja eksperymentu musi zapewnia¢ wystapienie tych wa-
runkéw. Jezeli np. zjawisko jest uwarunkowane momentem cza-
sowym (zjawiska naturalne np. zaémienie Slonica), to czas jest
czynnikiem decydujacym o zaobserwowaniu zjawiska i wykona-
niu pomiaréw. Precyzyjne badania wymagaja okredlenia wpltywu
zmiany warunkoéw na badany obiekt i okreslenia granic tolerancji
obserwowalnosci zjawiska.

1.3.4. Wykonanie pomiarow

Kiedy juz wszystko jest wtasciwie przygotowane wykonanie po-
miaréw moze by¢ bardzo proste i nie wymagajace wiedzy facho-
wej, a w przypadku wykorzystania uktadu skomputeryzowanego
pomiar wykonuje sie ,sam”. Jednak aby poprawnie zinterpreto-
waé¢ wyniki pomiaréw nalezy zapoznaé si¢ z modelem fizycznym
obiektu i zasadami dziatania aparatury pomiarowej. W warun-
kach laboratorium studenckiego ten etap student powinien wyko-
na¢ samodzielnie rozumiejac co robi.

1.3.5. Przetworzenie danych pomiarowych

Celem pomiaru bardzo rzadko bywa ,surowy” wynik pomiaru
(z takimi sytuacjami mamy do czynienia czesto w handlu), zazwy-
czaj wynik musimy przetworzy¢ w celu wyznaczenia parametrow
opisujacych badany obiekt. Przetworzenie surowych wynikéw po-
miaru polega zazwyczaj na wyznaczaniu wielkosci, ktéra moze
by¢ zinterpretowana w ramach realizacji celu pomiaru.

Przyktadem analizy danych pomiarowych jest wyznaczenie z
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serii danych wartoéci Sredniej i odchylenia standardowego. W
przypadku gdy modelem zjawiska jest pewna znana funkcja me-
toda analizy danych jest metoda najmniejszych kwadratow.

1.3.6. Ocena niepewnosci

Kazdy pomiar jest operacja niedoktadng i zawsze, niezaleznie
od tego jak doktadnie jest wykonywany musimy dokonaé oceny
iloSciowej niepewnosci pomiaru. Wynik pomiaru jest estymata
(wartoscia przyblizona) mierzonej wielkosci. Podstawa tej oceny
sa: wyniki pomiaréw (seria danych), dane dotyczace aparatury
pomiarowej (umieszczone na przyrzadach lub w instrukeji do-
starczonej przez producenta) oraz wlasna analiza zrodet bledéow
poparta dodatkowymi pomiarami.

1.3.7. Interpretacja wynikéw pomiarow i wnioski

Interpretacja zalezy od celéw pomiaru, w przypadku celow po-
znawczych podstawowym zadaniem interpretacji jest poréwnanie
wynikéw pomiaréw z modelem teoretycznym i ocena ilosciowa
(statystyczna) uzyskanej zgodnosci, np. moze to by¢ weryfika-
cja hipotezy sformulowana jezykiem statystyki matematycznej W
wielu przypadkach zgodnos¢ taka okreslamy jako zgodno$é teorii
z eksperymentem w granicach bledu pomiarowego (mierzonego
niepewnoscia,).

1.4. Model obiektu, przedmiot badan

Przedmiotem badan (nazywanym obiektem) moze by¢ kazde
ciato, proces pole fizyczne lub zjawisko, ktére moze byé¢ wyod-



rebnione dzieki cechom charakterystycznym wyrdzniajagcym ten
przedmiot. Przez ,obiekt” bedziemy nazywali cokolwiek co moze
by¢ nazwane, obserwowane i pomierzone, tak wiec jest to bardzo
ogblne pojecie. Obiekt musi by¢ opisany jakims jezykiem, opis
jezykiem potocznym jest zazwyczaj zbyt malo precyzyjny, dla-
tego musimy postugiwac sie modelami sformutowanymi w jezyku
naukowym fizyki, chemii, biologii itp.

Przedmiot badan jest tym precyzyjniej okreslony im lepszym
modelem badanego obiektu dysponujemy. W przypadku gdy
przedmiotem badan sg obiekty fizyczne takie jak zjawiska, pola
lub ciata fizyczne to model obiektu nazywamy zazwyczaj teoria
tego obiektu. Kazdy pomiar odbywa si¢ przy zaltozeniu jakie-
gos modelu przedmiotu badan i zawsze powinnismy sprawdzi¢ w
jakim stopniu model ten opisuje badany przedmiot. Czesto wnio-
skiem z wykonywanych badan jest to, ze zastosowany model jest
za mato doktadny i trzeba go poprawic.

Zazwyczaj zakladamy, ze obiekty badan istniejg realnie!!, jed-
nak nauka zawsze opisuje obiekty poprzez modele, ktore stale do-
skonalimy w wyniku badan naukowych. Przez obiekt bedziemy
rozumieli ciata fizyczne, zjawiska lub procesy.

1.4.1. Model obiektu

Przez model (zazwyczaj obiektu materialnego bedacego ele-
mentem rzeczywistosci) rozumie¢ bedziemy opis obiektu w jezyku
potocznym lub matematycznym. Rola modelu jest:

1 Spér filozoficzny o istnienie bytéw nie ma istotnego wpltywu na konstruk-
cje teorii naukowych jak i budowe aparatury pomiarowej
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1) przekaz informacji o obiekcie. Model zastepuje obiekt w opi-
sie rzeczywistosci. Dzigki modelowi mozliwe jest gromadze-
nie wiedzy o rzeczywistosci.

2) sterowanie obiektem, przewidywanie zachowania i mozliwosci
modyfikacje tego zachowania.

Podstawowsa sktadowa modelu sa zasady przyporzadkowujace
wladciwosciom obiektu materialnego odpowiednie obiekty jezy-
kowe (nazwy i relacje). W jezyku fizyki modelem obiektu jest
zespot zalozen i rownan opisujacych obiekt wraz z zasadami inter-
pretacji rownan i metodami identyfikacji obiektu. Model zawiera
nastepujace sktadowe:

1) Opis obiektu w jezyku matematycznym lub potocznym, wraz
z zalozeniami, przy ktorych okreslony zbiér parametrow
opisuje badany obiekt. Opisem matematycznym sg row-
nania matematyczne reprezentujace relacje pomiedzy wiel-
kosciami fizycznymi (parametrami) charakteryzujacymi ba-
dany obiekt. Modelem matematycznym jest zazwyczaj row-
nanie.

2) Sposéb wyrédzniania (identyfikacji) obiektu. Obiekt wyréz-
niamy poprzez wykonanie odpowiednich czynnosci poznaw-
czych (w odpowiednich warunkach) pozwalajacych na poréw-
nanie wyniku obserwacji z opisem definiujgcym obiekt.

3) Metody obserwacji i pomiaru wielkosci fizycznych (parame-
tréw) charakteryzujacych obiekt. Do metod obserwacji za-
liczymy zatozenia okreslajace warunki wykonywania pomia-
rOw.

Modele matematyczne obiektéw dzielimy na:



e dynamiczne, zapisane zazwyczaj w postaci rownan roéznicz-
kowych
e statyczne, opisane zaleznoscig funkcyjng zmiennych opisuja-
cych parametry obiektu.
W tej ksiazce zajmiemy si¢ jedynie modelami statycznymi,
obiekty opisane wiec bedg réwnaniem o postaci:

y = f(zq,.. ., ag) (2)

gdzie: y - zmienna fizyczna, ktérg traktujemy jako zmienng wyj-

<y Ip; A1, -

sciowa (lub zmienna zalezna) czyli wielkosé, ktéra zmienia sie
w wyniku eksperymentu, zy,...,x, - parametry kontrolne czyli
zmienne niezalezne, przy pomocy ktorych kontrolujemy prze-
bieg eksperymentu, aq,...,a; - parametry wewnetrzne okresla-
jace wlasnosci badanego obiektu. Podziat zmiennych na zmienne
wyjsciowe (zalezne), niezalezne i wewnetrzne jest czesto umowny
i zalezy od warunkéw i zalozen eksperymentu.

Réwnanie (2) mozna symbolicznie przedstawi¢ w postaci sche-
matu ,pudetkowego” reprezentujacego uktad majacy n wejsé¢ x;
(1 =1,...,n), jedno wyjscie y i k parametréw a; (i = 1,...,k)
okreglajacych stan wewnetrzny uktadu (rys 1).

X, —»
X, —»
—» (a,a,..
X; —
—»]

’ak)

Rysunek 1. Scemat ,pudetkowy” ukladu z n wejsciami i jednym

wyjsciem y. Wektor (a1, ...,ax) opisuje stan wewnetrzny

Roéwnania matematyczne bez odpowiedniej interpretacji (inter-
pretacji fizycznej dla zjawisk fizycznych) nie sa modelem a jedynie
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zbiorem réwnan matematycznych. Rozpatrzmy kilka przyktadéw
dotyczacych znanych wszystkim obiektéw — ciat fizycznych.

Przyktad 3. Rezystor (opornik elektryczny).

Rezystancja jest parametrem opisujacym obiekty, ktore zostaty
wyposazone w elektrody (sztuczne - wyprodukowane przez czlo-
wieka) majace dwa wyprowadzenia. Obiekt ktéry mozna opisaé
przy pomocy dyskretnych parametréw nazywany jest krotko, ze
ciato jest obiektem o statych skupionych. Modelem rezystora jest
zazwycza] funkcja liniowa opisujaca zaleznos¢ napiecia elektrycz-
nego od natezenie pradu elektrycznego (prawo Ohma):

1
I=2U (3)

Zmienng wyjsciowq jest natezenie pradu I, a parametrem kon-
trolnym jest napiecie elektryczne U. Rezystancja R jest tu para-
metrem wewnetrznym charakteryzujacym badany obiekt (w row-
naniu typu (2) bedzie jeden parametr).

Jedli jak w réwnaniu (3) model ma posta¢ réwnania liniowego
z jednym parametrem R to taki model nazwiemy prawem Ohma.

Model taki jest uproszczony, ale w wielu przypadkach catkowi-
cie wystarczajacy. W celu wyznaczenia rezystancji elektrycznej
w ramach takiego modelu wystarczy zmierzy¢ napiecie pomie-
dzy dwoma punktami badanego ciata i natezenie pradu przez nie
plynace a nastepnie podzieli¢ dwie wartosci tych wielkosci. Na-
lezy pamietaé, ze dla obiektéw zachowujacych sie nieliniowo (np.
przyrzadéw pélprzewodnikowych) podstawa interpretacji wyni-
kéw pomiaréw nie moze by¢ model liniowy bo moze prowadzi¢
do duzych btedow metody pomiarowej. W celu petniejszego i do-
ktadniejszego zbadania rezystora niezbedne sg pomiary zaleznosci



natezenia pradu od napiecia i okreslenia funkcji I(U) i sprawdze-
nie metodami statystycznymi (np. metoda najmniejszych kwa-
dratéw opisana w rozdziale 6) jaka funkcja najlepiej pasuje do
danych empirycznych.

I I

U
Rysunek 2. Prawo Ohma i zasady strzatkowanie napieé¢ i pradéw.

Prad ptynie od plusa do minusa, a strzatka napiecia pokazuje plus
napiecia.

Przyktad 4. Kubek.

Gdy méwimy o kubku mamy na mysli ciato o okreslonej geo-
metrii, peligce funkcje naczynia, w ktérym mozna przechowy-
wacé ciecz. Parametrem okreslajacym podstawowe cechy uzytkowe
jest objetos¢. Jednak wazne tez sa inne cechy: masa, cechy este-
tyczne, wtasnosci wytrzymaltosciowe, odpornos¢ na temperature
oraz skoki temperatury, odpornos¢ na chemiczne dziatanie cie-
czy, tatwos¢ mycia itd. Gdy myslimy potocznie o kubku sprawa
wydaje sie prosta jednak gdy chcemy opisaé¢ go precyzyjnie, po-
jawiaja sie trudnosci z doprecyzowaniem poje¢ oraz metod obser-
wacji. Bez doprecyzowania poje¢ i metod nie bytoby nauki ani
zaawansowanej technologii. Na podstawie modelu obiektu (czyli
wiedzy o obiekcie) moze by¢ opracowana masowa produkcja, ja-
kos¢ produkeji zalezy od doktadnosci modelu i precyzji pomiaru.

Przyktad 5 (Ogniwo elektrochemiczne). Ogniwo jest to uktad
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chemiczny posiadajacy podobnie jak rezystor w przyktadzie 3,
dwie elektrody. Jednak budowa ogniwa jest bardziej zlozona za-
wiera bowiem elektrolit i procesy elektrochemiczne generujace
prad elektryczny. Z punktu widzenia uzytkownika modelem ma-
tematycznym ogniwa moze by¢ zaleznos¢ pomiedzy napieciem
U a natezeniem pradu /. Najprostszym przyblizonym modelem
ogniwa jest rownanie liniowe:

U=E—1IR,, (4)

gdzie: E - sita elektromotoryczna, R, - opér wewnetrzny ogniwa.
Taki model moze opisywa¢ ogniwo chemiczne o ile spetnione sa
nastepujace zatozenia:

e Ogniwo mozna traktowaé jako dwéjnik (uktad o statych sku-
pionych, majacy dwa wyprowadzenia elektryczne, poprzez
ktére zachodzi oddzialywanie z otoczeniem).

e Parametry (wielkosci fizyczne) opisujace ogniwo sg nieza-
lezne od czasu.

e Rezystancja wewnetrzna nie zalezy od natezenia pradu i od
czasu.

W réwnaniu (4) opisujacym ogniwo natezenie pradu jest zapi-
sane ze znakiem odwrotnym niz w réwnaniu rezystora (3), takie
strzatkowanie zwigzane ze sposobem strzatkowania napie¢ i pra-
doéw na rezystorze co pokazano na rysunku 3.

Dwa podstawowe parametry: sita elektromotoryczna i opér we-
wnetrzny nie wyczerpuja listy parametréw opisujacych ogniwo,
wazna tez jest pojemnosé ogniwa, jego masa, wymiary geome-
tryczne, trwatosé, stabilno$¢ parametréw w czasie, zaleznosé re-

zystancji od pradu i inne. W zastosowaniach profesjonalnych



ogniwo

R

Rysunek 3. Zaleznos¢ napiecia od natezenia pradu dla ogniwa elek-
trochemicznego w przyblizeniu liniowym oraz zasady strzalkowania
napie¢ i pradéw zgodne z réwnaniem (4)

niezbedne jest uwzglednienie nieliniowych wtasciwosci (np. za-
leznosé rezystancji wewnetrznej od natezenia pradu) i efekty pa-
mieciowe.

Przyktad 6. Model matematyczny jednofunkcyjny

Zatézmy, ze chcemy opisa¢ zachowanie sie uktadu opisanego
czterema parametrami. Ogolng postaé¢ rownania opisujacego za-
chowanie sie takiego uktadu mozna zapisa¢ postaci warunku dla
funkcji f czterech zmiennych:

f(x,y,v,2) =0 (5)

Zmienne x,y, v, z oznaczaja jakies wielkosci fizyczne, jesli po-
damy ich interpretacje fizyczna to réwnanie (5) staje sie mode-
lem jakiego$ obiektu fizycznego. Dla przyktadu gaz doskonaty
opisany jest czterema parametrami opisujacymi stan gazu sa to:
temperatura T, ci$nienie p, objetos¢ V i ilo$¢ gazu wyrazong
liczbg moli n. Réwnanie stanu gazu ma postaé: pV = nRT,
co mozna zapisa¢ w postaci: pV — nTR = 0 (gdzie R jest stala
gazowa). Jesli umowimy sie, ze x = p, czyli = to jest cisnienie,
V =y,v=niz=T, to funkcja opisujaca stan gazu ma postac:
f(z,y,v,2) = zxy — Rvz.
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Réwnanie stanu obiektu fizycznego jest rownaniem definiujg-
cym obiekty fizyki. Zadanie polegajace na zapisaniu takiego réw-
nania jest analogiczne do zadania nr. 1 (rozdziat 10) polegajacego
na opisie przedmiotu przy pomocy poje¢ podstawowych.

1.4.2. Weryfikacja modelu

W badaniach naukowych celem pomiaréw jest poznanie wta-
sciwodci badanych obiektéw i zjawisk i budowa modelu matema-
tycznego. Proces ten ma nastepujace fazy:

1) Badanie empiryczne zaleznosci pomiedzy wielkosciami fi-
zycznymi charakteryzujacymi badane zjawisko lub ciato,

2) Weryfikacja modelu teoretycznego poprzez poréwnanie wy-
nik6w eksperymentalnych z modelem (teoria) zazwyczaj wy-
korzystujac metody statystyczne testowania hipotez.

3) Wyciagniecie wnioskéw dotyczacych:

e niezgodnosci doswiadczenia z modelem
e mozliwosci poprawienia modelu
e mozliwosci poprawienia do$wiadczenia

Zrozumienie i wyjasnienie obserwowanego zjawiska zazwyczaj
uzyskuje si¢ budujac model matematyczny obserwowanego zja-
wiska 1 poréwnanie go z wynikami do$wiadczalnymi. Pomiary
wykonywane dla celéw technologicznych i handlowych korzystaja

z wynikow badan poznawczych.

Przyktad 7. Zaleznosé rezystancji (oporu elektrycznego) od
temperatury moze by¢ wyznaczona dla wszelkich mozliwych ciat,



dla ktérych pomiar rezystancji jest mozliwy. W wiekszosci ukta-
dow fizycznych (w wigkszosci obiektéw fizycznych) mozliwe jest
zainstalowanie elektrod (kontaktéw) pozwalajacych na pomiar
napiecia elektrycznego i natezenia pradu. Kazdy taki obiekt moze
by¢ przeksztatcony w dwojnik, czyli uktad, w ktérym wejsciem
pomiarowym sa dwa punkty geometryczne. Moga to by¢ obiekty
wykonana z materialéw metalicznych, potprzewodnikowe, elek-
trolitow itd. Trzeba pamietac¢, ze geometria takiego uktadu moze
by¢ ztozona i interpretacja wynikow pomiaru musi by¢ Scile zwig-
zana z metodg umieszczenia elektrod pomiarowych i z wlasno-
Sciami tych elektrod.

Jesli wykonamy n pomiaréw dla réznych wartosci napiecia i
natezenia pradu to wynikiem eksperymentu jest zbior n punktow
na ptaszczyznie napiecie-natezenie, opisujacych zaleznosci rezy-
stancji od temperatury, zbor ten zapiszemy jako zbiér punktow
(I;,U;), gdzie i = 1,...n.

Model teoretyczny ma zazwyczaj posta¢ rownania matematycz-
nego z pewnymi parametrami, ktore trzeba dobra¢ tak aby uzy-
ska¢ mozliwie najlepsza zgodno$¢ z danymi pomiarowymi.

Jezeli model matematyczny ma postaé¢ prostej: y = ax + b
opracowanie wynikéw pomiaru polega¢ bedzie na takim dobraniu
parametrow a i b aby najlepiej pasowaty do danych doswiadczal-
nych. Zazwyczaj dopasowanie parametrow wykonuje sie metoda
najmniejszych kwadratéw (rozdziat 6).

Aby zinterpretowaé uzyskany wynik w kategoriach wtasciwo-
Sci przewodnictwa niezbedny jest model wiagzacy przewodnictwo
elektryczne z rezystancjg mierzong wzgledem wykonanych elek-
trod.
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Przyklad 8. Wahadto matematyczne.

Modelem matematycznym wahadla matematycznego (czyli
ciata zawieszonego na nierozciaggliwej lince) jest réwnanie New-
tona F' = ma zapisane dla ruchu po okregu w jednorodnym polu
grawitacyjnym. W réwnaniu tym sita zalezy od kata « i czesto
(dla matych katow) wyrazamy ta site réwnaniem F' = mga (gdzie
m masa ciala powieszonego na lince o dtugosci ). Przy$piesze-

dz;;ét), gdzie t jest czasem, kat

nia mozna zapisa¢ w postaci a = [
zalezy od czasu: o = «ft).
Roéwnanie opisujace ruch wahadta matematycznego ma postac:

_ jd%a(t)
ga(t> - l dt2 .

Asin(%t), gdzie A jest amplitudg drgan, to otrzymamy znany

Rozwiazanie tego réwnania ma postaé: a(t) =

zwiazek pomiedzy okresem drgan 7' a dlugoscia wahadta i polem
grawitacyjnym g: 1" = 2H\/§

Powyzszy wzoér na okres wahadta jest przyblizony, w ogdlniej-
szej formule mamy zaleznos¢ okresu 7' od amplitudy drgan A. Je-
sli zatozymy, ze amplituda drgan nie przekracza kata cu,q, = 20°
to btad wzgledny graniczny okresu wyniesie % = 0,0077.

Jedli pomiary okresu wykonamy stoperem, np. dla dziesie-
ciu drgan otrzymamy 10s z bledem granicznym 0,4s, to btad
wzgledny graniczny okresu wyniesie % = % = 0,04, czyli btad
pomiaru jest ok. 6 razy wiekszy niz btad wzoru przyblizonego na
okres drgan. W tym przypadku zalozenie o ,matym kacie” jest
wystarczajace dobre do opisu drgan wahadta. Innym zZrédtem
bledéw modelu jest rozciaganie sie linki i to, ze punkt zawie-
szenia wykonuje drgania (zawieszenie osi zawsze jest elastyczne)
co powoduje, ze ruch wahadta nie odbywa sie po okregu. Mo-

del wahadta uwzgledniajacy sprezystos¢ linki i punktu zawiesze-



nia wahadla mozna opisa¢ matematycznie, ale jest to zadania
trudne. W warunkach laboratorium studenckiego btad spowodo-
wany elastycznoscig linki i poruszaniem sie¢ punktu zawieszenia
moze by¢ duzo wiekszy od btedu spowodowanego przyblizeniem
malego kata.

W kazdym raporcie z badan (w sprawozdaniu studenckim réw-
niez) powinna znalez¢é sie analiza zgodnosci teorii (modelu) bada-
nego zjawiska z wynikami pomiaréw.

1.5. Schemat ukladu pomiarowego

Pomiar jest mozliwy dzigki temu, ze badany obiekt oddziatuje
z przyrzadem pomiarowy. Jednak w czasie pomiaru mamy do
czynienie z wieloma innymi oddziatywaniami, ktore mozna przed-
stawi¢ w postaci schematu sktadajacego sie z badanego obiektu,
przyrzadu pomiarowego oraz otoczenia. Przez otoczenie rozu-
mie¢ bedziemy wszystkie procesy i zjawiska okreslajace warunki
pomiaru. Wplyw otoczenia obejmuje wiec wszelkie mozliwe do

wyobrazenia oddziatywania:

e czynniki termodynamiczne takie jak temperatura i ci$nienie,

e pola fizyczne: grawitacyjne i elektromagnetyczne zaréwno
naturalne jak i sztuczne,

e kwanty pola elektromagnetycznego o réznych energiach: fo-
tony, kwanty X i 7,

e czastki elementarne wysokiej energii («, [, neutrina, itd.)
pochodzace z kosmosu, wnetrza ziemi i innych zrédet pro-
mieniowania (szczegolnie reakcji jadrowych),

e oddzialywania chemiczne,
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e wplywy spoteczne. Dotyczg one efektéw edukacji, presji spo-
tecznych, posiadanej wiedzy (modeli, potrzeb i swiatopogla-
dow), chwilowych trendéw i méd, czynnikéw ekonomicznych
(mozliwosci wynikajacych z posiadanych srodkow).

Zarowno planowanie eksperymentu jak jego interpretacja zaleza
od wiedzy naukowej (ogélnie uznawanej jak i indywidualnie opa-
nowanej), ograniczen spowodowanych czynnikami spotecznymi,
umowami w ramach ktoérych wykonuje sie badania i wszelkich
presji psychicznych i paradygmatéw!2.

Przyktadem moze by¢ spor pomiedzy Tesla i Edisonem doty-

czacy tego czy w liniach przesytlowych ma by¢ prad staty czy
zmienny [22].

PODMIOT
POZNANIA

s
. =

Sygnat pomiarowy

System
spoteczny

System
pomiarowy

Whplyw przyrzgddw

A Sterowanie 9
na obiekt

wiska zewnetrzne

Rysunek 4. System pomiarowy, zaznaczono strzatkami oddziatywa-

nia (sygnaly) pomiedzy badanym obiektem, systemem pomiarowym,
komputerem, obserwatorem i otoczeniem

Na rys. 4. zaznaczono strzatkami nastepujace oddziatywania:

12Paradygmat jest obowiazujacym w nauce pogladem [10]



(1) przesylanie sygnatu od obiektu do przyrzadu (przeniesienie
wielko$ci mierzonej z obiekty do przyrzadu pomiarowego),
proces ten polega na oddziatywaniu obiektu na czujniki po-
miarowe.

(2) oddziatywanie przyrzadu na mierzony obiekt, sterowanie
obiektem i kontrola parametréw eksperymentu,

(3) oddziatywanie otoczenia na mierzony obiekt, oddziatywanie
otoczenia na kanal przesytania stanu obiektu do systemu po-
miarowego (do czujnikéw),

(4) rejestracja sygnatu wyjsciowego z systemu pomiarowego (od-
czyt lub przestanie danych do komputera),

(5) sterowanie systemem pomiarowym przez komputer,

(6) sterowanie komputerem przez cztowieka odczyt danych,

(7) odeczyt danych i obliczen z komputera przez eksperymenta-
tora,

(8) oddziatywanie otoczenia na przyrzad pomiarowy,

(9) oddziatywanie otoczenia fizycznego na obserwatora, wpltywy
pol fizycznych, warunkéw chemicznych,

(10) wpltyw czynnikéw spotecznych na eksperymentatora.

1.6. Strategia eksperymentu

Eksperyment polega zazwyczaj na zbadania zaleznosci jednych
zmiennych fizycznych od drugich dla badanego zjawiska i po-
roOwnanie uzyskanej zaleznosci empirycznej z modelem teoretycz-
nym. Modelem teoretycznym jest réwnanie matematyczne opisu-
jace zwiazek pomiedzy obserwowanymi wielko$ciami fizycznymi i
parametrami opisujacymi wlasnosci badanego obiektu (ciata lub
zjawiska).
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Eksperyment pomiarowy zazwyczaj nie sprowadza si¢ do od-
czytu wskazania przyrzadu pomiarowego. Nawet jezeli mamy
zmierzy¢ jedng wartosé¢ wielkosci charakteryzujacej badany obiekt
to aby wyznacza¢ ta wielko$¢ dostatecznie doktadnie, dobrze
jest zaplanowaé eksperyment, w ktorym zbadamy zachowanie sie
obiektu w zaleznosci od warunkéw kontrolowanych przez wybrane

przez nas zmienne.

Przyktad 9 (Pomiar rezystancji). Rezystancje dwdjnika mozna
wyznaczy¢ mierzac natezenie pradu ptynacego przez badany ele-
ment dla jednej ustalonej wartosci napiecia (np. napiecia bate-
ryjki, ktéra wlasnie dysponujemy) i wyliczy¢ wartosé rezystancji z
definicji. Mozna wyznaczanie rezystancji zrealizuja jako badanie
zaleznosci natezenia pradu od napiecia w celu zbadania czy zalez-
nos¢ ta jest liniowa i jeden parametr poprawienie opisuje badany
obiekt. Jedli zaleznos¢ jest linowa to mozna wyznaczy¢ rezystan-
cje na podstawie metody najmniejszych kwadratow, rezystancje
wyznaczamy wyliczajac z metody najmniejszych kwadratéw na-
chylenie uzyskanej prostej

1.6.1. Strategie wyznaczanie parametréw modelu

Sposob wyznaczenia parametrow opisujacych badany obiekt
zalezy od stopnia komplikacji modelu, mozna wyrézni¢ dwa przy-
padki:

1) pomiar bezposredni, gdy mozemy utozsami¢ mierzony para-

metr z wynikiem wskazania przyrzadu pomiarowego
2) pomiar posrednim, gdy szukane parametry nalezy obliczy¢

wstawiajac zmierzone wielkosci do réwnan opisujacych za-
leznosci miedzy mierzonymi wielko$ciami.



Przyktadem pomiaréw, w ktorych odezyt wskazania przyrzadu
pomiarowego traktujemy jako wartos¢ wielkosci mierzonej jest
pomiar masy waga, natezenia pradu elektrycznego amperomie-
rze, pomiar niepiecia woltomierzem czy tez pomiar temperatury
termometrem.

Przyktad 10 (Pomiar rezystancji). Rezystancje opornika mo-
zemy wyznaczy¢ mierzac jednocze$nie natezenie pradu ptynacego
przez opornik i napiecia na tym oporniku. Opér R wyliczamy
jako iloraz napiecia elektrycznego U i natezenia pradu elektrycz-
nego I : R= %

Przyktad 11 (Pomiar gestosci masy). Gestosci cieczy réwnana
jest ilorazowi masy i objeto$ci. Przy pomocy wagi wyznacza
sic mase odmierzonej objetosci, natomiast objetosé¢ cieczy wy-
znaczmy cylindrem pomiarowym. Ale mozliwy jest pomiar are-
ometrem, ktéry mozna zaliczy¢ do pomiaréw bezposrednich (cho-
ciaz faktycznie bezposrednio mierzy sie gteboko$é¢ zanurzenia are-

ometru).

Bezposrednio mierzymy wielko$ci poprzez poréwnanie ze wzor-
cem, jak to jest na przyktad przy pomiarze masy na wadze szal-
kowej rownoramiennej. Tak mierzy si¢ dtugosé i czas. Do pomia-
row bezposrednich mozna zaliczy¢ wielko$ci mierzone przetworze-
niowo - porownawczo, czego przyktadem jest pomiar natezenia
pradu, napiecia czy tez temperatury. Doktadniejsza analiza tego
zagadnienia bedzie przedstawione w rozdziale 2 pt. ,Elementy
teorii pomiaru”.

W systemach pomiarowych skomputeryzowanych programy
same wyliczajg wielkosci mierzone na podstawie zadanego wzoru.
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Komputer sterujacy systemami pomiarowymi wykonuje pomiary
kilku wielkosci (bezposrednie lub posrednie) jednoczesnie na pod-
stawie czesto zlozonego modelu obserwowanego zjawiska i wylicza
warto$¢ wielkosci mierzonej. Mimo, ze wynik obliczen odczytu-
jemy z ekranu, to jest to pomiar, pomiar posredni.

W przypadku wickszosci badan doswiadczalnych strategie wy-
znaczania mierzonych parametréw modelu mozemy podzieli¢ na
dwie grupy:

1) strategia jednopunktowa (pojedynczego pomiaru):
réwnanie obiektu (2) przeksztalcamy tak aby wielkosé, ktora
mamy wyznaczy¢ (oznaczmy ja y), mozna bylo wyliczyé z
danej jawnym wzorem jako funkcji zmiennych x;, ktére mie-
rzymy bezposrednio (odezytujemy bezposrednio z miernika):
y = g(1, T2, T3,...;01,0a2,...,a%)

2) strategia dopasowania réwnania obiektu do serii danych:
eksperyment planujemy tak aby wyznaczy¢ empirycznie za-
lezno$¢ zmiennej wyjsciowej y opisanej rownaniem obiektu
(2) od zmiennych kontrolnych z1, x5, x3, . . ..

Nastepnie metodami statystyki matematycznej wyznaczamy
parametry (aj,as, ...,ax), tak aby dane empiryczne najle-
piej pasowaly do réwnania teoretycznego (2) bedacego mo-
delem badanego obiektu. Taki sposéb wyznaczanie wielkosci
fizycznych nazywamy estymacjg parametryczng. Zazwyczaj
korzystamy w tym celu z metody najmniejszych kwadratow
(patrz rozdziat 6 ).

Jezeli eksperyment tak zaplanujemy, ze bedziemy zmieniaé¢
tylko jedng zmienna niezalezng x, mierzy¢ zmiany wielko$¢ za-
leznej y i mamy znalezé jeden parametr a, to réwnanie obiektu



ma postaé: y = g(x;a)

W wyniku eksperymentu, w ktérym bedziemy zmieniaé
zmienna niezalezng x i mierzy¢ zmienna zalezna y (czyli bedziemy
mierzy¢ zmienna y w funkcji zmiennej x), to w wyniku uzyskamy

tabele opisujaca zaleznos¢ zmiennej y od zmiennej x:

Tablica 1.
zmiennej x

Tabela wynikéw pomiaréw zaleznosci zmiennej y od

jednostka | x1 | x2 | ... | TN
y | jednostka | y1 | y2 | ... | yn

Gdzie x1,...,xn 1 Y1, ...,yn — kolejne wyniki pomiaréw zmien-
nych z i y.

Przyklad 12 (Strategie wyznaczania rezystancji). Rozwazmy
ponownie przyklad pomiaru rezystancji (patrz przyktad 10)
obiektu opisanego réwnaniem (3) (na stronie 13). Przedstawimy
teraz obie strategie wyznaczanie rezystancji:

1) Wykona¢ jeden pomiar natezenia pradu dla okreslonego na-

v
I

2) Wykonaé serie pomiaréw natezenia I w funkcji napiecia elek-

piecia elektrycznego i wyznaczy¢ opornosé ze wzoru: R =

trycznego U i nastepnie znalez¢ prosta, najlepiej pasujaca do
uzyskanych danych, metoda najmniejszych kwadratow opi-
sana w rozdziale 6).

Zat6ézmy, ze wykonano pomiary zaleznosci natezenia pradu I od
napiecia elektrycznego U dla miniaturowego metalizowanego re-
zystora o mocy 0,25W o nominalnej wartosci 562 o tolerancji
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10%. Wyniki pomiaréw oraz wartosci bledéw granicznych mie-
rzonych wielkosci wielkosci Al i AU przedstawiono w tabeli 2
(wyniki zapisano w ukladzie poziomym, poniewaz zajmuja mniej
miejsca):

Tablica 2. Tabela wynikéw pomiaréw zaleznosci natezenia pradu od
napigcia dla rezystora 56€2. Napiecie zmierzono multimetrem analo-
gowym klasy 2%, natezenie pradu multimetrem cyfrowym o bledzie
granicznym 1%+dwie cyfry.

zakres | mA | 2,00 | 200 | 200 | 200 | 200 | 200 | 200
I mA | 0,02 | 25 37 66 | 76 | 104 | 114
AT |mA |002| 23 | 24 | 2,7 3 3 3
zakres | V 3 3 3 3 10 | 10 | 10
U \Y 0 | 1,10 |215]295| 39 | 51| 6,3
AU vV 10,06 | 0,06 0,06 0,06 0,11 0,1] 0,1

Rezystancja wyznaczona na podstawie pojedynczego pomiaru
63V — (), 055k z ble-

114mA
6,34+0,1

dem granicznym AR = Ry — Rpin gdzie Ry = 75 =

57,7 oraz Ry = 2=%1k0 = 53,00, czyli AR = 4,7Q ~ 5Q.
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Metode wyznaczenia niepewnosci zgodnie z zasadami ISO (patrz

dla napiecia najwiekszego wyniesie R =

rozdziat 1.7) podano w rozdziale 5. Metoda najmniejszych kwa-
dratow (rys.5) otrzymujemy rezystancje rowna 52, 5k€) z odchy-
leniem standardowym 3, 1€2.



y = 0,0524578x — 0,0911783
o] R? = 0,982017 s>

napiecie elektryczne / V

T
20 40 60 80 100 120

nazezenie pradu / mA

Rysunek 5. Wyniki pomiaréw zaleznosci natezenia pradu od napie-
cia dla rezystora o mocy 0,25W o nominalnej wartosci 56€2. Wyniki
pomiaréw zaznaczone sg jako punkty ze stupkami bledéw. Prosta
jest wykresem réwnania liniowego uzyskanego metoda najmniejszych
kwadratéw, powyzej wykresu zapisane jest réwnanie tej proste. Dane
do wykresu przedstawione sa w tabeli 2

1.7. Niepewno$é, podstawy prawne, publikacje i
dokumety

Zasady szacowania niepewno$ci zostaly ujete jako zalecenia
ISO (International Organization for Standarization www.iso.org)
[28]. Podstawowy dokument prezentujacy zasady wyznaczania
niepewnosci zatytutowany jest: ,Guide to Expression of Uncerta-
inty in Measurement, ISO/BIPM” (skrét angielski GUM, lub GU-
IDE) i wydany jest przez BIPM (Bureau International des Poids
et Mesures). Jest to praca zbiorowa ekspertéw powolanych przez
BIPM [29]. Wszelkie dokumenty wydawane przez BIPM dostepne
sa na stronie internetowej BIPM: http://www.bipm.org/. Doku-
menty wydawane przez [SO nie sg obowigzujacym bezwzglednie
prawem, ale zasad zawartych w tych dokumentach przestrzega
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Gléwny Urzad Miar, PCA (Polskie Centrum Akredytacji®) i sa
przestrzegane w przemysle. W publikacjach naukowych w dzie-
dzinie fizyki mozna stosowaé¢ kazdg dobrze uzasadniong metode
szacowania niepewnosci (mozna uzywac starej teorii btedéw), ale
w technice (zar6wno w przemysle jak i w publikacjach) obowia-
zuja zasady ISO, poniewaz normalizacja jest podstawg wymiany
informacji i zapewnia jako$¢ wyrobow.

Dokument dotyczacy analizy niepewnosci zostat ratyfikowany
przez Gtowny Urzad Miar Rzeczypospolitej Polskiej i wydany po
polsku z tytutem ,Wyrazanie niepewnosci pomiaru. Przewod-
nik” [27] (w skrocie ,Przewodnik ).

,specyficzny” sposob dziatania w Polsce tzw. Prawa Autorskiego

Niestety ze wzgledu na

jest dostepny dla uzytkownikéw jedynie w bibliotece (naktad jest
wyczerpany a nie mozna go umiesci¢ na stronie internetowej).
Wersja angielska (wydanie najnowsze) dostepna jest na stronie
internetowej BIMP [29].

Podstawowe terminy metrologiczne zdefiniowane zostaty w do-
kumencie pt: ,Miedzynarodowy stownik podstawowych i ogol-

nych terminéw metrologii” [15] wydanym przez BIPM.

Zgodnie z Przewodnikiem podstawg opracowywania danych
empirycznych sg metody statystyczne.

13Zgodnie z opisem na stronie www.pca.gov.pl ,,Polskie Centrum Akredy-
tacji jest krajowa jednostka akredytujaca upowazniong do akredytacji jed-
nostek certyfikujacych, kontrolujacych, laboratoriéw badawczych i wzorcu-
jacych oraz innych podmiotéw prowadzacych oceny zgodnosci i weryfikacje
na podstawie ustawy z dnia 30 sierpnia 2002 r. o systemie oceny zgodnosci.”



1.8. Blad, warto$¢ prawdziwa, blad systematyczny i
przypadkowy

Przewodnik 1SO [27] zaleca aby parametrem charakteryzuja-
cym doktadnos¢ pomiaru byta niepewnosé rowna odchyleniu stan-
dardowemu. Przewodnik zaktada, ze pojecie btedu powinno by¢
wyeliminowane z uzycia jednak w celu wyjasnienia metod charak-
teryzowania niedoktadnosci pomiarowych pojecia zarowno btedu
jak i niepewnosci dobrze jest zdefiniowaé¢. Postugiwanie sie¢ po-
jeciem bledu ma dtugg tradycje, a takze podzial btedow na sys-
tematyczne i przypadkowe dobrze reprezentuje zjawiska fizyczne
opisujace rézne mechanizmy bledow.

Kazdy wynik pomiaru jest przyblizeniem (czyli estymata) war-
tosci mierzonej. Blad jest roznicg pomiedzy wartoscig zmierzong
(estymata warto$ci mierzonej) i wartoscia estymowang (nazywana
prawdziwa lub poprawna):

Ar =7 — x9 (6)

xro — warto$¢ prawdziwa (warto$¢ poprawna - wynik pomiaru,
ktéry uzyskano by w idealnych warunkach),
T — estymata wartosci mierzonej (odczytana z przyrzadu lub wy-
znaczona z serii odezytow,)
Az — blad prawdziwy!? (krétko - btad).

Réwnanie (6) opisuje zwiazek pomiedzy estymata wartosci
zmierzonej a wartoscia estymowang czyli prawdziwa.

4Podkreslenie, ze jest to ,blad prawdziwy” ma oznaczaé, ze nie jest to
btad maksymalny ani niepewnos¢ a prawdziwa réznica pomiedzy wynikiem
pomiaru a wartoécia prawdziwa.

22

Wartos¢ prawdziwa jest wartoscig hipotetyczng wielko$ci mie-
rzonej, jaka bysmy uzyskali gdyby przyrzady i warunki pomiaru
byty idealne. Poniewaz nie wiemy, czy jest to mozliwe wiec me-

715 Wartosci

trolodzy czesto uzywaja pojecia ,wartos¢ poprawna
prawdziwej ani btedu prawdziwego nie znamy i mozemy jedynie
wyznaczy¢ miary charakteryzujace wielko$¢ btedu, zgodnie z za-
leceniami ISO taks miarg jest niepewnosc.

Nalezy podkresli¢, ze prawa fizyki i rownania fizyki zapisuje sie
dla wartosci prawdziwych.

Za wzgledu na nature zjawisk wplywajacych na btedy btedy
mogg by¢ podzielone na systematyczne i przypadkowe. Klasy-
fikacja zrédet btedu podana w Przewodniku ISO jest odmienna
polega na podziale wedtug metod wyznaczania sktadowych nie-
pewnosci, metody dzieli sie na statystyczne i inne (eksperckie).
Podzial ten nie pokrywa sie z podziatem na bledy systematyczne
i przypadkowe poniewaz dotyczy metody analizy btedéw przy za-
tozeniu, ze wszystkie rodzaje btedow moga by¢ modelowane jako
przypadkowe.

W tym rozdziale przedstawiony bedzie model analiz btedu przy
zachowaniu podziatu na btedy przypadkowe i systematyczne. Mo-
del ten moze pomoc w zrozumieniu modelu obowigzujacy w zasa-
dach ISO, w ktérym podziat ten zostanie zamieniony na podziat
wedtug metod estymacji rozktadu prawdopodobienstwa (rozdziat

I5W literaturze fizycznej czasem uzywa sie pojecia ,wartosé rzeczywista”,
pojecie to jednak w literaturze angielskiej oznacza co innego. Warto$¢ rze-
czywista jest kazda wartoscia okre$lona poprzez pomiar ,rzeczywisty” (czyli
fizyczny), a nie jest warto$cia umowna (jak np. w ekonomii). W tym sensie
kazde wskazanie przyrzadu pomiarowego jest rzeczywiste (a nie umowne) ale
nie musi by¢ prawdziwe.



1.9 na stronie 26 i rozdzial 5 na stronie 72).

Zakladamy, ze btedy sa addytywne (podobnie jak w rozdziale
5.4.8) dlatego btad Ax moze by¢ przedstawiony jako suma sktad-
nikéw!®: sktadowej przypadkowe e i sktadowej systematycznej
Agx:

AX =e+ Apx (7)

gdzie: e—zmienna losowa reprezentujaca btad przypadkowy (btad
przypadkowy z zalozenia jest zmienna losowa), Aoz — btad sys-
tematyczny bedacy liczbg, AX - zmienne losowa reprezentujaca
btedy (zmienne losowe zapisujemy literami wielkimi).

Sktadowa przypadkowa e obserwowana jest jako fluktuacje wy-
nikéw pomiaru, czyli poprzez rozrzut wynikéw. Skladowa sys-
tematyczna Az nie zmienia sie w kolejnych pomiarach i mozna
jedynie posrednio wnioskowaé o jej istnieniu. Wiedza o sktado-
wej systematycznej pochodzi z analizy przyrzadu pomiarowego,
z poprzednich doswiadczen i danych producenta. Fluktuacje po-
miarowe opisuje sie modelem probabilistycznym, tak wiec pomiar
opisujemy zmienng losowa X, ktorg mozemy wyrazi¢ jako sume
wartodci prawdziwe] xg i btedu AX, ktéry jest zmienng losowsa:

Wielka literg X oznaczamy zmienng losowa, ktéorej warto$ciami
sg wyniki pomiaru Z.

Réwnanie powyzsze jest pozornie identyczne z réwnaniem (6),
réznica polega na tym, ze réwnanie (8) zapisane jest dla zmien-

167 addytywnoéci wynika, ze btad moze by¢ przedstawiony jako suma do-
wolnych sktadnikow, w szczegdlnosci moga to by¢ sktadniki wyrdznione po-
przez wladciwosci probabilistyczne.
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nych losowych a réwnanie (6) dla wartosci uzyskanych w konkret-
nym pomiarze. Roéwnanie (8) jest probabilistycznym modelem
pomiaru i jest podstawa wyznaczania niepewnosci (patrz rozdziat
5.1).

Zasada podziatu jest jednoznaczna dla ustalonego modelu pro-
babilistycznego i okresla ja nastepujaca definicja.

Definicja 1 (Btad przypadkowy). Sktadowa btedu ¢ we wzorze
(7) jest sktadowa przypadkowa jesli spelnia warunek, ze jej war-
tos¢ oczekiwana sktadowej wynosi zero:

E(z)=0 9)

7 tej definicji wynikaja dwie wlasciwosci btedéw, zapiszemy je
w postaci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Blad systematyczny i przypadkowy spetniaja
nastepujace réwnosci:
1) Btad systematyczny jest roznica pomiedzy wartoscia oczeki-
wana a wartoscia prawdziwa:

Apx = E(X) — xg (10)

2) Btad przypadkowy jest réznica pomiedzy wynikiem pomiaru
a wartosci oczekiwana:

e=X— B(X) (11)

Relacje pomiedzy bledem systematycznym i przypadkowym a
warto$cia oczekiwana mozna przedstawi¢ na rysunku (rys. 6).
Blad systematyczny jest réznicg pomiedzy wartoscia oczekiwang



a wartodcig prawdziwg, a btad przypadkowy opisuje odchylenie
wyniku pomiaru od wartosci oczekiwanej, ktorg mozna w tym
momencie rozumie¢ jako srednig z nieskonczonej liczby pomiarow
(jest to wazna wtasciwosé wartosci oczekiwanej 3.7.3).

Agx &

Rysunek 6. Blad systematyczny i przypadkowy i-tego pomiaru. x;-
wynik i-tego pomiaru, £;-blad przypadkowy i-tego pomiaru.

Aby udowodni¢ twierdzenie 1 trzeba skorzysta¢ z tego, ze war-
toé¢ oczekiwana jest operacja liniowa (patrz rozdzial 3.7.3) !7:

EX+Y)=EX)+E(Y) oraz E(aX)=aFE(X) (12)

gdzie X, Y - dwie zmienne losowe, a - dowolna liczba rzeczywista,
E(X) - wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X (definicja dana
jest wzorem (68) w rozdziale 3.7 na stronie 48).

W celu udowodnienia wzoru (10) nalezy wstawié¢ wzér (7) do

wzoru (8):
X =x9+e+ Aoz (13)
Wartosé oczekiwana tego wyrazenia wynosi:
E(X)=FE(xo+e+ Agx) = E(xo) + E(e) + E(Agx) (14)

"W celu zrozumienia tej czeéci dobrze jest przeczytaé te obliczenia po
przestudiowaniu rozdziatu 3
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Poniewaz warto$¢ oczekiwana liczby jest ta liczba: F(xg) = xg
0,

oraz E(Agx) = Agz, oraz z definicji 1 mamy E(e) = 0, wiec
otrzymujemy:
Przeksztalcajac powyzszy wzér otrzymujemy réwnanie (10)

Aoz = E(X) — (16)

Obu wielko$ci nie znamy ale mozemy oszacowaé statystyczne es-
tymatory (co bedzie opisane w dalszych rozdziatach).

W celu wyprowadzenia réwnania (11) réwnanie (10) wstawimy
do réwnania (13):

X=xg+e+EX)—xy=c+ FE(X) (17)

Po przeksztatceniu otrzymujemy réwnanie (11), czyli btad przy-
padkowy jest réznicg pomiedzy wynikiem pomiaru a wartoscia
oczekiwang:

e =X — E(X) (18)

Btad przypadkowy opisuje wiec odchylenie od wartosci oczekiwa-
nej, natomiast btad systematyczny - odchylenie wartosci oczeki-
wanej od wartosci prawdziwej, pokazano to na rysunku 6.

Rozwazmy teraz nie jeden pomiar a serie pomiaréw jak to po-
kazano na rysunku 7. Wyniki pomiaréw oznaczymy x; (i-numer
pomiaru), wartosci te sa realizacja zmiennej losowej X w réwna-
niu (8). Do pojedynczego pomiaru mozemy zastosowaé réwnanie
(6), kazde powtérzenie pomiaru (w warunkach niezmienionych)
moze da¢ inny wynik z powodu btedéw przypadkowych, mozemy
zapisac:

x; = Ax; + xp (19)



gdzie x; jest i-tym pomiarem, Az; jest bltedem i-tego pomiaru.
Réwnanie (19) jest réwnaniem (8) dla i-tego pomiaru czyli dla
i-tej realizacji zmiennej losowej X. Istotg modelu probabilistycz-
nego jest to, ze wyniki pomiaru mozemy matematycznie opisaé
jako realizacje zmiennej losowej (wartosci zmiennej losowej).
Ax; jest bledem i-tego pomiaru. Blad i-tego pomiaru mozna
roztozy¢ na dwie sktadowe: przypadkowq ¢; i systematyczng Agx:

Ax; =¢;+ Aoz (20)

Btad systematyczny jest taki sam dla kazdego pomiaru (w serii
o niezmienionych warunkach!®, natomiast sktadowa przypadkowa
jest inna dla kazdego powtérzenia pomiaru.

Powtarzajac wyprowadzania przedstawione powyzej (wzér (11)
pokazujemy, ze btad przypadkowy ¢;, i-tego pomiaru réwny jest
roznicy wartosci zmierzonej z; i wartosci oczekiwanej E(X) (czyli
wartosci $redniej z nieskoriczenie duzej ilosci pomiaréw):

g =x; — E(X) (21)
Blad systematyczny jest taki sam dla kazdego pomiaru, czyli Agz
réwny jest réznicy wartosci oczekiwanej E(X) i wartosci praw-
dziwej ¢, co opisuje rownanie (10). Poniewaz nie znamy ani war-
tosci oczekiwanej F(X) ani wartosci prawdziwej zo wiec zachodzi
koniecznos$¢ szacowania niepewnosci charakteryzujacej btad sys-
tematyczny na podstawie analizy zrodet btedow.

W praktyce pomiar wykonujemy skonczona liczbe razy i nie
znamy wartosci oczekiwanej, a jedynie Srednig ze skonczonej

BWarunki te nazywamy warunkami powtarzalnosci
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X

i-ty pomiar X

-

s
blad i-tego pomiaru A X, < >. i bIB,d przypadKOWy

wartosé srednia X,, L »

A X, blad wartosci $redniej
warto$¢ oczekiwana FE (X )——»

wartoéé prawdziwa X, S

A X, biad systematyczny

Rysunek 7. Btlad i jego skladowe. Na rysunku oznaczono: wyniki
pomiardéw - cienkimi kreskami, wartos¢ prawdziwa xy zaznaczona jest
grubsza kreseczka, warto$é¢ oczekiwana - E(X), klamrami zaznaczone
sa bledy i-tego pomiaru Ax;, blad systematyczny Axg i blad przy-
padkowy i-tego pomiaru €;; oznaczono tez $rednia z pomiaréw i blad
wartosci $redniej

liczby pomiaréw. Wartosé srednia ze skonczonej liczby pomiaréw
zawsze rozni sie od wartosci oczekiwanej, roznica ta jest btedem
wartosci éredniej (rys. 7). Blad wartosci sredniej empirycznej z N
pomiarow Az, rowny jest roznicy wartosci sredniej x4, 1 wartosci
oczekiwanej F(X):

Axg = x4 — E(X) (22)
gdzie warto$¢ Srednia réwna jest
1

Blad wartosci éredniej Axg, dla kazdej serii pomiarowej jest
inny, jest wigec zmienng losowa. Miarg btedu wartosci sredniej



niepewnosé¢ standardowa réwna odchyleniu o(Azg,.). Odpowied-
nie definicje i wlasno$ci wartosci oczekiwanej E(X) i wartosci
sredniej i odchylenia standardowego opisane sa w rozdziale 4.

Podziat btedéw na sktadowa systematyczng i przypadkowa za-
lezy od tego, jak zdefiniujemy zmienng losows i rozktady prawdo-
podobienstwa czyli od tego jak okreslimy warunki pomiaru. Wa-
runki pomiaru okreslaja czynniki powodujace niepowtarzalnosé
pojedynczych pomiaréw (czyli rozrzut danych). Rozpatrzymy to
na przyktadzie.

Przyktad 13 (Pomiar napiecia woltomierzem i zbiorem wolto-
mierzy). Je$li wykonamy pomiar jednym woltomierzem N razy,
to fluktuacje zwiazane z zaktdceniami tworza btad przypadkowy,
a blad przyrzadu (btad aparaturowy), wynikajacy z niedoktadno-
Sci jego dziatania, bedzie btedem systematycznym. Jednak jesli
wykonamy serie pomiaréow, tak, ze kazdy pomiar wykonamy in-
nym egzemplarzem przyrzadu tego samego typu, pojawi sie skta-
dowa przypadkowa zwigzana z tym, ze egzemplarze przyrzadow
roznig sie.

Gdy wykonujemy serie pomiaréow jednym przyrzadem to dane
producenta dotyczace niepewnosci traktujemy jako btad gra-
niczny systematyczny (o ile producent nie podal innych informa-
cji). Gdy wykonamy serie pomiaréw, ale z wykorzystaniem wielu
przyrzadow, to czes¢ bledu systematycznego stanie si¢ zmienng
losowa (zostanie zrandomizowana) poniewaz kazdy przyrzad ma
inne (chociaz zazwyczaj state w czasie) bledy. Zazwyczaj trudno
jest okresli¢ jaka czes¢ bledéw ma nature systematyczna, a jak
przypadkows. Ustalenie tego wymaga dodatkowych porownan
wykorzystywanego przyrzadu z przyrzadem wzorcowym wyzszej
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klasy.

Podzial na btedy systematyczne i przypadkowe zalezy wiec od
sposobu okreslenia zbioru zdarzen elementarnych, dlatego tez ze-
spot powotany przez ISO zdecydowal sie na podziat ze wzgledu
na metode estymacji niepewnosci.

1.9. Modele niepewnosci i metody jej wyznaczania

Zgodnie z Przewodnikiem ISO [27] wszystkie sktadowe i ro-
dzaje btedow nalezy opisywaé jako zmienne losowe (czyli w mo-
delu probabilistycznym). Sktadowe bledu ktére w konkretnym
eksperymencie nie sg obserwowane jako przypadkowe nalezy opi-
sa¢ réwniez jako zmienne losowe przez przypisanie tym sktado-
wym rozktadu prawdopodobienstwa a priori, postulowanego na
podstawie rozwazan teoretycznych. Procedure te mozna nazwac
,sandomizacja btedu systematycznego”.

Parametrem charakteryzujacym ilosciowo wszystkie rodzaje
btedoéw jest niepewnos¢ rowna odchyleniu standardowemu mie-
rzonej wielkosci (patrz rozdz. 4). Przewodnik 1SO [27] podaje, ze
,NIEPEWNOSC POMIARU jest parametrem, zwigzanym z wy-
nikiem pomiaru, charakteryzujacy rozrzut wartosci, ktory mozna
w uzasadniony sposob przypisa¢ wielko$ci mierzonej”.

Wartosci prawdziwej i bledu nie znamy, mamy tylko od-
czyty z przyrzadu i wyniki analizy tych odczytéow (np. wartosé
srednia). Gdyby$my mogli wyznaczy¢ btad to nie byloby btedu,
bowiem znany btad bytby korekta i mozna by ustali¢ poprawny
wyniku pomiaru i znalibysmy warto$é¢ prawdziwa. Mozemy jedy-
nie oszacowaé jaki§ parametr charakteryzujacy wielko$¢ bledu i



jak wyzej podkreslono, takim parametrem jest niepewnosé¢ zdefi-
niowana jako odchylenie standardowe. W analizie danych mato
doktadnych czesto dla uproszczenia operuje sie tez bledem gra-
nicznym opisujacym maksymalng spodziewang wartosé¢ btedu.

W praktyce wykorzystujemy nastepujace miary btedu, czyli ro-
dzaje niepewnosci:

1) blad graniczny czyli maksymalna spodziewana (w ramach
posiadanej wiedzy) wartosé btedu,

2) Niepewnos¢ standardowa réwna odchyleniu standardowemu
zmiennej losowej opisujacej pomiar,

3) niepewnosé rozszerzona réwna promieniowi przedziatu ufno-
Sci estymatora wartosci oczekiwanej, dla ustalonego poziomu

ufnosci'?.

Terminu blgd uzywaé bedziemy w celu opisu tego, ze nie znana
jest warto$¢ prawdziwa (ani wartos¢ dokladna). wartosci bledu
nie mozna wyznaczy¢, nie mozna jej zmierzy¢ ani obliczy¢?. Mo-
zemy mowi¢ o zroédtach btedéw i klasyfikowaé bledy ze wzgledu
na rodzaje zjawisk odpowiedzialnych za sktadowe btedow. Zazwy-
czaj zaktada sie, ze btad catkowity jest sumag sktadowych btedow
pochodzacych od réznych zjawisk (patrz wzor (177) w rozdziale
5.5). Dla sktadowych bledéw szacujemy odpowiednie niepewno-
Sci. Niestety niepewnosci nie sa addytywne i nie mozna ich zwy-
czajnie (czyli jak liczby) dodawaé. Zasady sktadania niepewnosci
wynikaja ze wzoru na odchylenie standardowe sumy zmiennych

YPojecia tu uzyte zdefiniowane sa w rozdziale 4

20Mozliwy jest model bledu pozwalajacy na obliczenie sktadowej btedu. W
takim przypadku blad staje sie poprawka ktéra pozwala na korekcje wyniku
pomiaru.
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losowych (wzér (86)) i zazwyczaj maja postaé twierdzenia Pita-
gorasa czyli pierwiastka sumy kwadratoéw z niepewnosci sktado-
wych (réwnanie (178)). Odpowiednie wzory przedstawione beda
w rozdziale 5.5.

Na podstawie wynikéw pomiaréw wyznaczamy dwie wielkosci
charakteryzujace wlasciwosci badanego obiektu (zjawiska):

1) estymate?! wartosci wielkosci mierzonej??,
2) niepewnosé.

W praktyce pomiarowej mamy do czynienia z dwoma sytu-
acjami, ktore trzeba potraktowac osobno:

1) pomiar wykonujemy jednokrotnie i mamy jedna liczbe od-
czytana z przyrzadu,

2) pomiar wykonujemy wielokrotnie i mamy serie danych po-
miarowych.

Przypadek pierwszy dotyczy pomiaru jednostkowego wykonywa-
nego przyrzadem, ktory nie jest wyposazony w procesor wykonu-
jacy serie pomiaréw a nastepnie wykonujacy usrednianie i obli-
czenia odchylenia standardowego. Jesli przyrzad wyposazony jest
w procesor, ktory analizuje dane, usrednia i oblicza odchylenie
standardowe to stosuja si¢ zasady opisane dla drugiego punktu.

Niepewnos¢ wyznaczamy, w kazdym z powyzszych przypadkow
nastepujaco:

(1) Gdy mamy pomiar jednostkowy (jeden wynik pomiaru) nie-
pewnos¢ szacuje si¢ w nastepujacy sposob:

2l Estymata oznacza warto$é przyblizona.
22Wielko$¢ zmierzona nazywana jest w metrologii mezurandem



(a) Na podstawie danych producenta i wtasnej analizy
uktadu pomiarowego wyznacza sie btad graniczny A,z (btad
instrumentalny), jako maksymalna mozliwa warto$¢ btedu.
(b) Na podstawie wiedzy o uktadzie pomiarowym i zjawi-
skach zachodzacych w aparaturze ustala sie rozktad prawdo-
podobienstwa a prior: mozliwych wartosci btedu. Zazwyczaj
zaktada sie rozktad jednostajny.
(c) Dla wartosci btedu granicznego i zadanego rozktadu
a priori wylicza sie odchylenie standardowe. Jedli zalo-
zymy rozktad jednostajny btedéw to odchylenie standardowe
(i tym samym niepewnosé¢ standardowa) wyniesie o(X) =
\%Amx.

(2) Jesli wynikiem pomiaréw jest seria danych (pomiar wykonu-
jemy wielokrotnie) to zaktada sie ze:

— estymatg wartosci wielkosci mierzonej jest $rednia z da-
nych pomiarowych

— niepewnos$¢ wyraza sie jako niepewnos$¢ standardowa i
szacuje sie (zawsze w sposOb przyblizony) jako odchy-
lenie standardowe $éredniej (patrz wzér (140)).

Blad graniczny A,,(x) jest maksymalng wartoscia bltedu Az
(réwnanie (6)) jaki moze sie zdarzy¢ podczas pomiaru, warto$é
maksymalng szacujemy na podstawie wiedzy o przyrzadzie i me-
todzie pomiarowej. Blad graniczny mozna zdefiniowaé réwna-

niem:

A, () = max{Az = & — x¢ : T jest mozliwym wynikiem pomiaru}
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Zazwyczaj producenci aparatury okreslajg sposob wyznaczania
btedu granicznego i podaja zasady jego wyznaczania. W praktyce
zamiast oznaczaé¢ blad jako A,z (czyli ze wskaznikiem m) uzy-
wamy oznaczenia Axr w domysle pamietajac, ze mozna okresli¢
btad graniczny a nie jego wartos¢. Jesli wigc w opisie przyrzadu
podana jest wartos¢ btedu: ,btad wynosi Az” to oznacza, ze po-
dany jest btad graniczy. Jesli natomiast uzyty jest termin ,btad
statystyczny” to zazwyczaj oznacza, ze podane jest odchylenie
standardowe. Przypomnijmy, ze warto$ci btedu nie znamy, ana-
liza niepewno$ci polega na szacowaniu odchylenia standardowego
i bledu granicznego (wartosci maksymalnej btedu).

Odchylenie standardowe wartosci sredniej z danych empirycz-
nych szacuje sie na podstawie dwoch Zrodet informacji:

(A) serii pomiaréw (dane pomiarowe), na tej podstawie mozna
wyznaczy¢ rozktad empiryczny prawdopodobiefistwa (roz-
ktadu a posteriori)

(B) rozktadu prawdopodobienstwa a priori opisujacego sktadowe
btedéw nieobserwowanych w serii pomiarowej (sktadowe,
ktére na powoduja rozrzuty danych) i wynikajacego z mo-
delu powstawania tych sktadowych btedow.

Szczegbdly wyznaczania skladowych niepewnosci zgodnie z
Przewodnikiem ISO opisane beda w nastepnym rozdziale. Uzyte
wzory wyprowadzone beda w rozdziatach 3 i 4 podwieconym pod-
stawom probabilistyki i statystyce matematycznej.



2. ELEMENTY TEORII POMIARU

Pomiar jest operacja empiryczng przyporzadkowywania obiek-
tom liczb (lub innych obiektéw matematycznych takich jak wek-
tory czy tensory), ktére opisuja badane obiekty. Pomiar pozwala
na ilo$ciowy opis zjawisk niezbedny w fizyce. Aby pomiar spetniat
swoja funkcje nalezy rozpatrzy¢ nastepujace aspekty pomiaru:

1) wynikiem pomiaru jest wartos¢ wielkodci mierzonej wyrazo-
nej w okreslonej jednostce, razem z niepewnoscia, co oznacza,
ze nie mozna podawaé wartosci liczbowej opisujacej wartosé
mierzonej wielkoéci bez niepewnosci. Niepewno$¢ razem z
wartoscia zmierzong stanowia wynik pomiaru

2) wyniki pomiar6w powinny reprezentowa¢ poprawnie badane
obiekty, czyli bedace wynikiem pomiaréw powinny opisywac
relacje empiryczne pomiedzy obiektami.

Z punktu widzenia matematyki wymog ,,poprawnego reprezen-

towania’ 23

oznacza, ze odwzorowanie pomiarowe ® (wzor (1)) jest
homomorfizmem?* struktur: struktury empirycznej w strukturze
algebraiczne;j.

W jezyku matematyki pomiar opiszemy jako odwzorowanie z
dziedziny obiektow w dziedzine liczb (lub innych struktur mate-
matycznych). Jesli ograniczymy si¢ do pomiaréw, ktérych warto-
sci mierzonych wielkosci sg liczbowe pomiar opiszemy odwzoro-

23 Poprawnoé¢ reprezentacji” jest pojeciem filozoficznym ale mozna to po-
jecie matematycznie zdefiniowaé i zbudowaé precyzyjne kryterium poprawnej
reprezentacji.

24Homomorfizmem nazywamy odwzorowanie, ktére zachowuje strukture,
patrze definicje w rozdziale 2.3.
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waniem:

OV R (24)

gdzie ® jest odwzorowaniem pomiarowym opisujacym empi-
ryczng procedury przyporzadkowywania obiektom liczb?, V' jest
zbiorem obiektéw empirycznych, oraz n jest liczbg parametrow
opisujacych badane obiekty.

R™ jest n-krotnym produktem kartezjanskim liczb rzeczywi-
stych R. Zazwyczaj wynik pomiaru jest para: warto$¢ wielkosci,
niepewnosé¢ (czyli n = 2), taki przypadek zostal przedstawiony
na rysunku 8.

niepewnosé ,

Odwzorowan
¥(a)

e

—>

»
L

Wartos¢ wielkosci

Obiekt a

Rysunek 8. Schemat pomiaru jako odwzorowania ¥ ze zbioru obiek-
téw V w plaszezyzne liczb rzeczywistych R? opisujaca pare (wartosé
wielkosci, niepewno$é). Wynikiem pomiaru dla obiektu a € V jest
U(a) = (P(a),u(a)), P(a) - wartosé¢ wielkosci, u(a) - niepewnosé.

Przyktad 14 (Pomiar masy na wadze elektronicznej). Pomiar
masy wagg elektroniczng polega na umieszczeniu wazonego ciata

25We wzorze (1) odwzorowanie to oznaczyliémy ®, co oznacza, ze ®,; re-
prezentuje wielko$¢ k, tutaj pominiemy indeks x zakladajac, ze opisujemy
pomiar jakiej$ wielkosci fizycznej bez szczegdlnego podkreslenia jak to wiel-
kosé



na szalce wagi i odczytaniu wartosci masy. Waga elektroniczna
dziata na zasadzie wagi sprezynowej z elektronicznym odczytem
wielkosci odksztalcenia sprezyny. W wadze takiej element sprezy-
sty ulega odksztatceniu pod wplywem sily ciezaru ciata (czyli sity
przyciagania grawitacyjnego) umieszczonego na szalce. Pomiar
odksztaltcenia elementu sprezystego polega na pomiarze zmian re-
zystancji czujnika tensometrycznego umieszczonego na elemencie
sprezystym, zmiany rezystancji skaluje si¢ bezposrednio w jed-
nostkach masy. Caty taki uktad pomiarowy wykonuje funkcje,
ktora przyporzadkowuje mierzonemu ciatu liczbe bedaca masa
tego ciata. Funkcje ta oznaczymy symbolem ®,, i nazwiemy ja
odwzorowaniem pomiarowym masy lub krétko masg, .

Liczby, ktére opisuja obiekty rzeczywistosci, powinny opisywaé
relacje pomiedzy obiektami oraz operacje empiryczne jakie mozna
wykonywaé na obiektach. Rozwazymy to na przyktadzie pomiaru
dhugosci.

Przyktad 15 (pomiar dtugosci linijka). Dlugo$é mierzymy przez
poréwnanie ze wzorcem jakim jest linijka. Wartos¢ liczbowa (np.
w metrach) powinna odzwierciedlaé relacje jakie mozemy zaob-
serwowa¢ empirycznie. Bezposrednio przez poréwnanie mozna
stwierdzi¢, ktore ciato jest dhuzsze, ciato dtuzsze powinno miec¢
wiekszg dhugos¢. Podobnie ciala mozna sktadaé¢ i chcemy aby
ciato ztozone z dwoéch cial (odpowiednio doktadnie) miato diu-

gos¢ réwna sumie dlugosci tych ciat.
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2.1. Wielko$ci fizyczne, mezurand

Wielkosé fizyczna jest to cecha obiektu (ciata, zjawiska lub sub-
stancji), ktéra moze by¢ wyznaczona ilosciowo. Wielkosci fizyczne
sa parametrami réwnan opisujacych zjawiska fizyczne. Przykta-
dem wielkosci jest masa, czas, dlugos¢ itp. W jezyku matema-
tycznym wielko$é reprezentowana jest funkcja (oznaczymy ja @,
), ktéra przyporzadkowuje obiektom liczby bedace miarami wiel-
kosci dla danego obiektu (patrz wzér (1)):

Vo RxW (25)

gdzie ®,— funkcja pomiaru reprezentujaca wielko$¢ fizycznag k,
V' — zbiér obiektéw lub stanow obiektow, R — liczby rzeczywi-
ste okreslajace wartos¢ wielkosci mierzonej, W — zbiér wymiarow
mierzonych wielko$ci reprezentujacych rodzaj wielkosci jednostke
(np., metr, kg, sekunda itd.). Symbol x - oznacza produkt kar-
tezjanski (zobacz definicja 10 na stronie 35, oraz w [9]).

Réwnanie (25) jest uogélnieniem réwnania (28), uwzglednia to,
ze kazdy wynik pomiaru jest wielkoscia mianowana (z podana
jednostka).

W fizyce i metrologii wyrézniamy wielkosci podstawowe 1 wiel-
kosci pochodne Wielkosciami fizycznymi podstawowymi sa wiel-
kosci definiujace uktad jednostek SI: czas, dtugos¢, masa, nate-
zenie pradu elektrycznego, temperatura, radian, steradian i kan-
dela. Przyktadami wielkosci pochodnych sa: predkosé¢, napigcie
elektryczne, rezystancja elektryczna, cisnienie itp.

Wielkos¢ mierzona nazywamy w metrologii mezurandem.

Definicja 2. Mezurandem nazywamy wielkos$¢ fizyczna wraz z:



e procedurami pomiarowymi,

e warunkami pomiaru okreslonymi poprzez przez parametry
srodowiska i narzedzi pomiarowych,

e zasadami wyznaczania zadanej wielkosci na podstawie po-

miaréw bezposrednich.
e wzorcami (definicjami wzorcow wielkosci podstawowych i

prawami fizyki definiujagcymi wielko$¢ mierzona)

W podrecznikach fizyki podaje sie zazwyczaj definicje wielkosci
fizycznych bez doktadnego opisu warunkow pomiaru oraz wzor-
céw niezbednych do wykonania pomiaréw. W metrologii istotne
sg warunki pomiaru i wzorce dlatego wprowadzono pojecie me-
zurandu.

Podstawowa zasada pomiaru jest poréwnanie (komparacja)
wtadciwosci mierzonego obiektu z wtasciwosciami wzorca. Zasada
tego poréwnania definiuje mierzong wielkos¢. Wielko$ci mierzone
bezposredni zdefiniowane sa przez zasade komparacji. Np. tem-
peratura zdefiniowana jest przez rownowage termiczna: dwa ciata
w rownowadze termicznej maja ta sama temperature. Podobnie
dlugosé definiujemy przez metode poréwnania dlugosci (metoda
zdefiniowana jest przez bezposrednia obserwacje zmystowa). W
rozdziale 9 podane sg definicje wazniejszych wielkosci fizycznych.

2.2. Pomiar jako komparacja

Podstawowym sktadnikiem kazdego pomiaru jest poréwnanie
wielko$ci mierzonej ze wzorcem. Uktad pomiarowy sktada sie
zazwyczaj z przetwornika wielkosci wejsciowej i komparatora.

Definicja 3 (Przetwornik). Przetwornikiem jest dowolny obiekt
fizyczny, ktory pod wpltywem jednej wielkosci fizycznej (sygnatu
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wej$ciowego) zmienia swdj stan tak, ze mozna obserwowaé zmiany
parametrow przetwornika, te zmiany nazywamy sygnatem wyj-
sciowym.  Przetwornik zazwyczaj opisujemy odwzorowaniem
(oznaczymy je h), ktore wielkosci wejsciowej = przyporzadkowuje

warto$¢ wyjsciowa y = h(z).

Symbolem przetwornika jest ,pudetko” z wejsciem i wyjsciem
(rys. 9).

Definicja 4 (Komparator). Komparatorem jest uktad fizyczny
pozwalajacy na poréwnanie dwoch wartosci wielkosci mierzonej.
Uktad taki posiada dwa wejscia sygnalowe i jedno wyjscie infor-
mujace o roznicy pomiedzy warto$ciami sygnatow wejéciowych.
Komparator moze by¢ opisany jako przetwornik dwuwejsciowy,
ktorego sygnal wyjsciowy proporcjonalny jest do réznicy sygna-
tow wejsciowych: v = K(x,w), gdzie x 1 w sygnaly wejsciowe.
Zazwyczaj zaktada si¢ ze mozna w przyblizeniu opisa¢ kompa-
rator funkcja liniowa K(z,w) = k(z — w), gdzie k stala nazy-
wana czutoscia komparatora. Sygnal wyjsciowy zazwyczaj ma
inng nature niz sygnaly wyjsciowe jest obserwowalny zmystowo
lub steruje uktadem kompensacji.

Definicja 5 (Formowanie). Formowanie wielkosci jest operacja
na wielkosciach polegajaca na dodawaniu i mnozeniu przez wspot-
czynnik. Operacje te wykonuje sie na obiektach fizycznych zgod-
nie z ich naturg fizyczna (czyli fizycznie a nie czysto matematycz-
nie). Powielanie moze by¢ opisane wzorem:

w = wy + aw (26)



u=K(x,w)
W

Rysunek 9. Schemat komparatora i przetwornika. Przetwornik opi-
sany jest funkcja h jednoargumentowa, a komparator funkcja dwu-
argumentowa K (z,w). Schematem blokowym przetwornika jest ,pu-
detko” majace wejscie i wyjscie, schematem komparatora jest troj-
katny uklad taki jak schemat wzmacniacza operacyjnego.

gdzie: wy 1 wy wielkosci uzyskane z wykorzystaniem wzorca, «
wspotezynnik powielania.

Przyktadami formowania jest sktadanie odwaznikéw na szalce.
Sktadania odwaznikéw daje dodawanie mas odwaznikéow a tym
samych dodawania sit dziatajacych na szalke. Mnozenie sit uzy-
skujemy przez zmiane dlugosci ramion wagi. Dodawania napigcé
uzyskuje si¢ przez tacznie szeregowe zrédel napiecia. Mnozenie
realizuje sie dzielnikiem napiecia (mnozenie przez liczbe mniejsza
od jedynki) lub wzmacniaczem napiecia.

Definicja 6 (Pomiar kompensacyjny). Pomiar kompensacyjny
polega na wykorzystaniu komparatora do ustalenia rownosci war-
tosci wielko$ci mierzonej z wartoscig uzyskang w wyniku formo-
wania wzorca. Stan réwnosci wartosci wielkosci porownywanych
przez seri¢ porownan wartosci wielkosci mierzonej x i wielkosci w
uzyskanej w wyniku formowania wielkosci wzorcowej. Formowa-
nie wielkosci wzorcowej polega na wykonaniu operacji sktadania
wzorcéHw lub mnozenia przez liczbe (multiplikacja wielkosci wzor-

32

cowej) 1 moze by¢ zapisane réwnaniem (26). Pomiar kompara-
torem polega wiec na ustaleniu takiej wartosci wzorcowej w aby
na wyjsciu komparatora uzyskaé¢ informacje o réwnosci wielkosci
na obu wejsciach, zazwyczaj oznacza to, ze na wyjsciu kompa-
ratora pojawia sie warto$¢ zerowa u = 0 (rys.9) zapisujemy to
rOwnaniem:

(27)

Przyktadem komparatora jest waga szalkowa pozwalajgca na
bezposrednie poroOwnanie ciezaréw cial. Przykladem pomiaru
przez poréwnanie bezposrednie jest pomiar dltugosci przez po-
rownanie dhugosci przedmiotu z linijka. W przypadku pomiaru
napiecia komparatorem jest amperomierz, rownowaga kompara-
tora uzyskana jest gdy prad komparatora (amperomierza) jest

zerowy (rys. 10).

T R
e [—@—
Tl to
o
Rysunek 10. Pomiar komparacyjny napiecia. U-mierzone napiecie,

E-wzorcowe Zrédlo napiecia, R-dzielnik napiecia (potencjometr), A-
miernik natezenia pradu - spelnia role komparatora

Ze wzgledu zgodnosé natury wielkosci mierzonej z natura wiel-
kosci poréwnywanych przez komparator pomiary mozemy podzie-
li¢ na (patrz [11]):

1) Pomiar przez poréwnanie bezposrednie. Polega na poréwna-
niu bezposrednim przy pomocy komparatora wartosci mie-
rZonej 7z WzZorcowg



2) Pomiar przetworzeniowo - poréwnawczy. Polega na porow-
naniu sygnalu przetworzonego przez przetwornik (czujnik,
sensor) ze wzorcem wielkosci przetworzonej (wyjsciowej prze-
twornika).

ukladu

porownawczego pokazuje rys. 11.

Schemat pomiarowego przetworzeniowo-
Najprostszy pomiar polega
na przetworzeniu wielkosci wejSciowej na wielkoS¢ mierzona
bezposrednio a nastepnie poréwnanie ze wzorcem. Jesli wynik
komparacji v = 0 to znaczy, ze na wejsciu mamy te same wartosci

wielkosci czyli w = h(x).

AR
w —>|- u

Rysunek 11. Pomiar komparacyjny, z- wielko$¢ wejsciowa, h - prze-
twornik wielkosci wejsciowej (h jest funkcja opisujaca przetwornik), w
- wielko$¢ wzorcowa, u-wynik komparacji.

Przyktad 16 (pomiar dtugosci). Przykladem pomiaréw kompa-
racyjnych bezposrednich jest pomiar dtugosci ciata linijka. Po-
lega on na poréwnaniu wzrokowym (zmystowym) dlugosci ciata
ze wzorcem. Wzorcem jest linijka, ktora ma skale gotowa (ufor-
mowang). Komparatorem jest zmyst wzroku.

Przyktad 17 (Pomiar masy waga szalkowa). Waga szalkowa jest
komparatorem ciezarow cial i jest przyktadem urzadzenia mierza-
cego mase¢ przez poréwnanie bezposrednie. Wielkosciami wejscio-
wymi sg sity przyciggania grawitacyjnego, wielkos$cia wyjsciowa
jest kat wychylenia wagi. Formowanie wielko$ci wzorcowej polega
na dodawaniu odwaznikow na szalce wagi.
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Identyfikacja kolorow tez jest przyktadem zmystowego pordw-
nania koloru przedmiotu ze wzorcami posrednimi jakim sa zapa-
mietane kolory (z miare doswiadczenia zyciowego wzorce groma-
dzimy w pamiegci).

Bardzo niewiele wielkosci mierzmy poprzez poréwnanie bezpo-
srednie ze wzorcem. Zazwyczaj wielko$¢ mierzona przetworzona
jest na inng wielko$¢ przy pomocy przetwornika wielkosci wej-
Sciowej nazywanego czujnikiem. W pomiarze przetworzeniowo-
poréwnawczym poréwnujemy ze wzorcem wielkos¢ przetworzona.

Przyklad 18. Przyklady
przetworzeniowo-porownawczych

przetwornikow i pomiaréw

1) Waga sprezynowa sklada sie ze sprezyny i linijki wyskalowa-
nej w jednostkach sity lub masy. Waga sprezynowa dziata
wiec przyrzadem przetworzeniowo-poréwnawczy. Sprezyna
jest przetwornikiem sity na dtugos¢, natomiast dtugo$¢ mie-
rzona jest przez bezposrednie poréwnanie dtugosci sprezyny
z odlegloscia wskazow (kresek) linijki. Ze wzgledu na wygode
wskazy linijki wyskalowane sg w jednostkach masy.

2) Amperomierz magnetoelektryczny sktada sie z przetwornika
natezenia pradu elektrycznego na kat i podziatki wyskalowa-
nej od razu w amperach. Podczas odczytu nastepuje poréw-
nanie kata odchylenia wskazowki ze skala katomierza.

3) Termometr cieczowy sklada sie z przetwornika temperatury
na wysokos¢ stupa cieczy oraz podziatki. Podczas pomiaru
porownujemy dtugosé stupka cieczy ze wzorcem dhugosci dla
wygody od razu wyskalowanym w jednostkach temperatury
(np. stopniach Celsjusza).



4) Barometr puszkowy jest przetwornikiem ci$nienia powietrzna
na dlugosé (wielkosé odksztalcenia puszki). Odksztalcenie
puszki zamieniane jest na ruch obrotowy wskazowki, kat ob-
rotu wskazoéwki mierzy sie na podziatce wyskalowanej od razu
w jednostkach ci$nienia.

5) Miernik natezenia dzwieku sktada sie z mikrofonu, przetwor-
nika zmian ci$nienia powietrza na napiecie elektryczne i wol-
tomierza wyskalowanego w skali logarytmicznej czyli w decy-
belach. Zmiany ci$nienia pochodzg od fali akustycznej ktorej
natezenie jest mierzone.

W elektronicznych przyrzadach cyfrowych mierzona wielkosé
zamieniana jest na napigcie, ktére mierzy si¢ przy pomocy ze-
stawu komparatoréw cyfrowych, ktére zamieniaja napiecie na
liczbe, liczba ta jest wyswietlana na wys$wietlaczu (ekranie).

2.3. Teoria reprezentacji

Z, matematycznego punktu widzenia pomiar definiujemy jako
odwzorowanie struktur. Odwzorowanie struktur jest przeksztat-
ceniem, ktore nie tylko obiektom empirycznym przyporzadkowuje
w obiekty matematyczne, ale relacjom pomiedzy obiektami przy-
porzadkowuje w relacje matematyczne (pomiedzy symbolami ma-
tematycznymi) oraz dziatlaniom na obiektach — dziatania matema-
tyczne. Jesli takie odwzorowanie jest homomorfizmem struktur
to nazwiemy je reprezentacja (jest to uogélnienie odwzorowania
opisanego wzorem (24)). Ponizej podamy ogdlng definicje repre-
zentacji a w nastepnych podrozdziatach podane zostang szczegoty
dla konkretnych struktur.
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Definicja 7 (Odwzorowanie pomiarowe). Odwzorowanie obiek-
téw empirycznych w liczby nazwiemy odwzorowaniem pomiaro-
wym jesli jest reprezentacjg struktury empirycznej w strukturze
algebraicznej.

Definicja 8 (Reprezentacja). Reprezentacja struktury V w
strukturze M jest odwzorowanie ® przeksztatcajgce relacje i dzia-
tania w strukturze V empirycznej w relacje i dziatania w struk-
turze algebraicznej, ktore jest homomorfizmem struktur (homo-
morfizm zdefiniowany jest w rozdziale 2.3.1). Odwzorowanie to
zapisujemy symbolicznie:

V-2 M (28)
gdzie V jest strukturg empiryczng, czyli zbiorem obiektow V' z
dziataniami i relacjami pomi¢dzy nimi, M jest struktura algebra-
iczng tego samego rodzaju co V2.

® jest odwzorowaniem (nazwiemy je odwzorowaniem pomia-
rowym) ze struktury V w strukture algebraiczna M (patrz wzor
(1)). Odwzorowanie to przyporzadkowuje kazdemu obiektowi em-
pirycznemu v € V' warto$¢ mierzonej wielkosci ®(v) (np. w po-
staci pary warto$¢ wielkosci, niepewno$¢).

2.3.1. Struktura algebraiczna, relacje, dzialania

Podamy ponizej podstawowe definicje matematyczne w wiel-
kimi skrocie. W definicji poprawnego reprezentowania wystepuja

26Struktury sa tego samego rodzaju jesli relacje i dzialania maja ta sama
iloé¢ wejs¢ 1 wyjsé. Np. dodawania ma dwa wejscia i jedno wyjscie



Struktura

matematyczna
M, +,<

Rysunek 12. Schemat pomiaru jako odwzorowania. Struktura ma-
tematyczna jest zbiorem M z dzialaniem + i relacja porzadku <

dwa kluczowe terminy: homomorfizm i struktura algebraiczna,
ponizej przyblizymy te pojecia, petniejszy wyktad mozna znalezé
w podrecznikach matematyki [9, 20, 6].

Definicja 9 (Struktura algebraiczna®’). Struktura algebraiczna
jest zbiorem, w ktérym sg zdefiniowane dziatania i relacje. Jesli
zbiér oznaczymy M, dzialania o; (dla i = 1,...,ng, ng-liczba
dziatan), arelacje p; (j =1, ...,n,, n,-liczba relacji) to strukture
zapiszemy jako:

M = <M,ol,... ,pnp> (29)

» Ongyr P1y - - -

W teorii pomiaréw zazwyczaj zaktada sie, ze mamy jedno dzia-
tanie i jeden porzadek, wtedy struktura empiryczna ma postac:
(M, o0, <) (30)

gdzie: M - zbior obiektow empirycznych, o - operacja sktadania
obiektow, < - relacja porzadku w obiektach empirycznych.

2TRozwazana bedzie struktura z porzadkami, czesto uzywany jest termin
struktura porzadkowo algebraiczna, lub system algebraiczny
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Przyktad 19 (Struktura liczb rzeczywistych). Liczby rzeczywi-
ste R z dodawaniem + i porzadkiem < (,naturalnym porzad-
kiem”) tworzy strukture liczb rzeczywistych i zapiszemy ja jako
(R,+, <) gdzie: + - dodawanie liczb rzeczywistych, < relacja
ostrego porzadku.

Definicja 10 (Produkt kartezjanski). Produkt kartezjanski V3 x
Vo dwéch zbioréw Vi i Vs jest to zbiér par (z,y):

VixVo={(x,y): z € Vi Ny € Vs} (31)

A — znak koniunkcji, czyli ,i”, (,lub” oznaczamy V).
Vi 1 V4, sa dowolnym zbiorami.

Definicja 11 (Relacja binarna). Relacja w V' jest dowolny pod-
zbior produktu kartezjanskiegoV x V', czyli powiemy, ze R jest
relacja, jesli Re V x V.

Relacje zapisujemy: (z,y) € R lub xRy

Przyktad 20 (relacja réwnosci =). Réwno$é x = y mozna zapi-
saé jako (x,y) €= (z 1y sa w relacji réwnosci =).

Definicja 12 (Wtasciwosci relacji). Relacja R w V' jest:
1) przechodnia, jesli z xRy i yRz wynika xRz

2) zwrotna, jesli zRx dla kazdego x € V
3) symetryczna, jesli zRy = yRx
4) przeciwsymetryczna, jesli zachodzi xRy to nie moze zajsé

yRx
5) antysymetryczna, jesli Ry i yRx = = =y



6) spojna, jesli kazde dwa elementy sa w relacji tj., dla kazdego
x,y € V zachodzi xRy lub yRx

7) acykliczna jesli dla kazdego ciagu uporzadkowanego elemen-
tow ayRas, . ..,an—1Ra, z V nie zachodzi a; = a, dla kaz-

dego n € N (N-liczby naturalne).

dla kazdego z,y,z € V

Przyktad 21 (Porzadek liniowy). Relacja R jest porzadkiem li-
niowym w V' jesli jest przechodnia, antysymetryczna, zwrotna i
spojna. Przyktadem jest porzadek nieostry <. Jest antysyme-
tryczny bowiem z < y 1 y < x to x = y, oraz zwrotny bowiem
x < x. Przechodniosé¢ i spéjnos¢ wynikaja z konstrukeji liczb
rzeczywistych z liczb wymiernych (dowéd wymaga wiedzy z pod-
staw matematyki). Porzadek ostry < w liczbach rzeczywistych
jest przeciwsymetryczny: jesli < y to —(y < z) (— oznacza ne-
gacje). Porzadek nieostry < definiuje si¢ majac porzadek ostry:
r<y&s(r<yAz=y).

Definicja 13 (Podstawowe rodzaje porzadkéw i relacji). Relacja
R wV jest
1) porzadkiem liniowym jesli jest przechodnia, antysyme-
tryczna, zwrotna i spéjna.
2) relacja réwnowaznoéci jedli jest przechodnia, zwrotna i

symetryczna.

3) relacja porzadku ostrego jesli jest przechodnia, przeciw-
symetryczna i zupeha.

4) relacja poprzedzania jesli jest przechodnia i przeciwsyme-
tryczna.

Mozna pokazaé, ze kazda relacja przechodnia jest acykliczna
(ale nie na odwrot).
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2.3.2. Homomorfizm struktur algebraicznych

W praktyce pomiarowej mamy do czynienia ze strukturami em-
pirycznymi, w ktorych zdefiniowana jest jedna relacja dwuargu-
mentowa oraz jedno dziatanie, dlatego definicje homomorfizmu
zapiszemy dla takich struktur.

Na strukture empiryczng sktada sie zbior obiektéw empirycz-
nych oraz dziatania jakie na nich mozemy wykonac i relacje ktére
mozna empirycznie zrealizowa¢. W przypadku pomiaréw wielko-
éci ekstensywnych?® mamy dwie operacje pomiarowe:

1) operacja sktadania obiektéw o
2) operacja komparacji, ktéra zadaje relacje porzadku < (rela-
cja ta nazywana jest w teorii pomiaru relacja poprzedzania)

Strukture empiryczng mozna symbolicznie zapisac¢ jako:

V=(V,0,<) (32)

gdzie V jest zbiorem obiektow empirycznych.

Operacja sktadania o jest operacja, w wyniku ktérej, z dwoch
obiektéw tworzymy jeden nowy obiekt (ztozony z dwéch) nalezacy
do zbioru obiektow empirycznych V. Relacja porzadku < obiek-
téw empirycznych?® okreéla jaki obiekt jest wickszy ze wzgledu
na mierzong wielkosci.

Jesli w systemie obiektéw empirycznych mamy zdefiniowany
porzadek i operacje sktadania to mozemy powiedzie¢, ze mamy do
czynienia z pomiarem w skali ilorazowej. Przez skale rozumiemy

28Wielkoéci ekstensywne sg addytywne a intensywne nie sa addytywne.

29W teorii pomiaréw zazwyczaj zamiast o empirycznej relacji porzadku
mowi sie relacji poprzedzania majacej wlasciwosci ogdlniejsze od relacji po-
rzadku liczbowego <



system empiryczny z odwzorowaniem w strukture algebraiczng®°.
Rozwazane sa w literaturze skale porzadkowe, gdy mamy jedynie
w strukturze empirycznej porzadek oraz skale interwatowe gdy
nie mozna ustali¢ bezwzglednego zera (patrz [11, 19, 18]).

Przyktad 22 (Pomiar ciezaru waga szalkowa rownoramienna).
Pomiar cigzaru polega na poréwnaniu masy obiektu z masg zbioru
odwaznikéw, ktére . Sktadanie obiektéw o polega na potozeniu
na jednej szalce kilku cial. Obiekt a o b (a0 b € V) jest zto-
zeniem dwoch ciat a i b. Jesli na szalke wagi potozymy ciata
a i b to mozemy zwazy¢ obiekt a o b. Ustalanie relacji poprze-
dzania < nastepuje przez wykorzystanie narzedzia pomiarowym
jakim jest waga szalkowa rownoramienna, ktéra spetia funkcje
komparatora. Komparator pozwala na okreslenie, ktory obiekt
ma wiekszy ciezar, jesli dla dwoch cial mamy a < b oznacza, ze
obiekt b jest ciezszy od obiektu a, czyli obiekt b przewazyt.

Z powodu btedow pomiarowych poréwnanie wielkosci obiektow
nie daje zawsze rozstrzygniecia. Mozliwe sg trzy wyniki kompa-
racji ciata a z ciatem b:

1) przewaza szalka z ciatlem a, czyli cialo a jest ciezsze od ciata
b co zapisujemy b < a,

2) szalki sa w ,rownowadze”, czyli nie wiemy, ktore cialo jest
ciezsze, nie zachodzi rownos¢ z powodéw btedéw kompara-
cji. Wynik pomiaru opisujemy jako nieporéwnywalnosé, co
zapisujemy a ~ b3'.

39Doktadnie skala pomiarows jest klasa réwnowaznych odwzorowan
31'Warunek réwnowagi wykorzystywany jest w pomiarze kompensacyjnym
opisanym w rozdziale 2.2
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3) przewaza szalka z ciatem b, czyli ciato b jest ciezsze od ciata
a co zapisujemy a < b,
W ogélnym przypadku relacja nieporéwnywalnosci nie jest rela-
cja réwnowaznosci (relacja réwnowaznosci musi byé przechodnia
a relacja nieporéwnywalnosci w ogélnym przypadku nie jest prze-
chodnia).

Definicja 14. Homomorfizm struktur

Homomorfizm jest odwzorowaniem zachowujacym strukture,
czyli odwzorowaniem, ktére porzadkowi w jednym zbiorze przy-
porzadkowuje w porzadek w innym zbiorze i dziatanie odwzoro-
wuje w dziatanie.

Jesli rozwazymy dwie struktury V.= (V, <,0) iM = (M, <, +)
to homomorfizm ® tych struktur oznacza, ze dla kazdego a,b € V
i ®(a),®(b) € M zachodzi:

1) a<be ®(a) < (b)

2) ®(aob) = D(a)+ P(b)
gdzie < jest relacja poprzedzania w zbiorze M, + jest dzialaniem
w M.

W nastepny rozdziale przedstawione beda dwa przypadki, po-
miar idealny gdy nie ma bledéw pomiarowych i przypadek re-
prezentacji przedziatowej gdy wystepuja jedynie btedy systema-
tyczne.

2.3.3. Pomiar idealny, reprezentacja liczbowa

W przypadku pomiaru idealnego, gdy nie ma bledéw pomia-
rowych, wtasciwosci obiektéw charakteryzowane sa jedna liczbg



(doktadna wartosé¢ wielkosci) i pomiar opisany jest funkcja o war-
tosciach liczbowych:

VR (33)

gdzie V jest zbiorem obiektow empirycznych, R jest zbiorem liczb
rzeczywistych, a ® jest funkcjg opisujaca pomiar konkretnej wiel-
kosci (odwzorowanie pomiarowe).

Nalezy podkresli¢, ze tylko w przypadku pomiaru ideal-
nego jedna liczba poprawnie reprezentuje wlasciwosci obiektow
i mozna powiedzie¢, ze wynikiem pomiaru jest jedna liczba. W
praktyce nigdy tak nie jest, pomiar idealny jest jedynie mode-
lem niezbednym do analizowania skal pomiarowych i niektorych
whasciwoscei pomiaru (patrz [11, 19, 18]).

Definicja 15. ® jest reprezentacja struktury (V, <, o) w struk-
turze (R, <, +), jesli spelnione sa dwa warunki:

1) addytywnos$é¢ ®(a o b) = ®(a) + P(b)

2) zachowanie porzadku: a < b= ®(a) < O(b)

gdzie a,b € V' (a i b sg obiektami empirycznymi), o jest opera-
cja sktadania obiektow (z dwoch obiektéw sktadamy jeden wiek-
szy”), < jest relacja poprzedzania (ustalania przy pomocy kom-
paracji co jest wieksze).

Z warunkow tych widac, ze odwzorowanie @ przyporzadkowuje
relacji poprzedzania < relacje porzadku < liczb rzeczywistych, a
operacji sktadania o przyporzadkowuje operacje dodawania liczb
rzeczywistych.

Przyklad 23. Pomiar masy
Rozwazmy pomiar masy, formalnie pomiar taki opiszemy od-
wzorowaniem m : V' — R. Relacja poprzedzania zadana jest przy

38

pomocy wagi. Warunek pierwszy ®(aob) = ®(a) + ®(b) oznacza
masa dwoch obiektéw réwna jest sumie mas tych obiektéow. Dwa
obiekty a i b po zlozeniu daja obiekt a o b. Mase dwdch obiek-
téw zapisujemy jako m(a o b), wtedy m(a o b) = m(a) + m(b).
Relacja poprzedzania zadana jest przez wage: zapis a < b ozna-
cza, ze cialo b przewaza na wadze cialo a. Oczywiscie chcemy
aby to oznaczalo, ze ciato b jest cigzsze od ciata a, co zapisujemy
m(a) < m(b). Zwr6¢my uwage na to, ze relacja < zadana jest na
cialach a rekcja < na wartosciach mas.

2.3.4. Reprezentacja przedzialowa, blad systematyczny

Jesli mozna pominaé zjawiska losowe, to wynik pomiaru repre-
zentujemy przedziatem. Przedzialy oznaczaé bedziemy literami
z kreska a = [ay,as]. Zbiér przedzialéw I tworzy strukture z
dodawaniam i porzadkiem przedziatowym: 1= (I, <, ®).

Porzadek przedziatowy < i dodawanie & w zbiorze przedzialéw
I definiujemy nastepujaco:

< — porzadek przedziatowy:

a<beay < b,

lub inaczej: a <beoVrecaAVyeb: o <.

@ dodawanie przedzialéw ¢ = a & b:

[c1, co] = [ar, ag] @ [b1, be] = [a1 + b1, az, +bo] (34)
gdzie: ¢ = [c1, ¢o], @ = [a1, as], b = [by, by], @,b,¢ € I lub ogdlniej:
adb={z=z+y:zcaiyecb} (35)

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ odejmowanie przedziatéow ¢ =
aob:

aob={z=r—-y:zcaiyecb} (36)



Jesli wyniki pomiaréw wlasciwosci struktury empirycznej
(V, <, o) opiszemy przedziatami to odwzorowanie pomiarowe (28)
ma postac:

(V,<,0) - (I, <, ) (37)

Odwzorowanie ¥ jest reprezentacja przedziatows struktury em-
pirycznej (V, <, o), jesli spelnione sa nastepujace warunki:
1. ®(aob) = P(a)+ P(b)
2. a<b= d(a) < (b)
gdzie a,b € V sa obiektami empirycznymi, ®(a) € 11 P(b) € I.
Wartosci funkeji ®(a) i ®(b) sa przedziatami.

2.3.5. Srodek i promien sumy przedzialéw, propagacja
btedu maksymalnego

Przedzial @ mozna opisaé¢ srodkiem Mid(a) i promieniem

Rad(a)

Mid(@) = Mid([as, as]) = & ; a2
Rad(a) = Rad([ay, as]) = a2 ; @ (38)
Srodek i promiefi oznaczymy odpowiednio:
Mid(a) = ag
Rad(a) = Aa (39)
Kazdy przedzial mozemy wiec zapisaé jako:
a=ag+ Aa=as — Aa,as + Ad] (40)
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Zasady dodawania przedzialow majg wiec postac:
c=a®b=
[CLS — ACL, ag + Aa] D [bs — Ab, bg + Ab] =
[(as + bs) — (ACL + Ab), (CLS + bs) — (ACL + Ab)] =
(as + bg) £ (Aa + Ab)

Powyzsze réwnania mozna zapisa¢ w postaci w notacji (39):
Mid(a @ b) = Mid(a) + Mid(b) (41)
Rad(a @ b) = Rad(a) + Rad(b)

Réwnanie (42) zapiszemy krotko nastepujaco:
srodek sumy przedziatow réwna si¢ sumie sSrodkow przedziatow

cs = ag + bs (43)
promien sumy przedziatéw jest suma promieni przedziatéw
Ac = Aa+ Ab (44)

Dodawanie promieni (44) mozna nazwaé prawem propaga-
cji bledu maksymalnego i wynika ono z wtasciwosci modelu
przedzialowego. Jednak w metrologii przyjmuje si¢, ze zasady

propagacji niepewnosci oparte sa na regutach probabilistycznych.

3. PODSTAWY TEORII
PRAWDOPODOBIENSTWA

Teorie prawdopodobienstwa stosuje si¢ do opisu zjawisk, kto-
rych nie daje sie opisa¢ réwnaniami deterministycznymi i nie



wiemy, ktora z mozliwosci si¢ zrealizuje. Ukltady takie nazywa sig
czesto chaotycznymi a z punktu widzenia empirycznego przeja-
wia sie to niepowtarzalnoscig wynikéw obserwacji w tych samych
warunkach. Model probabilistyczny jest jedng z mozliwosci opisu
zjawisk, w ktorych obserwujemy zachowania chaotyczne. W dru-
giej potowie XX w. powstaly dwie teorie, o ktérych nalezatoby
wspomnie¢: teoria chaosu deterministycznego [21] i teoria zbio-
réw rozmytych [12]. Zastosowanie teoria zbioréw rozmytych do
opisu pomiaru przedstawione jest w pracy [25].

3.1. Pojecia podstawowe

Podstawowymi pojeciami teorii prawdopodobienstwa sa: zda-
rzenie, zbior zdarzen elementarnych, zmienna losowa, prawdopo-
dobienstwo. W tym rozdziale przedstawione beda najwazniejsze
definicje i krotkie wyjasnienie, wiecej informacji mozna znalezé w
literaturze [17, 16, 7).

Zbioér zdarzen elementarnych jest zbiorem zdarzen jakie moga
zrealizowaé sie w eksperymencie, jest to wiec zbioér mozliwo-
$ci. Prostym przyktadem jest jest rzut kodcig®?, szesé mozliwodci
upadku kosci (opisany zazwyczaj kropkami) tworzy zbiér zdarzen
elementarnych. Zaktadamy, ze zbior zdarzen elementarnych jest
ograniczony do zestawu sze$ciu mozliwosci, czyli nie rozpatruje
sie mozliwosci, ze ko$¢ po rzuceniu stanie na jednej z krawedzi.

Poniewaz w fizyce interesuja nas wtasciwosci badanych obiek-
tow wiec do opisu zdarzen stosujemy wartosci liczbowe charakte-

32Teoria prawdopodobiehstwa, zostala zapoczatkowana x XVII w. przez
Fermata i Pascala do opisu gier
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ryzujace obserwowane zjawiska. Funkcje, ktora zdarzeniom przy-
porzadkowuje liczby, nazywamy zmienng losowq.

Przyktad 24 (Losowanie kul z urny). .

W pudetku (urnie) znajduje si¢ N kul o réznych masach. Zbior
kul jest zbiorem zdarzen elementarnych. Eksperyment polega na
losowaniu jednej kuli. Wynikiem eksperymentu jest jedna kula,
ktora znalazta sie poza pudetkiem, jednak wynik eksperymentu
wygodnie jest opisaé jako: wylosowano kule, ktorej mase wyzna-
cza si¢ wazac kule po wylosowaniu. Kazdej kuli mozemy przypi-
sa¢ mase, funkcja ktéra przyporzadkowuje kulom masy nazywa
sie w probabilistyce zmienng losowa. Okreslenie ,losowa” ozna-
cza, ze przed losowaniem nie wiemy ktéra kula zostanie wyloso-
wana 1 nie znamy masy jaka uzyskamy w wyniku losowania, w
wyniku eksperymentu losowego mas¢ poznamy dopiero po wylo-
sowaniu kuli z pudetka.

Losowos¢ eksperymentu opisujemy miarg losowosci nazywang
prawdopodobienstwem. Prawdopodobienstwo jest opisane jest
dla zdarzen, natomiast w praktyce interesuje nas prawdopodo-
bienstwo uzyskania konkretnego zbioru wartosci zmiennej losowej,
i to prawdopodobienstwo nazywa sie rozktadem prawdopodobien-
stwa.

Przyktad 25. Rozktad mas
Powr6émy do przyktadu nr.24. Zatézmy ze w urnie jest 100 kul

i kazda moze by¢ wylosowana z jednakowym prawdopodobien-
1
m.
o masie m; = 20g, no, = 50 kul o masie my = 30g i n3 = 30 kul

stwem P = Ponadto zaktadamy, ze w urnie jest n; = 20 kul

o masie mgz = 80g. Rozktad prawdopodobienstwa mas nie jest



jednostajny bowiem licznosci roznych mas sa rézne. Prawdopo-
dobienstwa dla kolejnych mas wynosza:

Plmi) =51 = 0,2, P(ma) = % = 0,5, P(mg) = 72 = 0,3
(15)

Ponizej przedstawiony jest podobny przyktad.

Przyktad 26. Pudetko czekoladek

Rozwazmy pudetko z roznymi czekoladkami o réznych masach.
Zdarzenie losowe polega na losowym wyborze jednej lub kilku
czekoladek. Zaldzmy ze interesuje nas masa wylosowanych cze-
koladek, czyli wynikiem obserwacji jest masa wylosowanych cze-
koladek. Jesli losujemy z pudetka pie¢ czekoladek to rozwazamy
zdarzenie, ktére jest zbiorem pieciu czekoladek czyli zbiorem,
ktore jest sumag pigciu zbioréw jednoelementowych sktadajacych
sie kazdy z jednej czekoladki. Zbiér piecioelementowy jest zda-
rzeniem ztozonym, kazdy zbior jednoelementowy jest zdarzeniem
elementarnym. Funkcja, ktora kazdej czekoladce przyporzadko-
wuje mase jest odwzorowaniem opisujacym pomiar masy losowo
wybranej czekoladki i jest zmienng losowa. Natomiast wartosci
mas czekoladek sg wartosciami zmiennej losowej. Zbior wartosci
mas jest zbiorem liczb rzeczywistych i moze by¢ zbiorem dyskret-
nym, jesli czekoladki maja okreslone wartosci mas (mogacych sie
powtarzac), ale tez moze to by¢ zbiér uporzadkowany w sposéb
ciagly (liczby rzeczywiste) [?].

3.2. Zmienna losowa, zbior zdarzen elementarnych

Ponizej podane zostang definicje najwazniejszych poje¢ proba-
bilistyki.
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Definicja 16 (Zbiér zdarzen elementarnych). Zbiér zdarzen ele-
mentarnych jest dowolnym zbiorem, ktory interpretujemy jako
zbior mozliwych zdarzen, z ktoérych sktadajg sie dowolne zda-
rzenia jakie moga sie¢ wydarzy¢. Zakltadamy, ze wszystkie moz-
liwe zdarzenia sg podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych. 7
punktu widzenia matematycznego o tym zbiorze zaktadamy nie
zaktadamy nic dodatkowego. Zbior zdarzen elementarnych ozna-
czaé bedziemy ).

Podkreslmy, ze zalozeniem jest to, ze kazde zdarzenie
(oznaczmy je A) jakie zostalo zaobserwowane jest podzbiorem
zbioru zdarzen elementarnych czyli A C €. Oznacza to, ze kazde
zdarzenie moze by¢ przedstawione jako suma mnogoéciowa’? zda-
rzen elementarnych, lub inaczej, ze kazde zdarzenia sktada sie¢ ze

zdarzen elementarnych, mozna to zapisa¢ wzorem:
A= U Wi

gdzie w; jest i-tym elementem zbioru zdarzen elementarnych, w; €
Q, I jest zbiorem wskaznikéw takich, ze w; € A. Symbol |J
oznacza sume zbioréw (sume mnogosciowa).

(46)

Pojecie zdarzenia elementarnego oznacza, ze wszystkie zdarze-
nia nieelementarne daja si¢ ztozy¢ ze zdarzen elementarnych.

W praktyce trudno jest numerowa¢ elementy zbioru zdarzen
elementarnych i wygodniej jest postugiwaé sie wartosciami wiel-
kosci charakteryzujacymi zdarzenia. Zdarzenia opisujemy poda-
jac wielko$¢ fizyczng charakteryzujaca to zdarzenie. Kazda wiel-

33Suma zbioréw nazywana jest suma mnogoéciowa w celu odréznienia od
sumy algebraicznej liczb.



koS¢ opisana jest funkcja, ktéra obiektom (zdarzeniom) przypo-
rzadkowuje wartos¢ liczbowa.

Definicja 17. Zmienna losowa
Zmienna losowa jest funkcja, ktéra zdarzeniom przyporzadko-
wuje liczby:

X:Q5R (47)

Q) — zbiér zdarzen elementarnych,

R — liczby rzeczywiste,

r = X(w) — wartos¢ zmiennej losowej dla zdarzenia w € (X (w)
nazywane jest realizacja zmiennej losowej X).

Zmienne losowe bedziemy oznaczaé¢ literami wielkimi np. X,
wartosci zmiennych — losowych literami matymi z, warto$é¢ x jest
realizacja zmiennej losowej X dla pewnego zdarzenia w, czyli:
r=X(w).

Zbior zdarzen elementarnych prawdopodobienstwo

A - zdarzenie

P -prawdo podobienstwg,

T(wg

=X(A)- obraz zdarzenia A na osi liczbowej

Rysunek 13. Zmienna losowa jako odwzorowanie ze zbioru zdarzen
elementarnych Q w zbiér wartosci liczbowych

Zmienna losowa jest odwzorowanie, ktore zdarzeniom przypo-
rzadkowuje wartosci liczbowe, nie jest to jednak zwyczajna funk-
cja bowiem przed wykonaniem eksperymentu nie wiemy, ktére

42

wartodci zrealizujg sie. Z punktu widzenia modelu probabilistycz-
nego eksperyment pomiarowy traktujemy jako losowanie pewnego
stanu uktadu ze wszystkich mozliwych stanéw badanego uktadu,
czyli ze zbioru zdarzen elementarnych. Po wykonaniu pomiaru
uktad przechodzi w stan w € (), stan ten jest pewnym zdarze-
niem i dla tego zdarzenia uzyskujemy warto$¢ liczbowa (wynik
pomiaru) bedaca wartoscia zmiennej losowej x = X (w).

Zmienna losowa jest odpowiednikiem odwzorowania pomiaro-
wego (28), ale wynik pomiaru w modelu probabilistycznym nie
jest zdeterminowany i warto$ci zmiennej losowej (czyli wartosci
pomiarowe) pojawiaja sie w sposob losowy, co opisujemy rozkta-
dem prawdopodobienstwa wynikéw pomiaru.

Przyktad 27 (Losowanie czekoladek). Rozwazmy jak w przy-
ktadzie 26 pudetko z czekoladkami. Zmienng losowa jest funk-
cja przyporzadkowujgca czekoladkom warto$¢ masy. Przyktadem
zdarzenia sa wszystkie czekoladki o masie zawierajace si¢ w prze-
dziale [mq, ms]. Mozna rozwazy¢ inng zmienng losowa, np. war-
toscig zmiennej losowej moze by¢ kolor papierka w jaka zawinieta
jest czekoladka, wtedy wyrdznimy zbiér czekoladek zapakowanych
w niebieski papierek.

Zmienna losowa stuzy do opisu zdarzen. Zdarzenie to fakt, to
co$ co sie wydarzylo, ale musimy je opisa¢ i nazwac¢. Zdarzenia
opisujemy wartosciami liczbowymi, je charakteryzujacymi. Jesli
zdarzeniu w przyporzadkujemy liczbe x to nazwiemy ja wartoscia
zmiennej losowej i zapiszemy X (w). W praktyce do opisu zdarzen
wykorzystujemy wartosci zmiennej losowej.

Zazwyczaj zdarzenia opisujemy podajac warunek jaki spel-
niaja wartosci wielkosci fizycznych charakteryzujacych opisywane



obiekty. Ogolnie zbior zdarzen elementarnych spetniajacy waru-
nek, ze warto$¢ zmiennej losowej X zawarte sa w zbiorze I' zapi-
szemy jako Ar:

Ar ={w e Q: X(w) €T} (48)
Roéwnanie to oznacza: Ar jest zbiorem takich elementow w € €,
dla ktorych zbiér wartosci zmiennej losowej zawarty jest w zbiorze

I.

4 0S liczbowa
wartosci
zmiennej losowe

Jr

Zbidr zdarzeri elementarnych

Rysunek 14. Zbiér zdarzen spetiajacy warunek X (w) C Q2

Zbiér T jest warunkiem definiujgcym zdarzenie Ar przez poda-
nie wlasciwosci zdarzenia (zbioru zdarzen elementarnych).

3.2.1. Prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo zdarzenia A interpretujemy jako czestos$é
zachodzenia zdarzenia A. Prawdopodobienstwo opisuje popula-
cje, czyli zespol obiektéw (zespdt statystyczny), ale nie opisuje
pojedynczych obiektow lub zdarzen. Zaktadamy, ze wszystkie
obserwowalne zdarzenia sg podzbiorem zbioru zdarzen elemen-
tarnych €, czyli A C €. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru

Q) oznaczymy 2%, oznacza to, ze wyrazenie A C Q (zbioér A jest
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podzbiorem ) zapiszemy jako A € 2. Zakladamy, ze wszyst-
kie zdarzenia opisywalne w modelu probabilistycznym sa elemen-
tami zbioru 2%, czyli wszystkie dopuszczalne zdarzenia tworza
podzbiér zbioru A € 2.

W praktyce niezbedne sa dzialania na zbiorach takie jak suma
zbioréw i iloczyn zbioréw i wazne jest aby zbior uzyskany w wy-
niku operacji mnogosciowych na innych zbiorach byt réwniez zda-
rzeniem. Oznaczymy przez F(Q) zbior takich podzbioréw zbioru
Q, ktory zawiera wszystkie zbiory wraz z wynikami wszystkich
mozliwych operacji mnogosciowych na tych zbiorach3*. Taki zbior
nazywa sie o-ciatem zbioru . Zbior F(€2) ma te wtasnos¢, ze je-
zeli A,B € F(Q) to AUB € F(2) i AN B € F(Q) (réwnania
te musza by¢ spetione réwniez dla dowolnej przeliczalnej sumy
i przeliczalnej liczby iloczynéw zbioréw).

Prawdopodobienstwo jest miarg zdefiniowana na podzbiorach
zbioru zdarzen elementarnych (). Poniewaz musimy wykonywac
operacje sumy i iloczynu na zbiorach zdarzen wiec w definicji
prawdopodobienstwa zalozymy, ze te podzbiory tworzg o-ciato.

Definicja 18. Aksjomatyczna definicja prawdopodobien-
stwa
Prawdopodobienstwo P jest miara na o-ciele F(Q) C 2%:

P:F(Q)—[0,1]

spelniajaca nastepujace warunki:
1. P(Q) =1

340peracje mnogoéciowe to dodawanie i mnozenie (czyli cze$é wspdlna)
zbiordw.



2. P0) =0
3. P (Zq AZ-) = %P(Az‘),

gdzie: A; — rodzina zbioréw parami roztaczna, tj. A4; N A; =0
dla kazdej pary réznych zbioréw (i # j),

() — zbiér pusty,

Q—zbiér zdarzen elementarnych,

P(A;) — prawdopodobienistwo zdarzenia A.

Jak wynika z formy zapisu, prawdopodobienstwo jest funkcja,
ktora kazdemu podzbiorowi zdarzen elementarnych przyporzad-
kowuje wartos¢ liczbowa z przedziatu [0, 1].

Jesli zbiér zdarzen elementarnych €2 jest przeliczalny (ztozony z
przeliczalnej liczby elementéw) to zbior 29 wszystkich podzbioréw
zbioru  jest zawsze o-ciatem®.

Wzor (49) oznacza, ze kazdemu zdarzeniu A, rozumianemu jako
podzbidr zbioru zdarzen elementarnych €2, przyporzadkowujemy
prawdopodobiefistwo bedace liczba z przedziatu [0, 1].

3.2.2. Zmienna losowa dyskretna

Definicja 19. Zmienna losowa jest dyskretna jesli zbior zdarzen
elementarnych €2 jest przeliczalny, czyli jesli zdarzenia w;, mozna
ponumerowac:

wr, k = 1,2,..., dla k € N, N-zbiér liczb naturalnych (liczba

zdarzen wy, moze by¢ nieskoniczona). Zbiér zdarzen elementarnych
K

mozna przedstawié jako sume zdarzen elementarnych Q = |J wg.
k=1

35 Jedli caty zbior 2 nie jest o-cialem to wybieramy taki podzbior F(Q)
29 ktéry jest o-ciatem
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Dla zmiennej losowej dyskretnej X zarowno zbior jej realizacji
x = X (wg) jak i zbiér prawdopodobienstw P(wy) sa dyskretne.
Przez X (wy) rozumiemy warto$¢ wyniku eksperymentu losowego.
Przykladem sa wyniki pomiaréw (wynik pomiaru jest wartoscia
zmiennej losowej).

Definicja 20. Rozkladem prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej dyskretnej nazywamy zbior par (pg,xy), gdzie k = 1,..., N
prawdopodobienistwo py = P(wy), xx = X (wg). W skrécie, zbior
prawdopodobienstw pj opisuje rozktad prawdopodobienstwa.

Poniewaz zakladamy, ze zdarzenia elementarne sa roztaczne,
prawdopodobienstwo zdarzenia Ar, opisanego warunkiem (48),
jest suma prawdopodobienstw zdarzen sktadajacych sie na zda-

2.

wk:X(wk)EF

rzenia A:
P(Ar) = P(w) (50)

Wzor (50) oznacza, ze prawdopodobiefistwo P(Ar) réwne jest
sumie prawdopodobienstw takich zdarzen elementarnych w; dla
ktorych warto$¢ zmiennej losowej X (wy) znajduje sie w zbiorze
I.

Zdarzenie Ar opisane jest warunkiem X (w) € T' (wzor (48)).
Suma w powyzszym réwnaniu przebiega po takich wy, dla ktorych
X(wg) € T'. Zapis X (wy) € I oznacza zbiér zdarzen wy, takich, dla
ktorych wartosé X (wg) zmiennej losowej jest zawarta w zbiorze I'.
Zatem aby policzy¢ prawdopodobienstwo zbioru zdarzen nalezy
zsumowaé prawdopodobienstwa jego elementéw.

Przyktad 28 (Rzut koscia sze$cienna). Rzucamy raz kostka.
Zdarzenia mozna ponumerowaé liczbami naturalnymi, wartosé



zmiennej losowej mozna zdefiniowa¢ jako warto$¢ numeru x; = k,
zdarzenia elementarne sa napisami na $ciankach kostki: wy =,k”
(,k” — napis, symbol, liczba oczek, czyli wy = [ [,wy = [: ], w3 =

H itd).

Zdefiniujmy zdarzenie Ar jako uzyskanie w wyniku rzutu
kostka numeru wigkszego od 4. Zdarzenie to zapiszemy:

Ar ={w € Q: X(w) > 4}

Ar jest zbiorem zdarzen elementarnych takich, ze k > 4, czyli
k =5 1lub k = 6. Warunek okreslajacy zdarzenie Ar ma postac:
wartosé¢ zmiennej losowej zawarta jest w zbiorze {5, 6}, czyli zbiér
I" ze wzoru (48) réwny jest {5,6}. Prawdopodobienstwo zdarzenia
A wynosi:

P(Ar) = P({ws,ws} = Pz > 4) =
11
:ZP(xk):P(X:5)+P(X:6):6 S

T >4

gdzie xp = X (wg)-

3.3. Niezalezno$¢ zdarzen i zmiennych losowych

Definicja 21. Dwa zdarzenia A i B sg niezalezne jesli
P(ANB) = P(A)P(B).

Definicja 22. Dwie zmienne losowe X i Y sa niezalezne, jesli
prawdopodobienstwo taczne jest iloczynem prawdopodobienstw:

Pn,m :P(XISCmY:ym) =
=P(X =2,)P(Y = Ym) = PuPm

(51)
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Niezaleznos¢ oznacza, ze nie ma korelacji pomiedzy zmiennymi
losowymi, czyli zjawisko losowe opisane zmienng losowa X nie od-
dzialuje ze zjawiskiem opisanym zmienng losowa Y. Jesli zmienne
losowe X 1Y sa niezalezne to kowariancja Cov(X,Y) = 0 (patrz
podrozdzial 3.8.1 i zadanie 4).

Jesli pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y istnieje zwiazek
przyczynowy (np. w wyniku oddziatywania sitami fizycznymi,
polami itp.) to obserwujemy korelacje pomiedzy tymi zmiennymi.
Odwrotne twierdzenie nie zachodzi, czyli jesli obserwujemy kore-
lacje, to nie wiemy czy mamy do czynienia ze zwigzkiem przy-
czynowym. Przyktadem moze byé odkrycie (lata sze$édziesiate
XXw.) korelacji pomiedzy piciem kawy a nowotworami krtani w
spoteczenstwie w USA. Jednak nie oznacza to, ze kawa powoduje
nowotwor krtani. Zwigzek jest posredni: czesto zdarza sie, ze
osoby pijace kawe pala papierosy lub przebywaty w zadymionym
pomieszczeniu (w latach szesédziesiatych nie bylo zakazu pale-
nie w miejscach publicznych). Po tym odkryciu przeprowadzono
badanie dla trzech zmiennych, co wyjasnito korelacje.

Przyktad 29. Dwie kosci szescienne

Rozwazmy rzut dwoma kostkami szesciennymi. Jesli zacho-
wanie sie jednej kostki jest niezalezne od zachowania sie drugiej
kostki to mozemy napisa¢ ze prawdopodobienstwo wyrzucenia
dowolnej pary (i,k) wynosi: P(i,k) = P(i)P(K) =
,k=1,...,6.

3—16, gdzie



3.4. Przypadek jednakowo prawdopodobnych zdarzen
elementarnych

Zaktadamy, ze zbiér zdarzen elementarnych 2 jest skonczony
(ma posta¢ {w;}Y,, N-licznogé¢ zbioru ) i wszystkie zdarzenia
elementarne w; € Q (dlai =1,..., N) sa jednakowo prawdopo-
dobne, czyli P(w;) = P(w;) dla kazdego 7,7 < N, wtedy prawdo-
podobienstwo dowolnego zdarzenia A wynosi:

_ 74

P(4) =15

(52)
gdzie #A — licznoé¢ (inaczej liczebno$¢) zbioru®® zdarzen A,
# — licznos¢ zbioru zdarzen elementarnych.

Licznos¢ zbioru A mozna zapisaé¢ na kilka sposobdow:

#HA=H#{w, € N :w; € A} = (53)
=#{i<N:w; €A} = (54)
=2 _1a(w) (55)

gdzie 1 4(w) jest funkcja charakterystyczna®’ zbioru (inaczej funk-
cja wskaznikowa):

14(w) 1, gdy w € A,
w) =
4 0, gdyw ¢ A.

36Licznodé jest to liczba elementéw zbioru, czesto oznacza sie A.
3"W probabilistyce funkcja charakterystyczna rozkladu prawdopodobien-

(56)

stwa zdefiniowana jest inaczej [7, 16].
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3.5. Rozklad zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo jest miarg zdefiniowana na zbiorze zda-
rzen, ale w praktyce postugujemy sie opisem zdarzen przez
okreslenie wartosci zmiennej losowej dlatego musimy przeliczy¢
prawdopodobienstwo zdarzen na prawdopodobienstwo uzyskanie
zbioru wartosci zmiennej losowej. Potrzebne jest wiec zdefinio-
wanie odwzorowania

pe 2% — [0, 1] (57)

indukowanego przez miare probabilistyczna P : 2% — [0, 1]

Zbior zdarzen elementarnych prawdopodobienstwo

A - zdarzenie

P -prawdopodobienstwg

T(wg

=X(A)- obraz zdarzenia A na osi liczbowej

Rysunek 15. Rozklad zmiennej losowej. Zbiér zdarzen elemen-
tarnych przedstawiony jest jako prostokat, S jest podzbiorem liczb
rzeczywistych i odpowiada mu zbiér zdarzen elementarnych X ~1(S5),
miar prawdopodobienstwa tego, ze wartosci zmiennej losowej X beda

w zbiorze S jest wyznaczone przez zlozenie odwzorowania X' i F.

Definicja 23 (Rozklad zmiennej losowej). Rozktadem zmiennej
losowej nazywamy funkcje p : 2% — [0, 1] zadana zaleznodcia:

pu(S) = P(X'(5)) (58)



gdzie P(X ! Y(B),
X~Y(8) jest przeciwobrazem zbioru B, X jest zmienng losowa,

(B)) jest prawdopodobienstwem zdarzenia X~

czyli odwzorowaniem zadanym wzorem (47):

XUS) = {weQ: X(w) e S} (59)

Rozktad zmiennej losowej przedstawiony jest na rysunku 15.

3.5.1. Dystrybuanta

Najczesciej uzywanym rozktadem zmiennej losowej jest dystry-
buanta, nazywana tez rozkladem kumulatywnym prawdopodo-
bienstwa [23], zdefiniowana jest jako prawdopodobienstwo zda-
rzenia X (w) < x, czyli prawdopodobienstwo tego, ze wartosci
zmiennej losowej sg mniejsze lub réwne wartosci x.

Definicja 24. Dystrybuantg F'(x) zmiennej losowej X jest

to funkcja F': R — [0, 1] przyporzadkowujaca wartosciom zmien-

nej losowej wartosc prawdopodobienstwa zgodnie ze wzorem:
F(z)=P(X <z)=

P ((—o0, z]) (60)

W przypadku zmiennej losowej dyskretnej mozemy napisac:

(61)

gdzie sumowanie jest po wszystkich elementach x; mniejszych od
x.
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3.6. Zmienna losowa ciagta, gesto$¢ rozkltadu
prawdopodobienstwa

Zmienna losowa jest ciggla, jesli zbidr zdarzen elementarnych
Q) jest ciggly (nie jest przeliczalny)®. W przypadku ciagtej zmien-
nej losowej i gdy dystrybuanta jest ciagta to mozna zdefiniowac
funkcje gestos¢ prawdopodobienstwa, opisujaca rozktad prawdo-

podobienstwa dla kazdej wartosci zmiennej losowej.

Definicja 25. Jesli dystrybuanta jest ciagla to gestos¢ prawdo-
podobienstwa f wiaze sie z prawdopodobienstwem P wystapienia
zdarzenia A nastepujacym wzorem:

:/f@m

z€A

(62)

[a,b] to prawdopodobien-

:jﬂ@m

Calka jest polem pod krzywa wykresy funkcji f(x) i moze byé

Jesli zbior A jest przedziatem A =
stwo P(A) ma postaé:

(63)

traktowana jak uogélnienie sumy:

/ﬂ@m

a

38Zazwyczaj oznacza to, ze zbiér wartoéci zmiennej jest zbiorem liczb rze-
czywistych.
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Rysunek 16. Calka w granicach [a,b] réwna jest polem pod krzywa
bedaca wykresem funkcji f(x).

Wiekszos¢é wielkosci fizycznych takich jak masa, dhugosé lub
czas sg wielkosciami cigglymi i zmienne losowe je opisujace sa
zmiennymi losowymi ciagtymi.

W przypadku zmiennej losowej ciagtej, jesli istnieje gestosé
prawdopodobienstwa f to dystrybuanta jest ciggla i wyraza sie
wzorem:

Fo)= [ fla)ar (65)
gdzie ' oznaczamy zmienng catkowania.

Dystrybuanta F moze by¢ rozumiana jako funkcja pierwotna
od gestosci prawdopodobienstwa f, jesli dystrybuanta jest ciggta
to mozemy napisac:

) = D

Ponadto wzér (63) opisujacy prawdopodobienstwo tego, ze

(66)

zmienna losowa X znajduje sie w przedziale (a,b] ma postac:

Pla < X <b) = F(b) — F(a) (67)
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Réwnanie powyzsze opisuje zapisane jest dla przedziatu jedno-
stronnie otwartego a < X < B bowiem w definicji zmiennej loso-
wej mamy nier6wnosé nieostra: P(X < z). Dla zmiennej losowe
ciagtej sytuacje przedstawia rysunek 17.

>
X

Rysunek 17. Prawdopodobienstwa tego ze warto$é¢ zmiennej losowej
réwna sie calce moze by¢ zapisane jako réznica wartoéci dystrybuant
F(b) — F(a) poniewaz ta rdznica jest réwna réznicy pol.

3.7. Wartos$é oczekiwana

Rozktady prawdopodobienstwa mozna scharakteryzowaé¢ para-
metrami opisujacymi wtasciwosci, ktore mozna wykorzysta¢ do
opisu obiektow, ktorym przyporzadkowaliémy rozktady prawdo-
podobienstwa. Najczesciej wykorzystuje sie wartos¢ oczekiwang
opisujaca srednig wazong z obserwowanych zjawisk oraz odchyle-
nie standardowe opisujace rozrzut wynikéw obserwacji (wynikéw
pomiaréw) wokol wartodci oczekiwanej (lub wartosci $redniej w
badaniach statystycznych).



3.7.1. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej

Wartosé oczekiwana E(X) jest funkcja, ktéra zmiennej losowe;
X (opisanej rozktadem prawdopodobienstwa) przyporzadkowuje
liczbe. Inaczej mozna powiedzie¢, ze wartos¢ oczekiwana jest

parametrem rozktadu czesto nazywana jest érednig z rozktadu.

Definicja 26. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej
W przypadku zmiennej losowej dyskretnej wartos¢ oczekiwana
rowna jest z definicji:

K
E(X) = Zxkpk = T1p1 + ToP2 + ... + TpPk
k=1

(68)

gdzie:

zr = X(wy) — warto$é zmiennej losowej dla zdarzenia losowego
wy € Q.

pr = P(X = x;) — prawdopodobienistwo tego, ze zmienna losowa
X przybierze wartos¢ xy, czyli jest to rozktad zmiennej X.
Zapis X = x;, oznacza zbidér zdarzen w € ) takich, ze X (w) = xg.
Dla zmiennej losowej dyskretnej zbior zdarzen elementarnych:

Q= {wlaw% ,CUK} = {wk}z[il = {Wk k= 17 JK}

K = #() - liczno$¢ zbioru zdarzen elementarnych (2,

Warto$é oczekiwana jest parametrem modelu probabi-
listycznego opisanego poprzez rozklad prawdopodobien-
stwa p, i jest rowna Sredniej wazonej z wagami rownymi
prawdopodobienstwom py.

39W podrecznikach fizyki statystycznej czesto pisze sie skrétowo ,$rednia”.
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Wartos¢ oczekiwana nazywa sie tez wartoscig przecietng, pod-
kreslmy jeszcze raz, ze definicja 3.7.1 uwzglednia to, ze wktad
do sumy (68) proporcjonalny jest do prawdopodobienstwa tego
zdarzenia.

3.7.2. Warto$¢ oczekiwana funkcji zmiennej losowej,
zmienna losowa dyskretna

Niech X oznacza zmienna losowa, funkcja g(x) : R — R wy-
znacza nowa zmienng losowa Y = ¢g(X), bedaca funkcja zmiennej
losowej X.

Warto$¢ oczekiwana E(Y) zmiennej losowej Y = ¢g(X) zapiszemy
w przypadku dyskretnej zmiennej losowej korzystajac z definicji
(68):

K
E(Y)=E(9(X)) = gz)ps (69)

k=1
gdzie: p, = p(w,), wr—zdarzenie elementarne, wy, € Q, k =

1,...,K, J]k:X(wk) .

3.7.3. Wlasciwosci wartosci oczekiwanej

Warto$é oczekiwana E(X) jest operatorem liniowym,
tzn. spelnia dwa ponizsze warunki:
(1) BE(X+Y)=EX)+EY)
(2) E(aX)=aFE(X)
gdzie X 1Y sa dwoma zmiennymi losowymi.
Warunek (1) nazywamy addytywnoscia, a (2) - niezmienniczos¢
ze wzgledu na skalowanie (czyli mnozenie przez liczbe).



7 wlasnosci 3.7.3 wynika, ze dodanie do zmiennej losowej pew-
nej statej a powoduje dodanie takiej samej statej do wartosci ocze-
kiwanej:

EX+a)=EX)+a (70)

3.7.4. Przyklady obliczania wartosci oczekiwanej

Przykltad 30. Rzut monets.

Moneta ma dwa mozliwe zdarzenia: O - orzet a R - reszka.
Zaktadamy, ze prawdopodobienstwa sa rowne czyli: po = 0.5 i
pr = 0.5. Zalézmy, ze pewna gra polega na tym, ze za orta
dostajemy 10 zt a za reszke ptacimy 5 zt. Opiszemy to zmienna
losowa o dwoch wartosciach: xp = 10zt i zg = —bzt. Wartos¢
oczekiwana wygranej (z ztotych) w rzutach moneta wynosi:

E(X) = pozo + prar = 0.5 - 10zt + 0.5 - (=5)zt = 2.5z

Czyli jedli gramy diugo w gre polegajaca na tym, ze za wyrzu-
cenie orta zarabiamy 10zt a na wyrzuceniu reszki tracimy 5zt, to
srednio na jednym rzucie zarobimy 2,5zt.

Przyktad 31 (Rzut koScia szeScienna nieregularna). Zatézmy, ze
kos¢ jest niedoktadnie wykonana i prawdopodobienstwa sa rozne,
wartosci x; zmiennej losowej X opisuja wartosci wygranych. Opis
zmiennej losowej i obliczenia ilustruje tabela:
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i p=P@) v pa
1 0.4 1 0.4
2 0.15 10 1.5
3 0.25 5 1.25
4 0.03 25 0.75
5 0.15 8 1.2
6 0.02 95 1.9

> pi=1.0 Yo(pi-x) =7

Wartos$é oczekiwana wynosi:

6
i=1

Przyktad 32. Warto$¢ oczekiwana funkcji zmiennej losowej

Rzucamy koscia i kazdemu rzutowi przyporzadkowujemy war-
tos¢é wynikajaca z zaktadow w grze opisanych funkcja g:
g(z,) = n* — 6, gdzie n numer zdarzenia=liczba oczek”,
x, = n wartos¢ zmiennej losowej (réwna liczbie oczek na boku
kosci),
K - liczba zdarzen elementarnych, dla kosci K = 6.



Szukamy wartosci oczekiwanej E(g(X)):

i opiw g(a) pi - 9(x:)
1 5
1 ; 1 =5 i
2 ‘ 2 -2 i
3 : 33 i
4 : 4 10 o
5 % 5 19 8
6 : 6 30 &
K
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czyli wartosé oczekiwana E(g(X)) =

|

3.7.5. Warto$é oczekiwana zmiennej losowej cigglej

Definicja 27. Jedli istnieje funkcja gestosci prawdopodobienstwa
f(z) zmiennej losowej X ciaglej to wartosé oczekiwana opisana
jest catka:

o0

B(X) = / o f (x)dz

—00

(71)

Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa okreslona jest definicja
25, jesli rozpatrzymy nieskonczenie maly przedziat [z, x + dx] w
calce (63) to mozemy napisac:

z+dx
Pz <X <z+dx)= / flz)dr = f(x)dx (72)
co symbolicznie mozna zapisac
dP = f(x)dz (73)
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dP=f(x)dx

flx)

=3

Rysunek 18. Rozklad gestoséci prawdopodobienistwa i prawdopodo-
biefistwo nieskoriczenie matego przedziatu [z, x + dx]

Nalezy pamietaé, ze zgodnie z definicjg prawdopodobienstwa
18 spetiony jest zawsze warunek unormowania:

P(Q) = / flx)dr =1 (74)

Calka z gestosci prawdopodobienstwa réwna jest jeden.

3.7.6. Warto$¢ oczekiwana od funkcji zmiennej losowej,
zmienna losowa ciggla

Jedli istnieje gestosé prawdopodobienstwa f(x) zmiennej loso-
wej X, to dla kazdej funkcji catkowalnej g : R — R mozna zdefi-
niowa¢ wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej g(X):

(75)



Przyktad 33. Warto$¢ oczekiwana energii kinetycznej
Obliczy¢ warto$é oczekiwang F (Ex) = Ex energii kinetycznej
Eyx = mT”Q, jezeli dany jest rozktad prawdopodobienstwa predko-

Sci f(v): )
Brn—F (m—> = [ ™ ) (76)

Zatozymy w tym przyktadzie, ze predko$¢ ma rozktad réwno-
mierny flv) = C dla v € [0,vp].
C' = -, wtedy:

—_ muv mv* _Am 2,
EK—E(Q) /szv / dv =

37vM 3
_ o™ {v_] L T Cva _ mu?,
0

7, warunku unormowania

213 2 3 6 6 (77)

3.8. Odchylenie standardowe — miara rozrzutu.

Definicja 28. Odchylenie standardowe o(X) jest parametrem
rozktadu prawdopodobienstwa zdefiniowanym nastepujaco:

— JE((x - E(X)))

Odchylenie standardowe jest miara rozrzutu danych empirycz-

(78)

nych wokét wartosci oczekiwane;j.

Dodatkowo definiuje sie wariancje jako kwadrat odchylenia
standardowego:

V(X) = 0*(X) = E ((X - B(X))?) (79)

22

W przypadku zmiennej losowej dyskretnej definicje (79) mozna
zapisa¢ nastepujaco:

(80)

X (wr)

no$c¢ zbioru zdarzen elementarnych.

gdzie: x), = — wartosci zmiennej losowej, K = #£) — licz-

Wtasnosci odchylenia standardowego, estymator odchylenia
standardowego i odchylenie standardowe sredniej z proby opisane
sg w nastepnych rozdziatach.

Twierdzenie 2 (Rozklad wariancji na skladowe). Wariancja
wigze z warto$cia oczekiwang zmiennej X? nastepujacym réw-
naniem:

= E(X?) - (B(X))* (81)

Dowéd polega na wykonaniu podstawieniu:

V(X) = E((X-FE(X))?) = E(X?-2XE(X)+ FE*X)) =
E(X?) = 2BE(X)E(X) + (E(X))?
czyli
V(X)=0*(X) = BE(X?) — E*(X) (82)
gdzie zastosowano zapis (E(X))? = E*(X)

Twierdzenie 2 jest wtasnoscig wariancji, nie jest to definicja
wariancji.



3.8.1. Odchylenie standardowe sumy zmiennych
losowych

Niech Z oznacza zmienna losowa, ktora jest sumg dwoch zmien-

nych losowych X 1Y czyli
Z=X+Y (83)

Poniewaz warto$¢ oczekiwana jest liniowa to E(X+Y) = E(X)+
E(Y). Wartosé¢ wariancji zalezy od korelacji pomiedzy zmiennymi
losowymi X i Y:

VIX+Y)=0*(X+Y)=0%(X)+*Y) +200v(X,Y) (84)

gdzie Cov(X,Y) jest kowariancja i opisuje korelacje pomiedzy
zmiennymi losowymi:
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y))) (85)
Jesli zmienne losowe sa nieskorelowane®® to Cov(X,Y) = 0 i
mamy:
VIX+Y)=d*(X+Y)=0*X)+o*(Y) (86)
Dla zmiennych losowych dyskretnych kowariancja ma postac:

Cov(X,Y) = Z me- (i — E(X)) (yi — E(Y))

i=1 j=1

(87)

gdzie p;; jest rozkladem prawdopodobiefistwa zmiennej tacznej
(X,Y):

pij =P (X =2,Y =y;) (88)

40Zmienne losowe X i Y sg nieskorelowane jedli Cov(X,Y) = 0
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Jedli zmienne te sg niezalezne to p; ; = px,py,;, gdzie px,; i py,
sg rozkladami zmiennej odpowiednio X i Y. Po wstawieniu tej
zaleznosci do (87) uzyskamy Cov(X,Y) = 0 (patrz zadanie 4).

Ale nalezy pamietaé, ze mozliwa jest sytuacja, w ktérej zmienne
losowe nie sa niezalezne a kowariancja jest zerowa, czyli z nieza-
leznosci wynika brak korelacji, ale nie na odwrot.

3.8.2. Odchylenie standardowe sumy zmiennej losowej i
statej

Rozwazmy zmienna losowa Z = X + a, gdzie a jest pewna
stala (liczba). Dodanie stalej liczby do zmiennej losowej zmienia
wartos¢ oczekiwana o ta liczbe (3.7.3), poniewaz dodanie stalej
przesuwa caly rozklad (patrz wlasno$é opisana w rozdziale 3.7.
Natomiast przesuniecie rozktadu nie zmienia jego ksztaltu wiec
nie wplywa na wartos¢ odchylenia standardowego:

o(X +a)=0(X) (89)

Roéwnanie to stosujemy do obliczenie niepewnosci zmiennej X.
Poniewaz btad rézni sie od wartosci zmierzonej o wartos¢ praw-
dziwa o (czyli o warto$¢ stata zp): (219): Ax = x — zg (zo-
warto$¢ prawdziwa) wiec odchylenie standardowe wielkosci mie-
rzonej réwna sie odchyleniu standardowemu btedu: o(x) = o(Ax)

3.8.3. Uzasadnienie wzoru na wariancje

Wariancja jest miara rozrzutu danych pomiarowych wokot war-
tosci oczekiwanej F(X). Taka miara powinna opisywaé $rednig



odlegtosé wszystkich mozliwych wynikéw pomiaréw od wartosci

oczekiwanej. Jest wiele takich mozliwosci i ponizej podamy uza-

sadnienie dlaczego wzér E((X —E(X))?) jest definicja spelniajaca

cechy dobrej miary rozrzutu.

Ponizej opiszemy uzasadnienie wzoru na wariancje w przy za-

tozeniu, ze obserwowane zjawisko opisywane jest zmienng losowa

dyskretna. Uogdlnienie na zmienne losowe ciaggle jest intuicyjnie

tatwe i polega na zamianie sum na catki. Miare rozrzutu danych

pomiarowych opisujemy jako srednig odlegtos$¢, przy czym nalezy

ustali¢ wzér na odlegtosé, zasady sktadania odlegtosci oraz sposéb

usredniania;:

1)

2)

odleglosdé d; wartosci x; od wartosci oczekiwanej E'(X) réwna
jest d; = |x; — E(X)]

Warto$é¢ érednia réwna jest sumie sktadowych podzielona
przez liczbe sktadowych, usrednianie opiera si¢ wiec na obli-
czaniu sumy i powinno sie wiec usrednia¢ wielkosci, ktore sa
addytywne 4!

Rozwazmy jako przyktad przemieszczenia po linii prostej w
jednym wymiarze, mozna to zrealizowa¢ wykonujac kolejne
kroki (o dowolnych zwrotach). Calkowita droga jest suma
sktadowych: . d; i érednia droga jest $rednig wartosci drog
d;, gdzie kazdy krok miat dtugosé¢ d;.

W celu opisu odlegtosci w przestrzeni zdarzen probabilistycz-
nych nalezy zbudowaé geometrie przestrzeni zdarzen, czyli
przedstawi¢ zdarzenia w przestrzeni reprezentujacej zdarze-
nia elementarne jako niezalezne kierunki w wielowymiarowe;j

HWymég addytywnosci oznacza, ze dodawaniu wartoéci wielkosci odpo-

wiada operacja rzeczywista na obiektach

o4

przestrzeni zdarzen elementarnych.

Dla przyktadu rozwazmy rzut koscig szeScienna: kazde usta-
wienie kosci jest niezalezne od pozostatego. Szesciu dozwolo-
nych stanéw kosci nie mozna ustawic¢ liniowo na osi — kazdy
stan kosci powinien by¢ niezaleznym kierunkiem w prze-
strzeni szesciowymiarowe;j.

Jesli zatozy¢ prostopaditosé wszystkich kierunkoéw opisuja-
cych niezalezne zdarzenia elementarne to odlegtos¢ wynika-
jaca z uzyskania poszczegdlnych stanéw (potraktowanych jak
niezalezne kroki)) nalezy wyznaczy¢ korzystajac z twierdze-
nia Pitagorasa dla wielowymiarowej przestrzeni:

N
& =>"d
=1

Wzoér ten pokazuje, ze addytywne sg kwadraty odlegtosci

(90)

(inaczej mowiac trzeba sktadaé kwadraty drég) i usredniaé
powinno sie kwadraty odlegtosci od wartosci oczekiwanej.
srednia z wszystkich mozliwych odlegtosci powinna by¢ sred-
nig wazong z waga probabilistyczna:

N
()e =D pic] (91)
=1

gdzie p; jest prawdopodobienstwem wystapienia wartosci x;
czyli jest tez prawdopodobienstwem wystapienia odlegtosci

Zgodnie z definicja wartosci oczekiwanej wzor (91) moze by¢
zapisany w postaci:



K
() = E(d7) = Zpk(l’k — B(X))® (92)
k=1
Powyzsze réwnanie identyczne jest ze wzorem (80) czyli jest
poszukiwanym wzorem definiujacym wariancje V (X) w przy-
padku zmiennej losowej dyskretnej. Wariancja jest wiec Sred-
nig wazong kwadratéw odlegloéci (x, — E(X))? z wagami
réwnymi prawdopodobienstom py, przy czym x; = X (wg).
W przypadku ogélnym wzér ten zapiszemy jako V(X) =
E((X — E(X))?), czyli jak w definicji (79).
W przypadku zmiennej losowej dyskretnej wariancja jest sred-
nig wazong kwadratow odleglosci (z, — F(X))? czyli:

K
V(X) = Zpk(ﬁk — B(X))? (93)
k=1
gdzie x = X (wy).
Na rysunku 19 pokazano odchylenie X — F(X) i wage py propor-
cjonalng do pola f(z)dzr zaznaczonego na wykresie dla zmiennej
losowej ciagtej.

3.9. Mediana, kwantyle

Mediana jest wartoscia srodkowsg rozktadu, definiujemy ja na-
stepujaco:

Definicja 29. Mediana zmiennej losowej X jest to liczba M,
ktora spetnia warunki:

P(X<M)>-iP(X>M)> (94)

N —
N | —
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flx)

g flx)dx
ix—E(X)

= X
=

El X) X x+dx

Rysunek 19. Odchylenie X — F(X) i waga tego odchylenia f(z)dx
proporcjonalna jest do prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa
X ma warto$é w przedziale [z, x + dx].

Jedli dystrybuanta F'(z) jest ciagla, to mediana M spelia wa-
runek:

(95)

Definicja 30. Kwantyl g, rzedu p jest to liczba spelniajaca wa-
runki:

PX<q)>2piP(X>¢qg)>1-p (96)

Gdy dystrybuanta jest ciagla, to kwantyl jest funkcja odwrotng
do dystrybuanty, kwantyl ¢, rzedu p wynosi:
4% =F"(p) (97)

co jest rownowazne réwnaniu P(X < g,) =p



Mediana ma tg wlasnos¢, ze dzieli na pot zbior obserwacji: po-
towa obserwowanych wartosci jest mniejsza od mediany a potowa
wieksza, mediana jest kwantylem rzedu 0, 5.

3.10. Najczesciej wykorzystywane rozklady
prawdopodobienstwa

Opiszemy krotko rozktady prawdopodobienstwa wykorzysty-
wane w opisie zjawisk fizycznych i w analizie danych doswiad-
czalnych.

3.10.1. Rozklad dwupunktowy

Definicja 31. Rozktad dwupunktowy zdefiniowany jest dla
zmiennej losowej okreslonej na dwuelementowym zbiorze 2 =
(a1, as). Zalozymy, ze zmienna ta moze przybiera¢ dwie dowolne
wartosci: X (a;) = z1 oraz X(az) = 2.

Rozktad prawdopodobienistwa dany jest réwnaniami: P(a;) =
p1 oraz P(ag) = py. Poniewaz P(ai) + P(ay) = 1 wiec mozemy
napisa¢: P(ay) = 1—p; = 1—p, gdzie wprowadziliémy oznaczenie
b1 =D )

Wartosé oczekiwana wynosi F(X) = > prxr = a1p+az(1—p),

k=1
2

k:lpk(xk - B(X))* =

p(1 —p)* (a1 — a2)* + (1 — p)p*(az — a1)* = p(1 — p)(a1 — az)*.

wariancja: V(X) = E((X — E(X))?) =

Szczegbdlnym przypadkiem rozkladu dwupunktowego jest roz-
ktad zero-jedynkowy. W tym rozkladzie zmienna losowa moze
mie¢ dwie wartosci jedynka i zero: a; =11 a; = 0.
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2
Wartos¢ oczekiwana wynosi: E(X) = > ppay = 1p+0(1—p) =
k=1

p a odchylenie standardowe o(x) = 1/p(1 — p)

3.10.2. Rozklad dwumianowy

Rozwazmy eksperyment, w ktorym mozliwe sg dwa zdarzenia A
i B, przy czym zdarzenie B jest przeciwne do zdarzenia A bowiem
AU B = Q. Zdarzenie A czesto nazywane jest sukcesem (sukce-
sem w realizacji préby losowej), a zdarzenie B porazka. Praw-
dopodobienstwo zdarzenia A wynosi P(A) = p i nazywane jest
prawdopodobienstwa sukcesu. Natomiast prawdopodobienstwo
zdarzenia B (prawdopodobienistwo porazki) wynosi P(B) = 1—p.

Zatézmy, ze powtarzamy N razy eksperyment, w wyniku kto-
rego realizuje sie stan A (zdarzenie A) lub stan A sie nie realizuje
(czyli pojawia sie stan B = Q \ A). Prawdopodobienstwo k suk-
cesOW, opisane jest rozktadem nazywanym rozktadem dwumiano-
wym:

Px =) = () )pra-p

gdzie X jest zmiennag losowa opisujaca liczbe sukcesow w ekspe-

(98)

rymencie powtarzanym N razy.

Rozktad dwumianowy jest rozktadem dyskretnym o wartosci
oczekiwanej E(k) = Np i odchyleniu standardowym o(k) =
VNp(1—p).

Rozktad dwumianowy wprowadzony zostal przez statystyka
George Udny Yule w roku 1911. Rozktad dwumianowy w Polsce
nazywany jest tez rozktadem Bernoulliego, ale w publikacjach an-

gielskojezycznych rozktadem Bernoulliego nazywany jest rozktad



zero-jedynkowy (patrz rozdziat 3.10.1). Rozklad ten ma wazne
zastosowanie w statystyce bowiem kazda wysokos¢ ,stupka” hi-
stogramu ma rozktad dwumianowy niezaleznie od tego jaki jest
rozktad zmiennej losowej dla pobrano prébe i wykonano histo-
gram.

Przyktad 34. Rozklad prawdopodobienstwa wysokosci ,stup-
koéw” histogramu

Rozwazmy zjawisko opisane dyskretng zmienng losowa o war-
tosciach xj i rozkltadem prawdopodobienstwa py, gdzie p; jest
prawdopodobienstwem tego, ze w pojedynczym eksperymencie
uzyskamy wartos¢ zmiennej losowej czyli pp = P(X = xy), gdzie
n = 1,..., K, K licznoé¢ zbioru zdarzen elementarnych (patrz
rozdzial 3.2.2). Jedli eksperyment losowy powtérzymy wielokrot-
nie, czyli wykonamy seri¢ powtorzen eksperymentu, to uzyskamy
rozne wyniki. Wartos¢ zmiennej z; moze pojawi¢ wielokrotnie,
liczbe pojawien sie wartosci xy oznaczymy ng. Liczbe powtdrzen
eksperymentu losowego oznaczymy N i liczna ta spetnia rownanie
N = Zf:lK nk, N nazwiemy wielkoscig serii danych. Warto$¢ ny,
w kazdej serii powtorzen moze by¢ inna i jest zmienng losows.
ny opisuje ile razy w probie o licznosci N pojawita sie wartosé
zmiennej losowej rowna xi. Przy kolejnym powtérzenie serii N
obserwacji mozemy otrzymac inne wartosci n,. Wykres zalezno-
Sci liczby powtorzen ny k-tej wartosci zmiennej losowej xp od k
nazywamy histogramem (patrz rozdzial 4.1). Prawdopodobien-
stwo tego, ze w probie N eksperymentéw ny, razy wystapi wartosé
X, opisana jest rozkltadem dwumianowym o prawdopodobienstwie
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sukcesu p = pg 1 wynosi:

P(ny) = (

Wzoér ten jest prawdziwy dla kazdego k czyli dla kazdego stupka

N) (b (1 = p)¥ (99)

T

histogramu wyznaczonego dla wyniku obserwacji x; o wysokosci
ng.
Zmienna losowa nj; ma odchylenie standardowe o(ng) =

VvV NDR(L = pr).

ryczna prawdopodobienstwa p, =

.

wstupki” histogramu sa wzglednie mate to otrzymamy czesto uzy-

Jesli podstawimy jako pp wartos¢ empi-
ZE to otrzymamy o(ng) =
Jesli zatozymy dodatkowo, ze ny < N, czyli, ze

wany przyblizony wzor:

o(nk) = /ng

Wynik ten nie zalezy od badanego rozktadu i opisuje niepew-

(100)

no$¢ empirycznie obserwowanej liczby pojawienia si¢ pewnej war-
tosci zmiennej losowej w dowolnym pomiarze. W przypadku hi-
stogramu zmiennej losowej cigglej cate rozumowanie jest praw-
dziwe bowiem wtedy p, oznacza prawdopodobienstwo tego, ze
wynik pomiaru znajduje siec w k-tym przedziale (koszyku). Nie-
pewnos¢ pojawienia sie ny obserwacji tego, ze mierzona zmienna
znajdzie si¢ w k-tym przedziale wynosi w przyblizeniu /n.
Warto zauwazy¢, ze jest to warto$¢ maksymalna i dla duzych
wartosci ny niepewnosc¢ jest mniejsza od /ny.

3.10.3. Rozklad normalny

Jezeli zatozymy, ze na niedoktadno$¢ pomiaru wptywa bardzo
wiele czynnikow i warto$ci wynikéw pomiaréw tworza zbior cia-



gty (wynik pomiaru jest liczba rzeczywista) to mozemy zatozy¢,
ze wynik pomiaru jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym
(inaczej nazywany rozktadem Gaussa). W fizyce statystycznej
zazwyczaj zaktada si¢, ze wielkosci fizyczne takie jak predkosé
czasteczek opisywane sg rozktadem normalnym. W analizie po-
miaréw czesto zaktada sie, ze btedy pomiarowe maja rozktad nor-
malny.

Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa f(x) dla rozkladu nor-
malnego zalezy tyko od dwoch parametrow wartosci oczekiwanej
E(X) = m i odchylenia standardowego o(X) = o:

o= e (3 (754)

(101)

0.3]

0.2
P=0,682

0.1

7.';(7 —20 —o 0 o 2a 3(;

Rysunek 20. Rozklad normalny, zaznaczone sa prawdopodobien-
stwa P(| X —p|>d)dlad=0,d=20id =30

W badaniach empirycznych czesto korzysta sie z tego, ze roz-
ktad normalny jest jednoznacznie wyznaczony przez dwa para-
metry. Decyzja statystyczne podejmowane sg zazwyczaj przy
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zalozeniu rozktadu normalnego i moga by¢ wiec sformutowane
wykorzystujac tylko dwa parametry.

Prawdopodobienistwo P(| X —pu| > d) tego, ze wartosé zmiennej
losowej znajduje sie w odlegtosci od p wickszej niz d szybko maleje
z d (d jest promieniem przedziatu o érodku w 1). Mozna wiec po-
wiedzieé¢, ze wigkszo$¢ wynikéw pomiaréw znajduje sie w poblizu
wartosci oczekiwanej p. Krzywa na rysunku obrazuje, ze wigk-
szo$¢ otrzymanych wynikéw bedzie bliska wartosci oczekiwanej
4. Promien przedzialu d moze by¢ wyrazony jako wielokrotnosé
odchylenia standardowego (patrz rozdziat 4.4):

P(IX — 1| > ko (X)) = Plu—k,o(X) < X < ptk,o(X)) (102)

3.10.4. Rozklad jednostajny

W przypadku gdy uwazamy, ze zdarzenia z pewnego przedziatu
mogg zachodzi¢ z takim samym prawdopodobienstwem to stosu-
jemy rozktad jednostajny nazywany réwniez rownomiernym lub
prostokatnym. Rozklad jednostajny w przedziale [a,b] opisany
jest funkcjg:

0 dla x<a
C dla a<xz<b
0 dla z>b

f(z) = (103)

Stata C' dobieramy tak, aby spelniony byt warunek unormowa-
nia zdefiniowany wzorem (74):

7 fla)da =1



czyli: 70 f(z)dx = fC’da: =C(b—a)=1

. _ 1
tak wiec C' = =

Wartos$¢ oczekiwana wynosi:

E(X) =

0o b
[ xf(x)dz = fxﬁdx = 3(b+ a). Odchylenie stan-

daurdovve:_OO
1 b—a

O'(X):\/§ 5
= e

Wygodnie jest zapisaé przedzial [a, b] w postaci srodka xy = 0

(104)

promieniu przedziatu Az = 24 wtedy [a, b] = [vo— Az, zo—Az].
Przy takich oznaczeniach wartosé¢ oczekiwana E(X) = xq oraz
odchylenie standardowe o(X) = \%Ax.

Rozktad jednostajny ma zastosowanie tam, gdzie mozna zalo-
zy¢, ze wszystkie zdarzenia sa jednakowo prawdopodobne. Jesli
rozwazymy przyrzad pomiarowy o rozdzielczosci, lub btedzie gra-
nicznym Az to mozna zaltozy¢, ze btad pomiarowy wynikajacy z
ograniczone] rozdzielczosci ma rozktad jednostajny w przedziale
[— Az, Az]. Niepewno$¢ standardowa (réwna odchyleniu standar-

1

dowemu) wyniesie wtedy o(X) = Az (patrz wzor (163)).

3.10.5. Rozklad Weibulla

Rozktad Weibulla jest modyfikacjag rozktadu normalnego.
Zmajduje zastosowanie w przypadkach, gdy wartosci zmiennej lo-
sowej (wartosci pomiaréw) sg dodatnie i sa powody sadzié, ze
rozktad prawdopodobienstwa nie jest symetryczny. Dystrybu-
anta rozktadu Weibulla dana jest wzorem:

Fz)=1—¢ & dlaz >0 (105)
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gdzie A i k sa parametrami rozktadu.

n
~

w

> > e

[T

peER

E

e

nERo
w

Rysunek 21. Gestoé¢ prawdopodobienstwa rozkladu Weibulla dla
réznych wartosci parametréow ki A = 1. (Zrédlo - wikipedia.pl)

Wartos¢ oczekiwana rozktadu Weibulla wynosi:

E(X) = AT <1 + %) (106)

natomiast wariancja (kwadrat odchylenia standardowego):

(D)) o

gdzie I'(z) jest funkcja gamma: I'(z) = [ ¢" 'e~"dt. Dla liczb
naturalnych I'(n) = n!

V(X) = 0%(X) = A2

Rozktad Weibulla stosowany do opisu nastepujacych zjawisk:



1) czas przezycia (czas przezycia osob, ktore osiagnely pewien
wiek). Zazwyczaj jest tak, ze parametr opisujacy przezycie
zalezy od wieku osoby, w takim przypadku nie mozna uzy¢
rozktadu normalnego do opisu tego zjawiska,

2) niezawodno$ci urzadzen technicznych,

3) przewidywania pogody.

4. ELEMENTY STATYSTYKI
MATEMATYCZNEJ

W wyniku eksperymentu uzyskujemy liczby, ktore sa warto-
Sciami zmiennej losowej dla konkretnego zdarzenia losowego. Jesli
eksperyment powtérzymy wielokrotnie zapewniajac niezmienia-
jace si¢ warunki (warunki otoczenia, zakl6cenia, zmienne nieza-
lezne, przyrzady) to otrzymamy serie danych pomiarowych, ktére
w statystyce nazywane sa proba losowa. Metody statystyczne
analizy danych maja na celu wyznaczenie postaci rozktadu sta-
tystycznego opisujacego obserwowane zjawisko oraz parametrow
rozktadu statystycznego, takich jak wartos¢ oczekiwana i odchy-
lenie standardowe. Parametry, ktore nalezy wyznaczy¢ na pod-
stawie danych pomiarowych nazywa si¢ rowniez parametrami mo-
delu zjawiska [11].

Parametry wyznaczone na podstawie danych empirycznych na-
zywamy estymatorami. Ponizej zajmiemy si¢ najwazniejszymi i
najczesciej uzywanymi parametrami jakimi jest warto$é¢ oczeki-
wana 1 odchylenie standardowe. Ale rozwazania zaczniemy od
empirycznego wyznaczania rozktadu prawdopodobienstwa.

Przyjmiemy nastepujace definicje.
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Definicja 32. Statystyka
Niech ciag liczb x,,, dlan = 1,..., N bedzie proba losowa pew-
nego rozktadu, czyli seria pomiarowa. Statystyka jest dowolna

funkcja danych pomiarowych O(zy,...,zN).

Definicja 33. Estymator
Estymatorem jest przyblizona wartosé¢ parametru rozktadu wy-
znaczona z danych empirycznych (préby losowej)

4.1. Estymacja prawdopodobienstwa z danych
doswiadczalnych, histogram

Zaktadamy, ze eksperyment jest do$wiadczeniem losowym i po-
lega na N krotnej obserwacji zmiennej losowej X opisanej rozkta-
dem prawdopodobienstwa, ktére w przypadku zmiennej losowej
dyskretnej opisane jest prawdopodobienstwami p, a ciggtej funk-
cja gestosci prawdopodobienstwa f(z).

Estymator rozktadu prawdopodobienstwa i konstrukcje histo-
gramu opiszemy osobno w przypadku zmiennej dyskretnej i
zmiennej ciggte;j.

4.1.1. Konstrukcja histogramu w przypadku obserwacji
zmiennej losowej dyskretnej

W przypadku zmiennej dyskretnej zbior zdarzen elementarnych
) ma posta¢ K-elementowego zbioru, ktéry mozemy zapisa¢ w
postaci Q = {wy,...,wk}. Zbidr Q jest zbiorem mozliwych wy-
nikéw obserwacji.

Eksperyment polega na N krotnym powtérzeniu tej samej ob-

serwacji (lub pomiaru). Kazda obserwacja jest doswiadczeniem



losowym i matematycznie polega na losowaniu ze zbioru moz-
liwosci 2 jednego elementu, eksperyment jest wiec N krotnym
losowaniem ze zbioru € (przy czym w losowaniu nie ubywa ele-
mentéw ze zbioru ). Jesli w naszym eksperymencie element wy,
zaobserwujemy ny razy (dla k = 1,..., K) to ciag liczb ny jest
histogramem.

Przyktad 35 (Rzut koscia sze$cienna). Zbiér zdarzen elemen-
., wet (jak w przykladzie 28), gdzie
wp oznacza, ze wypadto ustawienie k oczek. Jednokrotny eks-

tarnych oznaczymy {wr, ..

peryment polega na jednokrotnym rzutem koscia. Na podstawie
jednego rzutu nic nie mozemy powiedzie¢ o empirycznym rozkta-
dzie prawdopodobienstwa. Powtarzamy rzut koscig N razy i na
podstawie serii obserwacji ustalamy ile razy wypadlo k oczek na
kosci, liczbe ta oznaczamy ny i jest ona naszym poszukiwanym
histogramem.

Zadanie jakie, kazdy powinien wykona¢ polega na rzeczywistym
wykonaniu takiego eksperymentu. W tabeli 3 zamieszczone sa
przyktadowe wyniki.

Tablica 3. Wyniki 60 rzutow koscia

N = Do w]| o
NI WI—=| DO Ot
R W OO =
WIND|WIND|W| D
WD || Ot Ot
QU I[N W
DWW I
=N W N =

= OO DN —| W

AN W W —
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Liczby wystapien poszczegblnych oczek, czyli histogram dla
tego eksperymentu przedstawione sg w tabeli 4 oraz na wykresie:

Tablica 4. Histogram (czestos¢ wystapien w funkcji liczy oczek) 60
rzutéw koscig dla danych z tabeli 3

liczba oczek k 11213 [4|5]6
ny - liczba wystgpien k oczek | 10 | 14 | 13 [ 9| 6 | 8

liczba zdarzen

8

74

6

5

4

34

24

14

o T T T T T

1 2 3 4 5 6
liczba oczek

Rysunek 22. Histogram dla danych z tabeli 4

Empiryczna warto$¢ prawdopodobienstwa (estymator prawdo-
podobieristwa) 42
Pr Wyznaczona na podstawie serii danych wynosi:
~ = N
Pr = Pwi) = N
ny — liczba wystapien zdarzenia wy, P(w) — estymator prawdopo-
dobienstwa zdarzenia wy,.

(108)

42Estymatorem pewniej wielkoéci jest przyblizeniem tej wielkosci uzyskanej
badZ z danych empirycznych (zawsze obarczonych bledem) lub przyblizonych
obliczen, estymator mozna nazwaé przyblizeniem lub oszacowaniem



4.1.2. Konstrukcja histogramu w przypadku obserwacji
zmiennej losowej cigglej

Zaktadamy, ze obserwowana wielkosci jest zmienna losowg cig-
gta o jakim$ nie znanym rozktadzie prawdopodobienstwa.

Eksperyment polega na N-krotnym powtorzeniu pomiaru pew-
Y N) Y

traktujemy jak realizacje tej samej zmiennej losowe. Seri¢ pomia-

nej wielkosci fizycznej, kazdy wynik pomiaru x; (i = 1,...

réw x; (i = 1,..., N), porzadkujemy od najmniejszej do najwiek-

szej wartosci liczbowej i uzyskujemy ciag x1, s, ..., ry danych. i

dzielimy obszar wartosci wynikow obserwacji na K przedziatow o
stalej szeroko$¢ d = +(zy

toscia i 1 jest wartoscia minimalng serii pomiarowej. Ustalamy

— 1), gdzie x jest maksymalng war-

liczbe ny (k =1,..., K) elementéw serii pomiarowej w kazdym z
przedziatow. Kazdy k-ty przedziatu ay (k =1,..., K) mozna za-
pisa¢ w postac: ay = [r1 + (k — 1)Az, 2y + kAz], wyliczamy
wiec liczbe ny elementéow x; (i = 1,...,N) ze zbioru danych
x1,...,Ty, ktore znajduja sie w przedziale a,. Histogram jest
wykresem zaleznosci ny od k, jest to rozklad czestosci wystepo-
wania zjawiska. Zaleznos¢ ny od k jest dyskretna dlatego wykres
powinie by¢ stupkowy a nie typu XY dla funkcji ciaglych.

Prawdopodobienistwem empirycznym zdarzenia xy (czyli
estymatorem rozktadu prawdopodobienstwa) jest wzgledna cze-
stos¢ tego zdarzenia:

pr = P(ry) = %a (109)

Prawdopodobienstwo empiryczne py zalezy od wielkosci proby N
(liczby pomiaréw), dlatego mozna zapisaé py(N)
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Histogram

liczba zdarzeh w koszyku

10 H
o T T T T T T
0,6 0,7 08 0,9 1 11 Wigcej
Zbiér danych w koszyku - wynik pomiaru czasu w sekundach

Rysunek 23. Przyklad histogramu, rozklad czasu rzutu gumka z
wysokosci 2m. Przedzialy czasowe sa co 0,1s.

Twierdzenie 3. Podstawowe twierdzenie statystyki mate-
matycznej
(Twierdzenie Gliwienki-Cantellego.)

Gdy powtérzymy eksperyment proby losowej nieskonczenie
wiele razy razy, to w granicy zblizymy sie dowolnie blisko*® do
prawdopodobienstwa P(A):

n(4)

P(A) = lim (110)

Dla zmiennej losowej dyskretnej o zbiorze wartosci zmiennej
losowej {xg}r,:

(111)

gdzie n(xy) jest liczba zdarzen takich, ze X = x;, w probie losowej
o licznosci N.

43Dostatecznie blisko, tj. z prawdopodobiefistwem réwnym jeden.



Wykorzystujac oznaczenia ze wzoru (109) réwnanie (111) ma
postac:

pr = lim py (112)

N—oo
gdzie prawdopodobienstwo empiryczne pi zalezy od wielkosci
proby N (liczby pomiaréw).

4.2. Estymatory wartosci oczekiwanej

Estymatorow wartosci oczekiwanej moze by¢ wiele, konstruk-
cja tych estymatoréw zalezy od rozktadu prawdopodobienstwa
obserwowanej zmiennej losowej, podamy trzy przyktady:

1) wartos¢ érednia z proby losowej (zapisano rézne oznaczenia):

|
= — 113
- ¥, (113)
=1
gdzie: T; wynik i—tego eksperymentu (z’—tej proby).

Warto$¢ srednia z proby losowej jest estymatorem warto-
$ci oczekiwanej. Srednia nie jest jedynym estymatorem warto-
Sci oczekiwanej, ale jest najlepszym jesli badamy zmienng losowa
o rozktadzie normalnym.

2) érodek danych (dobry estymator dla rozktadéow symetrycz-

nych i jednostajnych)

Mid(z) = é(imax + Zonin) (114)

Zmin — Warto$¢ minimalna z danych empirycznych (proby loso-
wej): Tpin = min({z;})

Tmaz — Wartos¢ maksymalna z danych empirycznych (préby lo-

Sowej): Tyar = max({Z;})
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3) Srednia wazona z serii N danych pomiarowych Z;:

N
T=) (115)
i=1
N
gdzie: «; — wagi unormowane, czyli spelniajace warunek > «; =
i=1
1, Jesli mamy dane wagi nieunormowane w;, to wagi unormowane
N
uzyskamy dzielac przez sume wag » | wj:
i=1
Wi

(116)

W analizie pomiaréw srednig wazona wykorzystuje sie do wy-
liczania $redniej z danych otrzymanych z réznymi niepewno-
Sciami. Jesli niepewno$¢ standardowa wyniku pomiaru z; wynosi
0; to wagi sa odwrotnie proporcjonalne do kwadratu niepewnosci:

—2

w; = 0; ~ 1 mamy:

“QMLH v

@
Il
—

&I
I

M .
QY=

@
I
—

(117)

Wtasciwosci srednich podane sg dalej w twierdzeniu 6 na stro-
nie 68.

4.2.1. Zasady doboru préby w badaniach statystycznych

Przez préobe statystyczng rozumie sie wynik wielokrotnie po-
wtorzonego eksperymentu pomiarowego. Préba jest losowa, je-



sli mozna zatozy¢, ze kazdy eksperyment pomiarowy przeprowa-
dzany jest w jednakowych warunkach i kazdy pomiar opisany jest
zmienng losowa o takim samym rozktadzie.

Rozpatrzmy przyktad rzucania koscia do gry. Mozliwe sa dwa
sposoby przeprowadzenia eksperymentu:

a) N razy rzucamy jedna koscia

b) rzucamy raz N jednakowymi ko$émi

Takie dwa eksperymenty sa réwnowazne, jesli kosci sa jedna-
kowe, a kazdy rzut koscia przeprowadzony jest w tych samych
warunkach i kosci nie zmieniajg swoich wtasciwosci podczas rzu-
cania.

W badaniach biologicznych i spotecznych nie mozna zalozy¢, ze
obiekty badania sg powtarzalne, nalezy przyja¢ obiektem badan
jest cata populacja ztozona z wielu jednostek (np. oséb z bada-
nego spoteczenstwa). Estymatory wartosci oczekiwanej opisuja
calg populacje a nie pojedyncze jednostki. Obserwacja polega na
losowym wybraniu jednostki ze zbioru populacji i pomiarze bada-
nej wladciwosci wylosowanej jednostki. Zalézmy, ze badana cecha
i-tej jednostki, wybranej w sposob losowy z populacji, wynosi z;,
srednia opisana wzorem (157) moze by¢ w tym przypadku zasto-
sowana do wyznaczenia estymatora wartosci oczekiwanej charak-
teryzujacej cata badang populacje, zapiszemy ten wzér ponownie:

(118)

gdzie: z; warto$¢ badanej cechy i-tej jednostki wylosowanej z
badanej populacji.
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We wzorze (118) sumuje si¢ po wskazniku 4, ktéry numeruje
wylosowane z populacji badane jednostki.

Przyktad 36 (Badanie sredniej oceny szkolnej). Zatézmy, ze ba-
damy populacje studentéw i interesujg nas oceny z matematyki.
W tym celu losujemy uczniéw i notujemy odpowiednie oceny, Z;
oznacza ocene z matematyki i-tego ucznia. Srednia opisuje popu-
lacje wszystkich badanych uczniéw. Problemem, ktory sie poja-
wia w takich badaniach to, czy taka $rednia jest statystyka ktora
jest adekwatna, czyli czy opisuje wlasciwosci badanej populacji.

4.2.2. Wlasnoéci wartosci $redniej z préby. Srednia z
proby a rozklad empiryczny.

Twierdzenie 4 (Prawo wielkich liczb dla $redniej). Zatézmy, ze
powtarzamy N-krotnie obserwacje zmiennej losowej X o rozkta-
dzie ciagtym f(z), lub rozktadzie dyskretnym p(xy) i otrzymu-
jemy probe losowa #; (i = 1,...,N). W granicy dla nieskon-
czenie duzej proby losowej w warunkach powtarzalnosci wartoscé
oczekiwana rowna® jest $redniej z proby T (w sensie normy pro-

babilistycznej):

N
1
BE(X)= lim = lim —> i (119)
=1

N—o00 N—oo N -

W celu uzasadnienia tego twierdzenia (nie jest to pelny do-
wod) rozwazymy zmienna losowa dyskretna o zbiorze warto-
Sci {xg }oe1, i, gdzie K jest licznodcig zbioru zdarzen elementar-

444cidlej: zmierza z prawdopodobienstwem 1 do wartoéci éredniej



nych*®. Wartoéci uzyskane w eksperymencie sa ciggiem liczb,
ktore naleza do zbioru zdarzen elementarnych, przy czym poszcze-
gblne wartosci moga si¢ powtarza¢. Eksperyment losowy polega
wiec na losowaniu ze zbioru wartosci {xy }r—1 k. Zalézmy, ze w
wyniku obserwacji uzyskujemy ciag N danych {#;},. Liczby
T; sa elementami zbioru {zj}r—1 xk, ale zbiér wynikow pomia-
ré6w moze zawiera¢ powtdrzenia elementow xy. Oznaczmy przez
ny liczbe powtérzen elementu zj, w serii pomiarowej {Z;}i—1n

wtedy sume wynikéw pomiaru

N
> & (120)
mozna zapisa¢ w postaci
K
> akm (121)
k

gdzie ny jest liczbg powtdérzen wyniku x, w serii pomiarowej
{jl}z]il

Suma we wzorze (120) przebiega po zbiorze wynikéw pomiaru,
natomiast we wzorze (121) przebiega po zbiorze zdarzen elemen-
tarnych.

Sume wystepujaca we wzorze (119) mozna wiec zapisaé w po-

1 N K - K
Nz;fz = kz:ﬁkﬁ = ;xkﬁk
i= =1 -

454cidlej K jest licznoscia zbioru wartoéci zmiennej losowej dla wszystkich

staci:

(122)

zdarzen elementarnych.

65

gdzie: N- catkowita liczba obserwacji.

Jesli ny, jest liczba wystapien wartosci o, w pobranej probie (ca-
lym eksperymencie), to suma wszystkich ny jest catkowita liczba
wykonanych obserwacji:

K
an:N

k=1

(123)

W pierwszej sumie we wzorze (122) sumujemy po poszczeg6l-
nych obserwacjach (N—obserwacji) a w drugiej sumujemy po zbio-
ag) (od k =14do k = K).

Zauwazmy, ze jesli warto$¢ a; nie wystepuje w probie (w serii

rze zdarzen elementarnych (aq, ..

danych) to n; = 0.

W granicy duzych N estymator prawdopodobienstwa p, we
wzorze (122) zmierza do prawdopodobiefistwa py (wynika to z
podstawowego twierdzenia statystyki, twierdzenia nr. 3 na stronie
62, wzor (112)):

lim py = py (124)
N—oo
Tak wigc:
K K K
]\}1_{1;0 kz; Tppr = ; Tk ]él_fgoﬁk = ; TPk (125)

i w granicy otrzymujemy w powyzszym wzorze wartos¢ oczeki-
wana.

Réwnanie (122) mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego twier-
dzenia.

Twierdzenie 5. wartos¢ érednia z proby losowej moze by¢ zapi-
sana jako $rednia wazona z prawdopodobienstwem empirycznym



K
T= xpr (126)
k=1
gdzie: py jest estymatorem prawdopodobienstwa (praw-
dopodobienstwem empirycznym) zdarzenia X (wy) = xy

ng

Pk = -+

~ (127)

We wzorze (126) sumowanie jest po zbiorze zdarzen elementar-
nych

Dowéd:
Dowdd polega na powtérzeniu rozumowania prowadzacego do
rownania (122).

1N
Ty N

N Z NI = Z ~ Lk = Zpkitk

gdzie: Ele jest suma po zdarzeniach elementarnych (wskaznik
k numeruje zdarzenia elementarne),

(128)

S| jest suma po realizacjach (wskaznik i numeruje realizacje
empiryczne).

4.2.3. Przyklady obliczania $rednich.

Zatozmy, ze w wyniku pomiaru otrzymalidémy serie N liczb
{z;}, gdzie i = 1,...,
liwych do uzyskania wartosci zmiennej losowej jest ograniczony

N. Ponadto zaktadamy, ze zbiér moz-

(wartosdci zmierzone sa zbiorem o skonczonej liczbie elementow,
czyli zbidér zdarzen elementarnych jest przeliczalny). Oznaczymy
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elementy tego zbioru ay, gdzie k = 1, ..., K, oraz K jest liczebno-
Scig zbioru wartosci obserwowanej zmiennej (#2 = K). Oznacza
to, ze kazda z obserwowanych wartosci x; jest elementem zbioru
(ay,...,
mencie uzyskaliSmy a5 a w drugim a;). Wartosé érednia z danych

ag) (np. = = as,x2 = ay, czyli w pierwszym ekspery-

pomiarowych wynosi:

_ 1 & 1 &
T=(T)ap = — = — ap n
Nz:: N’;kk

W pierwszej sumie we wzorze (129) sumujemy po poszczeg6l-

(129)

nych obserwacjach (N—obserwacji) a w drugiej sumujemy po zbio-
,ag) (od k =1 do k = K)

zauwazmy, ze jesli wielkosé a; nie wystepuje w probie to n; = 0.

rze zdarzen elementarnych (aq, ...

Wielkos¢ pp = 3¢ jest estymatorem rozktadu prawdopodobien-

stwa (twierdzenie 4.2.2 1 wzér (127)). Wzér (129) mozna wiec
K

zapisa¢ w postaci: T; = Y appk.

Przyklad 37. Rozpad promieniotwérczy

Zalozymy, ze wynikiem eksperymentu jest liczba rozpadéw pro-
mieniotwérczych w okreslonym czasie T'. Obserwacje powtarzamy
N razy. Oznaczmy kazda obserwacje numerem i, ¢ = 1,... V.
Wynikiem i-tej obserwacji jest liczba rozpadow, ktora oznaczymy
k; (k; jest liczba rozpadéw w i—tej obserwacji). Jesli maksymalna
liczba rozpadéw zaobserwowanych w calym eksperymencie wy-
nosi K to znaczy, ze mozliwe wartosci k; sa liczbami ze zbioru
0,1,2,...,
(k1,...,
stapito k£ rozpadow, czyli liczba wartosci ¢, dla ktérych k; = k.

K. 7Zbhior N obserwacji zapiszemy wiec jako ciag liczb
kn). Niech ny oznacza liczbe przypadkow, w ktérych wy-



Inaczej powiemy ny jest liczba powtorzen liczby k w zbiorze wy-
nikéw obserwacji {ki, ..., ky}. Wartosé srednia liczby rozpadow

rowna jest:

X 1K
k_N;ki_N§knk (130)
gdzie: N- calkowita liczba obserwacji, wzoér (123).

Dla przyktadu rozpatrzmy ciag N = 25 obserwacji k;:
0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0.
Wida¢, ze zaobserwowano ng = 19 zer, ny = 5 jedynek i ny = 1
dwojek (czyli K = 2).

Srednia liczba k zaobserwowanych rozpadéw wynosi:
k=2(20%0+5%14+1%2) = L.

Przyklad 38. Rzut moneta.

Rozwazmy jak w przyktadzie 30 rzuty monetg — mozliwe sa dwa
stany: orzel (oznaczymy go 0) i reszka (1). Wynikiem obserwacji
jest cigg N zer i jedynek: 0,0,0,1,1,0,1,0,1,0,.... Aby policzy¢
srednia, wystarczy znaé liczbe zer no (liczna ortéw) i jedynek
ng (liczba reszek). Jesli gramy moneta na pieniadze i za orta
dostajemy xo = a, a za reszke ptacimy b (otrzymujemy kwote
ujemng rr = —b), to uzyskana suma w 10 grach wynosi s =
noa—ngb, warto$¢ érednia jaka zarobimy w przeliczeniu na jedng
gre (przy grze z N rzutami) wynosi:
~ = Bar+ PT0 = PrTR + Po(—70).

Jesli jak w przyktadzie 30 wstawimy xop = 10zt i zg = —5zl,
$redni zarobek na jedng gre wynosi: (6 - 10zt — 4 - 5zl)7- = 4z,
Wartosé¢ oczekiwana rézni sie i wyniosta 2, 5zt

Zauwazmy, ze pr 1 po sa estymatorami prawdopodobienstwa.
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Wzér ten jest szczegdlnym przypadkiem wzoru (126) z rozdziatu
4.2.2.

4.2.4. Wartosé oczekiwana i odchylenie standardowe
Sredniej z proby losowej

Celem pomiaru jest zbadanie zjawiska (obiektu) opisanego
zmienna losowa X o rozktadzie fy. Jesli pomiary przeprowa-
dzamy N razy, to kazdy n-ty akt pomiaru opisujemy inna zmienng
losowa, ktéra oznaczymy X,,. Zaktadamy, ze te zmienne losowe
dotycza zawsze tego samego obiektu i pomiary przeprowadzane
sg w tych samych warunkach, maja wiec ten sam rozktad praw-
dopodobienstwa:

fx. = fx (131)

dla kazdegon =1,...,N.

W wyniku serii pomiaréow uzyskujemy serie danych {fn}nNzl.
Kazdy n-ty wynik pomiaru z, jest realizacja zmiennej losowej
X,. Z tego, ze rozktady zmiennych X, sa jednakowe wynika, ze:

E(X,)=FEX)io(X,)=0(X) (132)

7 tego, ze X i X,, maja jednakowe rozktady nie wynika, ze sg to
te same zmienne losowe (czyli X # X,,), jest tak poniewaz X jest
Scisle skorelowane ze soba natomiast X, i X,, (opisujace kolejne
pomiary) nie musza by¢ skorelowane. Czyli jesli w n-tym eks-
perymencie otrzymamy wartos¢ x, to w m-tym, eksperymencie
opisanym zmienng losowa X,,, uzyskamy wartosé¢ z,,, ktéra nie
musi by¢ taka sama jak z,. Utozsamienie X,, i X,, oznaczaloby:
T = Ty (bo wtedy n = m). Jedli zatozymy, ze kolejne préby sa



nieskorelowane to:

E((X, — E(X)) (X — E(X))) =0dlam#n (133)

Jesli zmienne losowe X,, i X, sa niezalezne to zgodnie z réwna-
niem (52) mamy:

P(Xp = &, Xon = F) = P(Xp = #0)P(Xpn = Tn)  (134)

Z réwnania (134) wynika brak korelacji czyli réwnanie (133)
(patrz zadanie 4 ze strony 110).
N
Wartos¢ srednia wynikéw N pomiaréw = = % > x, nie jest

n=1
doktadnie réwna wartosci oczekiwanej i po powtoérzeniu N po-

miaréw uzyskamy inng wartos¢ srednia, gdyz inne beda wartosci
T1,...,zy. Srednia z préby nalezy wiec opisaé za pomoca zmien-
nej losowej X 4,:

N
1
X a4y = ~ ;Xn (135)

gdzie X, jest zmienna losowa opisujaca n-ty pomiar (n-ta obser-
wacje).
Twierdzenie 6. Srednia X4, dana wzorem (135) ma nastepujace
wladciwosci:
1) Warto$é oczekiwana $redniej z préby réwna jest wartosci
oczekiwanej charakteryzujacej obserwowane zjawisko:

B(Xa,) = E(X) (136)

2) Odchylenie standardowe $redniej z proby licznosci N jest v N
razy mniejsze o odchylenia standardowego obserwowanego
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zjawiska:

O'(XAv)_ 1

(137)

USrednianie powoduje zmniejszenie odchylenia standardo-
wego, czyli zmniejszenie niepewnosci wynikajacej ze zjawisk
losowych. Oznacza to, ze im liczniejsza préoba tym srednia
jest lepszym przyblizeniem wartosci oczekiwanej.

3) Odchylenie standardowe o(Z) Sredniej wazonej danej réwna-
niem (117) wynosi:

| =

(721%) - Z o (138)

=1

[\

=

7 réwnania tego wynika, ze odchylenie standardowe
$redniej nie jest réwne $redniemu odchyleniu stan-
dardowemu.

Dowdd tej zaleznosci mozna znalezé w rozdziale 7 ksigzki
Brandta [5].

W dowodzie réwnania (137) wykorzystuje sie niezaleznosé
zmiennych losowych X, opisujacych kolejne préby (kolejne po-



miary): wobec tego mozemy dalej napisac:

N2 n=1
n=1
1 N1
= NE ((Xn ~ B(X)) ) = ~o(X)
co dowodzi rownania (137). W przeksztalceniach wykorzystali-
Ostatnia réwnosé wynika z tego, ze dla dowolnej statej a zachodzi Smy (132) i (133).
N N N
a = Na oraz dla dwoch ciagdw a,, 1 b, mamy: > a,+ > b, =
n=1 n=1 n=1

4.2.5. Estymator wariancji i odchylenia standardowego

M=

b dto: : . . . S
(an + bn), ponadto Wariancja (i odchylenie standardowe) zmiennej losowej opisuja

i
L

rozrzut i zdefiniowana réwnaniem (78). Jesli w wyniku pomiaru
uzyskamy zbiér danych empirycznych & = {Z; }jvzl (danych po-
miarowe) to mozemy wyznaczy¢ estymator s(Z) odchylenia stan-

N 2 N N . . : ,
<Z an) _ (Z an) (Z am> _ dardowego i estymator wariancji D(X). Mozna pokazaé, ze esty-

mator nieobcigzony ma postac:

= (an)2+ Anlm a1 ~ 2
2 ()52 D(X) = £(3) = 3 (5 - 2 (139)

J=1
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Z; - sa proba losowa (pomiarami), a N jest liczebnoscig proby

losowe;.
Z praw wielkich liczb wynika, ze:
N
lim Y (7 — ) = V(X)

Ponadto mozna udowodnié, ze:
E (52(37:)) = 0*(X)

co oznacza, ze estymator odchylenia standardowego jest nieob-
ciazony. Gdyby we wzorze (139) uzy¢ w mianowniku N zamiast
N — 1 to rownanie powyzsze by nie zachodzito i estymator bytby
obciazony.

Estymator odchylenia standardowego Sredniej z proby uzy-
skamy wstawiajac do wzoru (137) do wzoru (139):

s(z) = (140)

1 Yoo,
(N_l)NZ(x]_x)

Jj=1

4.2.6. Estymator odchylenia standardowego w
przypadku zmiennej losowej dyskretnej

Zatézmy, ze jak w punkcie 4.2.2, dokonujemy N krotnego po-
wtorzenia eksperymentu obserwacji zmiennej losowej dyskretnej
X o zbiorze mozliwych wartosci ay, as, ..., ax, gdzie K jest licz-
noscia zbioru zdarzen elementarnych (jesli zmienne losowa jest
funkcja réznowartosciowa). Wynikiem takiego eksperymentu jest
seria N liczb: (21,9, ...,xy). Kazda z liczb uzyskanych w eks-

perymencie jest jedna z liczb ze zbioru (aq, as, ..., arx), Niech ny
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oznacza rozktad empiryczny, czyli n; oznacza liczbe powtdérzen

.y I'N) .
Warto$¢ $rednia z proby (z danych pomiarowych) réwna jest:

wyniku a, w probie losowej (21, zs, . .

1 — 1
f:N xi:NZaknk

=1 k=0

(141)

gdzie: N— catkowita liczba obserwacji (wzor (123)),
x; jest i-tym wynikiem pomiaru.

Estymator odchylenia standardowego s(x) opisany jest réwna-
niem:

N

1 \2
N1 @)

=1

s(z) = (142)
Jedli zmienna losowa jest dyskretna i zbiér zdarzen elementar-
nych ma postaé¢ (aj,as,...,ax), to estymator odchylenia stan-

dardowego mozna zapisa¢ w postaci:

K

1
E— Z(ak — f)an
N -1 —

s(x) = (143)
gdzie ny, liczba wystapien elementu a; w zbiorze danych pomia-
rowych.

Przyktad 39 (Rozpad promieniotwérezy). Rozwazymy rozpad
promieniotwérczy omawiany w rozdziale 4.2.2 (przyktad 37).
Wartosci zdarzen elementarnych sa jednoczesnie numerami: a; =
k, wiec:




4.3. Rozstep

W przypadku pomiaréw w skali porzadkowej mirg rozrzutu jest
rozstep, definiuje sie go jako:
1
D(i) = Q(jmaz - i'mm)

gdzie: T; i—ty wynik eksperymentu,

(145)

Zmin — Warto$¢ minimalna z danych empirycznych (proby loso-
wej): Tpin = min({z;})

Tmaz — Wartos¢ maksymalna z danych empirycznych (préby lo-
SOWE]): Tyae = max({z;})

4.4. Estymacja przedzialowa, przedzial ufnosci

Zatdézmy jak poprzednio, ze w wyniku pomiaru otrzymaliSmy
,N).
macja wartosci oczekiwanej E(X).
(wzor (157)) uzyskana z danych empirycznych przybliza warto$¢

seri¢ N danych z; (i = 1,... Zadaniem naszym jest esty-

Poniewaz wartos$é érednia 7

oczekiwang wiec celowe jest okresli przedziat, w ktorym estymo-
wana wartos¢ oczekiwana znajduje sie z okreslonym prawdopo-
dobienistwem p nazywanym poziomem ufnosci.

Definicja 34. Przedzial I, = [a, b] jest przedzialem ufnosci, jesli
zmienna losowa X znajduje sie w tym przedziale z prawdopodo-
bienstwem p:

Pla<X <b)=p
Réwnanie (146) w skrécie zapisuje sie: P(I,) = p.

(146)

Definicja ta bardzo ogélna. W przypadku estymacji przedziato-
wej interesuje nas przedziat wokot wartosci sredniej wokot pewnej
liczby x:
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Pz—zy,<x<Z+z)=p (147)

Promienl przedziatu z, mozna wyrazi¢ jako wielokrotnos¢ od-
chylenia standardowego o

z = kyo(X)

czyli: P(Z — kyo(X) < X <Z+kyo(X))=p

wspoOtezynnik k, zalezny od rozkladu prawdopodobienstwa i
nazywany jest wspotczynnikiem rozszerzenia. Dla rozktadu nor-
malnego wartosé¢ tego wspotczynnika wynosi w przyblizeniu dwa:
ko.95 = 2.

Afx

\

——"—

E(X)—z E(X) E(X)+z

Rysunek 24. Przedzial ufnosci dla poziomu p, krzywa jest gesto-
Scig prawdopodobienstwa fx zmiennej losowej X, pole zakreskowane
réwne jest p, z jest promieniem przedzialu ufnosci

Jedli interesuje nas estymacja wartosci oczekiwanej to mu-
simy zapytac¢ o prawdopodobienstwo tego, ze wartos¢ oczekiwana
E(X) znajduje sie w przedziale o promieniu zp wokdl wartosci
sredniej 7:

P(z—2z<EX)<Z+z)=p (148)



Zazwyczaj mozna zatozy¢, ze srednia ma rozklad normalny o
odchyleniu standardowym o (X) = \W}; oL

przedziatu ufnosci ma postaé z, = k,sz), gdzie zastapiliémy od-

wobec czego promien
chylenie standardowe o(X) wartosci éredniej estymatorem (158).

Niepewnos¢ rozszerzona opisana definicjg 36 i zapisana wzorem
(162) réwna jest promieniowi przedziatu ufnosci U,(X) = z, =
k,sT)

5. ZASADY WYZNACZANIA WARTOSCI
MEZURANDU I JEGO NIEPEWNOSCI

W tym rozdziale przedstawiona zostang ogoélne zasady wyzna-
czania niepewnosci pomiaru. Szczegdtowe wzory wymagaja wie-
dzy ze statystyki matematycznej i teorii prawdopodobienstwa, co
jest przedmiotem rozdzialéw 4 i 3. Zaleca sie przeczytacé ten roz-
dzial jako wstepne zapoznanie sie z koncepcja niepewnosci, ale w
celu zrozumienia uzytych tu termindéw nalezy zapoznacé sie z roz-
dzialami 3 i 4 i powro6ci¢ do tego rozdziatu po przestudiowaniu
metod statystycznych.

Niepewnos¢ pomiaru wyznacza si¢ przy zatozeniu probabili-
stycznego modelu pomiaru, podstawowe zatozenia opisane zostaty
w rozdziale 1.8, ponizej przypomnimy najwazniejsze tezy tego
modelu.

5.1. Probabilistyczny model pomiaru

Probabilistyczny model pomiaru polega na zalozeniu, ze po-
miar opisujemy zmienna losowa (patrz rozdziat 1.8) co oznacza,
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ze wynik pomiaru jest wartoscig zmiennej losowej. Wynik kon-
kretnego pomiaru x jest wartoscig zmiennej losowej X opisujacej
pomiar, dla zdarzenia w reprezentujacego konkretny pomiar:

r=X(w) (149)

Roéwnanie to nalezy rozumie¢ nastepujaco:

e zmienna losowa X opisuje proces pomiaru i przyporzadko-
wuje zdarzeniom wartosci liczbowe,

e kazdy pojedynczy pomiar daje inny wynik x ktory jest reali-
zacja zmiennej losowej dla tego pomiaru, czyli x jest warto-

Scig zmiennej losowej X dla zdarzenia w € €

e zdarzenie w jest konkretnym aktem pomiaru*® nalezacym do

zbioru wszystkich mozliwych zdarzen (2.

Przyktad 40. Pomiar rezystancji czujnika temperatury
Zalézmy, ze chcemy zmierzy¢ rezystancje (opor elektryczny)
rezystora platynowego i na tej podstawie wyliczy¢ temperature.
Zatézmy tez, ze mamy bardzo dobry omomierz pozwalajacy na
pomiar z rozdzielczoscia jednego milioma (1 mf2). Zestawiamy
uktad pomiarowy ztozony z omomierza, rezystora platynowego i
przewodow taczacych rezystor platynowy z omomierzem. Uktad
ten dla ustalonej temperatury reprezentowany jest przez zmienng
losowa (oznaczymy ja X). Zalozenie to oznacza, ze kazdy pomiar
wykonywany jest w tych samych warunkach gwarantujacych po-
wtarzalnos¢, jednak kazdy wynik pomiaru moze da¢ inny wynik.

Kazdy pomiar jednostkowy rezystancji (nadamy mu numer %)
daje jaki§ wynik liczbowy, oznaczymy go z;, wskaznik ¢ ozna-
cza, ze jest to i-ty pomiar (i = 1,..., N, N-liczba pomiaréw).

46Przez ,akt” okreslamy jednostkowe zdarzenie.



Kazdy i-ty akt pomiaru oznaczymy symbolem w;, wynik i-tego
pomiaru jest wiec wartoscig zmiennej losowej dla i-tego pomiaru:
z; = X (w;). Obserwowany rozrzut wynikéw pomiaréw opisujemy
matematycznie przyjmujac, ze pomiar opisany jest zmienna lo-
SOWQ.

Zaktadamy ponadto, ze istnieje stala wartos¢, nazywana war-
tosci prawdziwa lub poprawna, wokot ktorej zmienia si¢ wynik
przy powtarzaniu pomiaru, zapiszemy wzorem w ktorym wynik
pomiaru rozni sie od wartosci prawdziwej i wartos¢ btedu opisa-
nego zmienng losowa AX (patrz réwnanie (8)):

X =204+ AX (150)

gdzie X - zmienna losowa reprezentujaca’” proces pomiaru, z
- szukana wartos¢ prawdziwa wielkosci mierzonej, AX - zmienna
losowa reprezentujaca bledy pomiarowe.

5.2. Estymacja warto$ci mierzonej

Wynikiem bezposrednim pomiaru jest seria danych {x;} , gdzie
t=1,..., N, N liczba danych pomiarowych. Jesli pomiar zostal
przeprowadzony w warunkach powtarzalnosci (w niezmieniaja-
cych sie warunkach) to zazwyczaj najlepszym przyblizeniem &
wartosci oczekiwanej jest srednia arytmetyczna z danych pomia-
rowych, ktore traktujemy jak probe losowa z pewnego (niezna-
nego) rozktadu statystycznego mierzonej wielkosci:

(151)

4TTermin ,reprezentacja” oznacza opis matematyczny.
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Jedli kazdy z wynikéw x; uzyskany zostat w innych warunkach
i wiemy, ze odchylenie standardowe kazdego z wynikéw jest inne i
wynosi o; to nalezy wyznaczy¢ sredniag wazong z wagg odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odchylenia standardowego:

(152)

xw:&

i=1""
W obu przypadkach nalezy wyznaczy¢ niepewno$¢, przy czym
wzory zaleza od us$redniania, czyli odchylenie standardowe Sred-

niej arytmetycznej r6zni sie od odchylenia standardowego sredniej
wazonej (patrz dalsze rozdziaty).

5.3. Niepewnosc¢

Zgodnie z Przewodnikiem [27] Wyrazanie niepewnos$ci po-
miaru” niepewnos¢ pomiaru wielkosci x jest miarg rozrzutu wyni-
kéw pomiaréw. Wyrdznia si¢ niepewnosé standardows i niepew-
nos¢ rozszerzona. Niepewnosé¢ standardowa (oznaczaé bedziemy
ja u(x)*®) réwna jest wartosci s(x) estymatora odchylenia stan-
dardowego i jest traktowana jako podstawowa forma wyrazania
niepewnosci.

Definicja 35. Niepewnosé standardowa u(x) wielkosci x rowna
jest estymatorowi odchylenia standardowego:

u(x) = s(x)

48Niepewnoé¢ standardows oznacz sie malym wu, natomiast rozszerzona
litera wielka.

(153)




gdzie: s(x) estymator odchylenia standardowe wyznaczony z da-

nych doswiadczalnych i wiedzy o systemie pomiarowym (metody
obliczania estymatora odchylenia standardowego opisane sg w na-
stepnych rozdziatach).

Niepewnos¢ standardowa zdefiniowana jest jako parametr roz-
ktadu prawdopodobienstwa opisujacego badany obiekt, jest wiec
okreslany metodami statystyk parametrycznych. Jesli zastosu-
jemy metody statystyk przedzialowych [16, 23] to mozna zdefi-
niowaé niepewnos¢ rozszerzong, definicje jej podamy w rozdziale
5.4.4.

Zgodnie z Przewodnikiem wszystkie rodzaje btedow opisujemy
modelem probabilistycznym i podstawowym sposobem opisem
wielkosci btedu jest odchylenie standardowe. Wedtug Przewod-
nika odchylenie standardowe ($ci$le estymator odchylenia stan-
dardowego wartosci sredniej) nalezy wyznaczy¢ dla wszystkich
rodzajow btedéw, zaréwno dla btedow przypadkowych jak i sys-
tematycznych.

Przewodnik [27] wyr6znia dwa rodzaje zrodet danych dla wy-
znaczenia estymatora odchylenia standardowego:

(A) seria pomiarowa, wtedy estymatorem odchylenia standardo-
wego wartosci §redniej jest wzor (158),

(B) zalozenia a priori dotyczace rozktadu statystycznego innych
rodzajow bledéw (nieprzypadkowych), wtedy estymatorem
odchylenie standardowe jest odpowiedni wzér dla zatozonego
rozktadu.

Istota metody (B) jest okreslenie rozktadu prawdopodobien-

stwa na podstawie wiedzy teoretycznej i przekonania dotycza-
cego zrodet niepewnosci. Rozktad taki nazwa¢ mozna rozktadem
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a priori (Przewodnik [27] uzywa terminu rozktad subiektywny).

Podstawy probabilistyki, definicje warto$ci oczekiwanej i od-
chylenia standardowego i jego estymatoréw tych wielkosci z da-
nych empirycznych opisane jest w rozdziale 3

Przez rozktad a priori rozumie sie rozktad prawdopodobien-
stwa wynikajacy z analizy teoretycznej uktadu pomiarowego.
Analiza tak zawiera opis zrodet btedow, ich nature i rozktad praw-
dopodobienstwa opisujacy sktadowe btedu.

Niezaleznie od metody wyznaczania niepewnosci nalezy zauwa-
zy¢, ze odchylenie standardowe zmiennej losowej X reprezentuja-
cej wynik pomiaru we wzorze (150) réwne jest odchyleniu stan-
dardowemu bltedu opisanemu zmienna losowag AX:

o(X)=o0(rg+ AX) =0(AX) (154)

Roéwnanie to wynika z wtasciwosci odchylenia standardowego

opisanego w rozdziale 3.8.2.

5.4. Metody wyznaczania niepewnosci

Na podstawie opisanych powyzej metod (A) i (B) szacowania
niepewnosci otrzymuje sie dwie skltadowe niepewnosci. Dalsze
postepowanie polega na wyznaczaniu niepewnosci catkowitej na-
zywanej niepewnoscia ztozona.

Algorytm wyznaczenia wartosci mierzonej wielkosci i niepew-
nosci polega wiec na nastepujacych krokach:

1) wyznaczenie wartosci Sredniej z serii pomiarowej, wartosé
srednia uznana jest za estymator wielkosci mierzonej



2) wyznaczanie sktadowej typu A niepewnosci standardowe;
jako odchylenia standardowego z danych pomiarowych, tak
wyznaczona sktadowa niepewnosci oznaczymy ua(x) ,

3) ustalenie na podstawie analizy systemu pomiarowego (teo-
rii 1 wiedzy wynikajacej z poprzednich pomiaréw) rozktadu
prawdopodobienstwa (nazywanego rozkltadem a priori) ble-
dow, ktore nie zostaty uwzglednione analizie serii danych po-
miarowych metoda A,

4) wyznaczenie odchylenia standardowego up(x) dla rozktadu
a priori ustalonego w punkcie poprzednim.

5) zlozenie obu uzyskanych niepewnosci w celu uzyskania nie-
pewnosci ztozonej u(x). W przypadku gdy zatozymy nieza-
leznos¢ obu sktadowych niepewnosci stosuje si¢ wzor:

u(e) = /v (x) + ()

(155)

Zrédlem informacii bedacej podstawg szacowania niepewnosci
typu B sa:
1) dane pomiarowe pochodzace z poprzednich eksperymentéw i
porownan z innymi przyrzadami o lepszej doktadnosci,
2) ogolna teoria zjawisk zwiazanych z pomiarem dotyczaca me-
tody pomiaru o zrodet btedow i zaktocen,
3) specyfikacje aparatury dostarczone przez producentéw,
4) wyniki wzorcowania i certyfikacji,
5) niepewnosci opisane w literaturze dotyczacej przeprowadza-
nych pomiarow.
Podstawa szacowania sktadowej (B) niepewnosci jest wiedza i
do$wiadczenie. Na podstawie tej wiedzy przyporzadkowuje sie
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rozktad statystyczny a priori réoznym sktadowym bledow wyrdz-
nionych w modelu uktadu pomiarowego (sktadowe opisane w pod-
rozdziale 5.5). Dla kazdej sktadowej wyznacza sie odpowiednie
parametry rozktadu i wylicza odchylenie standardowe. Gtéwnym
zrodtem informacji o niepewnosciach jest opis przyrzadu (instruk-
cja, napisy na przyrzadzie) dostarczony przez producenta.

Przewodnik podkresla, ze nie nalezy popetia¢ btedu polegaja-
cego na tym, ze w metodzie B uwzglednia si¢ sktadowe opisane
metodag A, czyli podlegajace przypadkowym fluktuacjom w ana-
lizowanym pomiarze (w serii pomiaréw dajacych dane do staty-
stycznej analizy).

Autorzy Przewodnika wyrazaja przekonanie, ze podzial na me-
tode A i B nie odpowiada podziatowi na sktadowa systematyczna
i przypadkowa (7) poniewaz dotyczy metody szacowania niepew-
nosci, a nie istoty zjawiska bedacego zrédtem btedéw. Ponadto
zjawiska przypadkowe jak i systematyczne moga by¢ uwzgled-
nione w obu metodach szacowania niepewnosci.

Wyznaczajac niepewnos¢ metoda B szacujemy wiele réznych
efektow, o ktorych zaktada sie, ze nie zostaly uwzglednione w
metodzie A. Btedy ktore uznamy za systematyczne powinny by¢
opisane zgodnie z Przewodnikiem przez zmienng losowa o rozkta-
dzie jednostajnym. Ogodlnie wyznaczanie niepewnosci metoda B
polega na oszacowaniu wielkosci odchylenia standardowego przy
nastepujacych zatozeniach:

e btedy, ktore chcemy uwzgledni¢ maja rozktad prawdopodo-
bienstwa a priort wynikajacy z teorii, wezesniejszych badan,
danych producenta lub literatury.

e dane sa pewne parametry charakteryzujace btedy, takie jak:



dane producenta o btedach granicznych, rozdzielczosé, itd.

,Przewodnik” podkresla, ze przy podawaniu wyniku niepewno-
Sci nalezy opisaé¢ sposéb szacowania oraz sktadowe, ktore zostaty
uwzglednione.

5.4.1. Niepewnos¢ wzgledna

Dla kazdego typu niepewnosci (czyli niepewnosé standardowa,
niepewnosé¢ rozszerzona, btad graniczny) okresla sie niepewnosé
wzgledna. Niepewnos¢ wzgledna v opisuje wartos¢ niepewno-
sci u(z) wzgledem wyniku pomiaru Z, dla niepewnosci wzgledne;j
standardowej mamy:

- Y 156

7= (156)

. , . ., , Ux) .

Dla niepewno$ci rozszerzonej wzér ten ma postaé vy = —= i
X

JANSy

dla btedu granicznego: v, =

5.4.2. Klasa dokladnosci

Niepewnosci wzgledne (bledy graniczne wzgledne) szacowane
sg mato doktadnie, niepewnos¢ wyznaczenia niepewnosci wzgled-
nej moze wynosi¢ nawet ponad 50/wartosci niepewnosci wzgled-
nej. Dlatego jest sens zdefiniowaé ciag znormalizowanych nie-
pewnosci wzglednych, ktore roznig sie mniej niz o 50%. Taki cigg
dopuszczalnych wartosci niepewnosci wzglednych tworzy dopusz-
czalne klasy: 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2,5; 5 (klasa wyrazona
jest w procentach). Nie dopuszcza sie klasy 10% (zbyt mata do-
ktadnos¢), przyrzady doktadniejsze od 0,05% opisuje sie podajac
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opis wszystkich sktadowych btedow z podaniem trendéw czaso-
wych i terminéw waznosci certyfikatéw (sa to zawsze przyrzady z
odpowiednimi dokumentami potwierdzajacymi doktadno$é¢ przez
upowaznione laboratoria).

5.4.3. Metoda statystyczna oceny niepewnosci
standardowej (metoda A)

Zgodnie z zasadami opublikowanymi w Przewodniku niepew-
no$¢ powinna by¢ okreslona jako niepewno$é standardowa
rowna odchyleniu standardowemu wyznaczonemu metodami sta-
tystycznymi. Ponizej podamy wzory bez uzasadnienia, uzasad-
nienie wynikajace z teorii prawdopodobienstwa i statystyki ma-
tematycznej mozna znalez¢ w rozdziatach 3 1 4.

Wynikiem pomiaru jest seria pomiarowa {xi}i]\il, ktora sktada
sie z N danych pomiarowych uzyskanych jednym przyrzadem w
warunkach powtarzalnosci dla tego samego obiektu. Estymator i
niepewnos$¢ wyznacza sie metodami statystycznymi oméwionymi
w dalszych rozdziatach.

Estymatorem wartosci zmierzonej jest Srednia z proby z (ozna-
cza sie ja réwniez jako!® x,, lub x4,):

1 N

(157)

Estymatorem niepewnosci standardowej u4 () jest estyma-
tor odchylenia standardowego $redniej z proby s (Z) (patrz wzor

(139)):

49Av - od angielskiego average.



ua(z) =s(x) = (158)

1 \2
(N—1)Nz(x"_x>

=1

5.4.4. Niepewno$¢ rozszerzona

Definiuje si¢ tez niepewnosé rozszerzong U,(z), ktora jest
réwna promieniowi przedziatu ufnosci I,, w ktérym znajduje sie
wartos¢ mierzonej wielkosci z prawdopodobienstwem p nazywa-
nym poziomem ufnosci (rozdzial 4.4).

Definicja 36. Niepewno$¢ rozszerzona U,(x) definiowana jest
jako:

Uy(x) = Rad(I,) gdzie P(x € I,) =p (159)

gdzie Rad(I) jest promieniem przedzialu I (polowa szerokosci
przedziatu).

Zaktada si¢, ze przedziat I, jest przedzialem wokol wartosci
oczekiwanej E(X):

I, = [E(X) = Up(x), E(X) + Up(x)] (160)
Estymator niepewnos$ci rozszerzonej ma postac:
Uy () = kys (2) (161)

s(Z) — estymator odchylenia standardowego $éredniej = (wzoér
(158), k,— wspotczynnik rozszerzenia zalezny od poziomu ufnosci
p (147), oraz od rozktadu prawdopodobienistwa mierzonej wielko-
Sci.
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Dla p = 0,95 przyjmiemy: Kgg5; ~ 2 (przy zalozeniu, ze rozklad
bledéw opisany jest rozkladem normalnym).
Niepewno$é rozszerzona U,(z) réwna jest wigc:

Up(@) = kps () = by (162)

Niepewnosé¢ rozszerzona obliczona ze wzoru (162) opisuje je-
dynie sktadowg niepewnosci reprezentujaca rozrzut wynikéw po-
miaru. Caltkowita niepewnos¢ (niepewnos¢ ztozona) uwzglednia-
jaca niepewnosci typu A i B opisuje wzor (169), podany dalej.

5.4.5. Niestatystyczne metody szacowania niepewnosci
(metody typu B)

Jesli pomiar jest wykonany raz lub gdy nie obserwujemy przy-
padkowego rozrzutu pomiaréw (kolejne wyniki pomiaréw daja
taka samg warto$é), to estymatorem wielkosci mierzonej wynik
pojedynczego pomiaru, oznaczymy ja T. Niepewno$¢ szacujemy
na podstawie analizy wlasciwosci przyrzadu pomiarowego (infor-
macji i niepewnosci danej przez producenta) i analizy wszystkich
innych zrodet btedow. Zaktadamy zazwyczaj, ze o doktadnosci
pomiaru decyduja bledy systematyczne. Inaczej méwiac jesli w
wyniku pomiaréw otrzymamy serie danych, ktora jest ciggiem
statym (wszystkie pomiary sa jednakowe) to wnioskujemy, ze wy-
stepuja jedynie btedy systematyczne®

50Przyjmuje si¢ definicje: bledem systematycznym nazywamy sktadowa
bledu w réwnaniu (7), ktéra nie zmienia si¢ przy kolejnych pomiarach.



Niepewnos¢ w tym przypadku szacuje sie na podstawie analizy
dziatania przyrzadu i znajomosci metod pomiarowych.

Zazwyczaj szacowaniu podlega maksymalna wartos¢ bledu
(czyli btad graniczny) °! jaka mozemy przewidzie¢ dla funkcjono-
wania danego przyrzadu. Jesli maksymalna wartosé¢ btedu wynosi
A,z to odpowiadajaca jej wartos¢ niepewnosci standardowej
Wynosi:

=
V3

Wzér ten wynika z tego, ze zatozylismy, ze btedy maja rozktad

Apz (163)

Og =

jednostajny o promieniu A,, (whasnosci rozktadu jednostajnego
opisane sg w rozdziale 3.10.4). Przedzial [T — Az, T + A,,z] in-
terpretujemy jako przedziat wokot wyniku pomiaru # o promieniu
Az, w ktérym na pewno znajduje sie wartos¢ prawdziwa (po-
prawna) o, co zapisano wzorem (164).

Zazwyczaj bedziemy pomija¢ indeks m i przedzial bedziemy
oznaczaé: [T — Az, + Az|. Przedzial ten zapisuje sie czesto
jako®? 7 £ Ax. Jedli w wyniku pomiaru oraz analizy danych i
niepewnosci uzyskamy, ze estymata wartosci zmierzonej wynosi &,
a niepewnos¢ Ax, to wynik zapisuje sie xo = T+Ax. Tak zapisany
wynik pomiaru jest pewnym skrétem myslowym i matematycznie
nalezatoby zapisac, ze xy znajduje sie w przedziale o srodku 7 i
promieniu Az (rysunek 25:

xo € [T — Az, T + Ax] (164)

51Btad granicznym jest czesto podstawa oceny niepewnoéci zwigzanej z
aparatura pomiarows.

527, matematycznego punktu widzenia zapis ¥ = zg & Ax oznacza, ze
x € [xg — Az, xo + Ax
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gdzie T — estymata wartosci mierzonej, Az — niepewnosé (promien

przedziatu).
AXx AXx
X—Ax X X+Ax
Rysunek 25. Przedzial opisujacy zg = & + Az, czyli zy €

[Z — Az, T + Azx]

Poniewaz zgodnie zaleceniami Przewodnika nalezy podawaé
niepewnos¢ standardowa, a nie btad graniczny, wiec przy zapi-
sie xg = T + Ax zawsze nalezy zaznaczy¢, ze szacowania dotycza
btedéw granicznych.

Zrédlem szacowania niepewnosci metoda B moga by¢:

e Dane producenta (patrz rozdzial 5.4.6).

e Fluktuacje obserwowane jako chwilowe zmiany lub nierow-
nomiernosci badanego obiektu. Fluktuacje mozemy charak-
teryzowaé¢ maksymalng warto$cia obserwowanych fluktuacji.

e Btledy dostarczenia mierzonej wielkosci do przyrzadu pomia-
rowego.

e Wplyw przyrzadu na badany obiekt.

Przyktadem fluktuacji sg gwaltowne zmiany napiecia spowodo-
wane chwilowymi zakt6éceniami lub brakiem odpowiedniego kon-
taktu przewoddéw (patrz przyklad 44).

Bledy doprowadzenia wielkosci mierzonej:



1) Mierzymy srednice suwmiarks elementu elastycznego, naste-
puje odksztatcenie.

2) Na przewodach odkladaja sie napiecia.

3) temperatura obiektu rézni sie od temperatury termometru.

Przyktad 41. Pomiar dtugosci.
Mierzymy dlugo$¢ preta L miarka z podziatkg milimetrowa
Zazwyczaj przyjmuje sie,

i uzyskaliémy wynik L = 25mm.

ze blad graniczny réwny jest rozdzielczo$ci i woéwcezas niepew-
no$¢ standardowa pomiaru dtugosei u(L) wynosi WT;” ~ 0, 6mm.
Wynik pomiaru mozna zapisa¢ na dwa sposoby: 25,0(0,6)mm
(tutaj odchylenie standardowe zapisane jest w nawiasie), lub
25bmm + 0, 6mm z zaznaczeniem, ze podano niepewnos$¢ standar-
dowa, a takze 25,0mm £ 1mm zaznaczajac, ze podano wartosc¢

graniczng btedu.

W przypadku pomiaru ditugosci preta miarka milimetrowa
moga by¢ powody (np. btad pojawia sie na poczatku i koncu
miarki), ze przyjmiemy warto$¢ btedu granicznego 2mm, wtedy

2mm  ~_

niepewnos¢ standardowa wyniesie SV 1, 2mm.

5.4.6. Wyznaczanie niepewnosci na podstawie danych
producenta

Producent podaje niepewnosci przyrzadu dla poszczegdlnych
Jesli

przyrzad nie jest drogim systemem pomiarowym o wysokiej pre-

zakresOw 1 zazwyczaj wyszczegOlniajac rozne sktadowe.

cyzji to podawane sg zazwyczaj btedy graniczne dla poszczegol-
nych zakreséw i rodzajéow mierzonych wielkosci (np. dla pomia-
réw pradow statych i osobno dla zmiennych). Przyrzady analo-
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gowe roznig si¢ zasadniczo zasadg dziatania od przyrzaddéw cyfro-
wych wobec tego inaczej wyznacza si¢ niepewnos¢ dla tych grup
przyrzadow. Sktadows zwiazana z przyrzadem pomiarowym obli-
czong na podstawie danych producenta nazywa sie niepewnoscia
instrumentalng lub aparaturows.

Przyrzady analogowe

Dla przyrzadéw analogowych podana jest klasa niepewnosci
Vi, hiepewnosé jako, zazwyczaj jako btad graniczny, wyznaczamy
ze WZoru:

Axr =g - x, (165)

gdzie z, jest zakresem pomiarowym przyrzadu wykorzystywanym
w danym pomiarze.

Klasa okreslana jest w procentach i opisuje niepewnos¢ wzgle-
dem zakresu pomiarowego.

Przyrzady cyfrowe

Dla przyrzadow cyfrowych okresla sie dwie sktadowe niepew-
noéci, addytywna Ax, i multiplikatywna Ax;:

Ax = Az, + Ax; (166)

gdzie z — wynik pomiaru.
Sktadows addytywnag zazwyczaj podaje sie jako wielokrotnosé
k rozdzielczosci A, (numbers of digits)

Az, = k- A, (167)

Sktadowa multiplikatywna Ax; proporcjonalna jest do wartosci
zmierzonej :

Ax; =~ (168)

gdzie: v btad graniczny wzgledny.



Przyktad 42. Pomiar multimetrem.
Dla multimetru cyfrowego M-380 dla zakresu 2V podany jest
w instrukcji wzér obliczenia niepewnosci (klasy):

+0.8% rdg £+ 3 dgt

gdzie rdg jest odczytem (reading), czyli warto$cia zmierzona (od-
czytang z przyrzadu) x, dgt — rozdzielczo$¢ (digits).

Jesli w wyniku pomiaru uzyskalismy odczyt U = 1,231V na
zakresie 2V, to btad graniczny wyniesie
AU =0,8-15-1,231 V+3-0,001 V = (9,9+3)-1073V = 13mV
(w obliczeniach zrobiono zaokraglenia do gory).
Niepewnos¢ standardowa wyniesie wiec: u(U) = \1/—35 =7,bmV ~
8mV. W tym przyktadzie rozdzielczo$¢ woltomierza wynosi A, =
ImV.

5.4.7. Niepewnosé ztozona (catkowita) w przypadku
pomiaru bezposredniego

Zatozmy, ze w wyniku serii N pomiaréw wielkosci x przyrza-
dem cyfrowym lub analogowym uzyskaliémy odczyty: xq,...,xN.
Dane podane przez producenta przyrzadu okreslaja niepewnos¢
aparaturowg opisana wzorem (165) (dla przyrzadu analogowego)
lub (166) (dla przyrzadu cyfrowego).

W celu wyznaczenia estymatora wartosci zmierzonej i niepew-
nosci nalezy obliczy¢:

1) wartosé srednia = z danych (wzér (157)),
2) estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej s(Z)
(niepewnosé standardowa) ze wzoru (158),
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3) sktadowa instrumentalng bledu granicznego Az ze wzoru
(166) lub (165),

4) sktadowe niepewnosci zwiazane z zakléceniami lub btedem
modelu badanego obiektu, opisen niepewnosci s,

5) niepewnosé¢ zlozona (niepewnosé calkowita) standardowa
u(zx) ze wzoru:

u(z) = Spor (T)

(169)

gdzie s;; jest odchyleniem standardowym sumy wszystkich
btedow:

s2 = \/32(35) + 52+ % (Az)? (170)

s(Z) — estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej
(miara rozrzutu sredniej z danych pomiarowych).

Sktadowsa instrumentalna (aparaturowa) szacujemy metoda B
opisujac ja rozktadem réwnomiernym w przedziale [—Az, Ax],
\%Am jest odchyleniem standardowym takiego rozktadu réwno-
miernego.

Wzér (162) wynika z réwnania (86) opisujacego odchylenie
standardowe sumy niezaleznych zmiennych losowych.

Niepewnos¢ s, opisujaca zaktécenia szacuje si¢ na podstawie
posiadanych danych o ukltadzie pomiarowym. Jesli posiadamy
aparature do pomiaru szumoéw i zaktocen, to nalezy postuzy¢ sie
wynikami odpowiednich pomiaréw. Jesli dysponujemy jedynie
obserwacjami, w ktorych mozna oszacowa¢ maksymalne wartosci
fluktuacji A,z to niepewnos¢ odpisujacyg fluktuacje wyznacza sie
ze wzoru (1.9) czyli: s, = \%Azx (patrz przyktad 44).

Jesli zachodzi potrzeba obliczenie niepewnos$¢ rozszerzonej
U,(x) dla poziomu ufnosci p to wyznacza sie ja z przyblizonego



Wzoru:

Uy(x) = ky ulz) (71)

gdzie k, jest wspolczynnikiem rozszerzenia, dla p=0,95 mozna w
przyblizeniu przyjac k, ~ 2 (dla zatozenia, ze §rednie opisane sg
rozkladem normalnym).

5.4.8. Niepewnos¢ sumy dwéch wielkosci - propagacja
niepewno$ci

Niech mierzona warto$é¢ z bedzie sumg dwoch wielkosci = i y
zmierzonych niezaleznie:
z=x+y (172)
Tego typu rownanie opisuje dowolne prawo sktadania wielko-
Sci fizycznych i powinno by¢ zapisane dla wielkosci prawdziwych.
Roéwnanie to nazwiemy réwnaniem pomiaru wielkosci z. Réwnia-
nie powyzsze jest szczegbélnym przypadkiem roéwnania pomiaru
(180).
Poniewaz kazda zmierzonych wielkosci obarczona jest btedem
pomiaru, wiec zgodnie z (6) mozemy napisac:
To=T—Ax 1 yo=9—Ay (173)
gdzie T — estymata wielkosci x, ¥ — estymata wielkosci vy,
Zo 1 Yo oznaczaja wartosci prawdziwe wielkosci z 1 y. Réwnanie
pomiaru (172) nalezy zapisaé¢ dla wielkosci prawdziwych wiec zy =
zo+yo. To tego wstawiamy (173) i mamy 2o = Z—Ax+7y—Ay, po
przeksztatceniach: zg = T4 3§ — (Ax+ Ay), poniewaz zg = Z— Az
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wiec zaktadajac, ze estymator wielkosci z jest suma estymatorow:
Z = T + y otrzymujemy btad wielkosci x + y:

Az =Ax+ Ay (174)

Réwnanie 174 wyraza zasade addytywnosci btedow. Ponadto
zatozymy, ze sktadowe btedow pochodzacych od poszczegdlnych
sktadowych sa niezalezne wobec czego kwadrat odchylenia stan-
dardowego sumy zmiennych losowych réwna sumie kwadratéw
odchylen standardowych (wzér (86) w rozdziale 4). Niepewnosci
wielkosci z jest rowna odchyleniu standardowemu mamy wiec:

u(z) = (175)

Gdzie u(z) = o(z) i u(y) = o(y) sa niepewnosciami wielkosci z

u?(r) + u(y)

i y. Na podstawie analizy zrodet btedow szacujemy maksymalne
wartosci btedéw (bledy graniczne) A,z i A,,y.

W celu wyznaczenia niepewnosci standardowej zakltadamy, ze
btedy Az i Ay mozna opisa¢ rozktadem jednostajnym prawdo-
podobienstwa okreslonym na przedzialach wyznaczonym przez
btedy graniczne A,z i A,,y. Odchylenie standardowe ¢ zmien-
nej x wynosi o(x) = o(Ax) = \%Amm, i analogicznie o(y) =
U(Ay) = \/LgAmy

Niepewnos$¢ standardowa sumy z = x+y zgodnie z zaleceniami
Przewodnika[27] wynosi:

1 1 1

3

Taka zasada sktadania niepewnosci wynika z wtasnosci odchy-
lenia standardowego w modelu probabilistycznym (patrz réwna-
nie (86) opisujace odchylenie standardowe sumy zmiennych loso-
wych). Jesli btedy Az i Ay uznamy za zmienne losowe, a wartosci



maksymalne A,z i A,,y za szacowania niepewnosci to mozna za-
stosowaé wzér (86). Réwnanie (176) opisuje niepewnosé ztozona,
ktora wyznaczamy w oparciu o probabilistyczna zasade sktadania
odchylen standardowych (86).

5.5. Zrodla bledéw i sktadowe niepewnosci

Mozliwe sa nastepujace zrodla bledow, ktére powinno sig
uwzgledni¢ obliczajac sktadowe niepewnodci:

1) Niepemha definicja mezurandu (btad modelu mierzonego zja-
wiska).

2) Niedoktadna realizacja definicji mezurandu (niespetnienie
warunkéw, przy ktérych ma byé wykonany pomiar).

3) Doprowadzenie wielkosci mierzonej do przyrzadu.

4) Niereprezentatywne prébkowanie (kolejne pomiary wyko-
nane zostalty w warunkach nie zapewniajacych powtarzalno-
Sci badanego zjawiska, za mata liczba pomiaréw, zbyt wolne
probkowanie).

5) Nieadekwatna wiedza o warunkach, w ktérych ma by¢ prze-
prowadzony pomiar.

6) Btad odczytu przyrzadéw analogowych, nieumiejetno$é ob-
stugi aparatury,

7) Skoniczona rozdzielczo$é przyrzadow.

8) Niedokladna warto$¢ wzorcéw i wielkosei, wzgledem ktérych
wykonujemy pomiar.

9) Dziatanie przyrzadu pomiarowego, histereza, nieliniowosci,
btad przetwarzania.

10) Niedoktadna wartosé statych, oraz innych parametréw nie-
zbednych do wyznaczenia wartosci wielkosci mierzonej,
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11) Przyblizenia zastosowanej metody pomiarowej: przyblizone
metody wyliczania wielkosci mierzonej ze wzorow, przybli-
zone algorytmy wykorzystywane w przyrzadzie pomiarowym.

12) Wplyw przyrzadéw na badany obiekt.

13) Zmienno$¢ w czasie mierzonej wielkosci z powodu niekontro-
lowanych zjawisk zewnetrznych i wewnetrznych.

14) Bledy interpretacji.

15) Oddzialywanie $rodowiska (warunki eksperymentu), zakto-
cenia sygnatow.

Zazwyczaj zaktada sie, ze sktadowe btedow sg addytywne, wo-
bec czego mozna napisac, ze catkowity blad jest réwny sumie
wielu sktadowych:

Ar =) A (177)
i=1

gdzie: n. jest liczbg sktadowych btedu, ktoére potrafimy uwzgled-
ni¢, A;x jest i-tym bledem zwigzanym z wpltywem i-tego sktad-
nika na wynik pomiaru.

Kazdej ze sktadowych bledu A;x nalezy przyporzadkowaé od-
chylenie standardowe o; opisujace niepewnosci zwigzane z tg skta-
dowa. Wtedy catkowita niepewnos¢ standardowa wynosi:

(178)

Ne Ne
2ot =4[ 2 ui)
=1 =1

gdzie o; jest odchyleniem standardowych i-tej sktadowej btedu (i-
tego czynnika). Jesli o i-ty sktadnik potrafimy scharakteryzowaé
bledem granicznym A,,; to odpowiednia sktadowa niepewnosci



standardowej wyniesie o; = %Amﬂ-. Jesli natomiast wykonali-

3
sSmy serie pomiaréow czynnikoéw wplywajacych na btedy pomia-
rowe to szacujemy odpowiednie sktadowe niepewnosci opisane sa
zaleznoscia (139) oméwiona w rozdziale 4.2.5.

Omowimy teraz kilka zrodet btedow:

1) btad doprowadzenia wielkosci (ad.3) polega na tym, ze sy-
gnal ktory dostarczamy do przyrzadu nie jest rowny wartosci
mierzonej wielkosci.

2) Niereprezentatywne prébkowanie (ad.4) polega na tym, ze
w trakcie pomiaru zmieniaja sie warunki pomiaru, np.
ktos wlaczyl urzadzenie zaktocajace i generujace dodatkowe
szumy (np. wlaczono jarzeniowe oswietlenie zasilaczami im-
pulsowymi lub nadajnik WiFi).

3) Oddzialywanie $rodowiska (warunki eksperymentu), zakto-
cenia sygnalow.(ad.15). Sa to sygnaly pochodzace z oto-

czenia dodajace sie do badanego sygnatu. Przykladem jest

nadajnik WiFi zakt6cajacy pomiar napiecia. Jesli sygnal z

nadajnika ma state parametry to nie zmienia warunkéw po-

miaru i seria sygnalow jest zmierzona w warunkach powta-
rzalno$ci i zmierzona seria jest reprezentatywna.

Przyktad 43 (Pomiar rezystancji omomierzem). Zatézmy, ze
mierzymy rezystancje krotkiego i cienkiego przewodnika meta-
lowego omomierzem znajdujacym si¢ w multimetrze. Zasada
dziatania takiego omomierza polega na pomiarze napiecia na ba-
danym obiekcie przy zadanym natezeniu pradu. Badany prze-
wodnik dotgczamy do multimetru za pomoca przewodéw. Prze-
wody sa zrédlem bledu doprowadzenia (maja rezystancje) oraz

zaktocen pomiaru napiecia (na przewodach indukuja sie napiecia
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omomierz :l badany ohiekt

4 \
przewody doprowacdzajace

o rezystancji AR

Rysunek 26. Schemat blokowy pomiaru rezystancji multimetrem
(w trybie omomierza)

pochodzace od zaklocajacych pol). Jesli chcemy wyliczyé nie-
pewnos¢ pomiaru rezystancji to oprocz btedéw spowodowanych
przyrzadem pomiarowym i przypadkowymi zaktdceniami musimy
uwzgledni¢ btedy pochodzacych od dwoch zrédet wymienionych
powyzej. Calkowity btad pomiaru rezystancji w tym modelu be-
dzie wiec wynosit:

AR = AR+ AR+ AR+AR (179)

gdzie:

e A, R - sktadowa btedu spowodowana przyrzadem pomiaro-
wym zgodnie ze specyfikacja producenta.

e A, R - sktadowa obserwowana jako fluktuacja kolejnych po-
miarow,

e AR - sktadowa zwiazana z zaindukowanymi napieciami na
przewodach doprowadzajacych,

e A R - skladowa zwigzana z rezystancja przewodéw dopro-
wadzajacych.



Sktadowa zwigzana z przyrzadem zalezy od zakresu pomiaro-
wego. Zalozmy, ze mierzymy na zakresie 102 o rozdzielczosci
10mS). Blad graniczny zgodnie z opisem przyrzadu wynosi 0,2%
odezytu plus dwa razy rozdzielczosé. Jesli wynik pomiaru wy-
nosi 1,20€2 to btad graniczny A,R = 1,2 - WQOOQ +2-10mf) =
22, 4mf2. Niepewnos¢ standardowa tej sktadowej wynosi u,(R) =
22,47719\%3 = 13m£2. W celu wyznaczenia sktadowej zwiazanej z
przypadkowymi zaktdceniami nalezy powtorzy¢ pomiar przynaj-
mniej 12 razy i wyliczy¢ odchylenie standardowe sredniej. Za-
t6zmy, ze w wyniku pomiaru uzyskaliémy nastepujace dane (w
Q):

1,20; 1,18; 1,22; 1,24; 1,16; 1,23; 1,17; 1,25; 1,15; 1,23; 1,17;
1,20

wtedy odchylenie standardowe obliczone zgodnie ze wzorem
(140) wyniesie ok 10mS2.

Sktadowsg zaindukowang na przewodach nalezy zmierzy¢ przy-
rzadem do pomiaru wartosci skutecznej napiecia zmiennego. Za-
t6zmy, ze po podlaczenia do multimetru na zakresie 10mV prze-
wodéw pomiarowych (zwartych) uzyskamy warto$¢ skuteczna ok.
1mV. Zatézmy ponadto, ze instrukcja przyrzadu zawiera informa-
cje, ze w tym zakresie pomiarow rezystancji przyrzad wytwarza
prad 100mA. Oznacz to, ze btad pomiaru rezystancji moze wy-
nies¢ 1mV/100mA = 10mf). Odpowiadajace temu odchylenie
standardowe wyniesie 10m§2% co daje ok. 10m¢2

Sktadows zwigzang z rezystancjg doprowadzen nalezy wyzna-
czy¢ poprzez pomiar rezystancji tych przewodéw na zakresie
Za-
t6zmy, ze pomiary pokazaly, ze przewody maja rezystancje ok.

10m$) metoda cztero-przewodowa (jesli taki posiadamy).
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20mS2 co daje odchylenie standardowe ok 12m¢.
Calkowita niepewno$¢ jest pierwiastkiem sumy kwadratéw wy-
znaczonych sktadowych:

U(R) = V132 + 102 + 102 + 122 mf) = 22,65 mQ

Czyli niepewno$¢ pomiaru rezystancji przewodnika wynosi ok.
23m§2. Wynik koncowy mozna wigc zapisa¢ R = 1,20(2)mSf2.

Przyktad 44. Fluktuacja napiecia.

Rozwazmy pomiar napiecia multimetrem cyfrowym M-380 opi-
sanym w przyktadzie 42. Ugzyskano tam wynik pomiaru U =
1,231V z niepewnoscia standardowa pochodzaca od aparatury
u, = 8mV. Zatdzmy, ze zaobserwowalismy zaktécenia wynikajace
z otaczajacych pol elektromagnetycznych. Zauwazono gwattowne
zmiany napiecia (fluktuacje) o wartosci maksymalnej (szczyto-
wej) ok. AU = bmV. Jedli uznamy zaobserwowang wartosé
AU, za maksymalng warto$¢ zmian napiecia i zalozymy, ze roz-
ktad fluktuacji mozna opisa¢ rozktadem jednostajnym w prze-
dziale [-A,,U, A, U] to niepewnos¢ standardowa opisujaca ten
czynnik wyniesie u,qp = % = 29mV = 3mV. Niepewnos¢
ztozona (catkowita) pomiaru napiecia U = 1,231V wyniesie wiec
u(V) = V2 +u?, = V64 +9ImV = V73mV = 8,54dmV =~
I9mV.

5.5.1. Niepewnos¢ funkcji dwéch zmiennych

Zalozmy, ze mamy wyliczy¢ wielkos¢ z na podstawie wzoru
(réwnanie pomiaru)

2= f(z,y) (180)



gdzie x i y sa dwoma wielko$ciami zmierzonymi niezaleznie. Np.
mierzymy natezenie pradu I i napiecie U i wyznaczamy rezy-
stancje ze wzoru R = Y. Roéwnanie opisujace blad 5 okregle-
nia wielkosci z ma postaé Az = f(z,y) — f(xo,%0) (7o 1 yo sa
warto$ciami prawdziwymi). Taki przyrost funkcji mozna wyrazié
rézniczka zupelng®:

Ay = Hy) o O (y) Ay

181
ox oy (181)

Réwnanie powyzsze jest uogdlnieniem réwnania (174) opisuja-
cego przypadek sumy dwoch zmiennych.

Zaktadamy, ze kazdy z bledéw Ax i Ay jest zmienna lo-
sowa, wobec czego mozemy dla tych bledéw wyznaczyé¢ odchy-
lenia standardowe odpowiednio o(x) i o(y). Poniewaz odchyle-
nia standardowe wyniku pomiaru z i btedu Az sg sobie réwne:

o(Az) = o(x), o(Ay) = o(y), 0(Az) = o(z) (rozdzial 3.8.2)

wiec niepewnosé wielkosci z (réwna odchyleniu standardowemu)

53rozumiany jako réznica pomiedzy wynikiem pomiaru a wartoécig praw-

dziwa
%4 Ro6zniczka zupetna w sensie matematycznym)
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WYNOsi:

) )

Gdzie podstawiono: u(z) = o(z), u(y) = o(y).

(182)

Wzér (182) jest konsekwencja zatozenia, ze sktadowe btedu we
wzorze (181) sg zmiennymi losowymi niezaleznymi, zasady wy-
prowadzenia tego wzoru opisane sg w rozdziale 3.8.1.

5.6. Budzet niepewnosci

Najogolniejszy przypadek polega na wyznaczeniu niepewnosci
sumy wielu zmiennych gdy mamy wiele zrédet btedéw. Przykta-
dem konstrukcji budzetu niepewnosci jest analiza zrédet btedow
w przyktadzie 43.

Analize niepewnosci zaczyna sie od ustalenia zrodel bledéw
(mozliwie kompletng liste). Zaktada sie, ze bledy sa addytywne
(dla pomiaréw bezposrednich opisane to jest wzorem (177)) a
niepewnos¢ podlega zasadom sktadania wariancji. Zatdzmy, ze
czynniki od ktorych zalezy wynik pomiaru mozna opisa¢ zbiorem
K zmiennych & (gdzie k = 1,... K) oraz, ze mierzong wielkos$¢ z
uzyskujemy posrednio poprzez wyliczenie ze wzoru (analogicznie



do (180))
z = f(x1,...

, N) sa wielkoSciami mierzonymi bezposred-

,IN) (183)

gdzie z, (n =1,...
nio.

Funkcja f opisuje zalezno$¢ wielkosci mierzonej od zmiennych
x, ale nie opisuje zaleznosci od od czynnikéw &, wplywajacych
na wynik pomiaru i zaktécajacych nasz pomiar. Nalezy wiec do
celow analizy niepewnosci, na podstawie praw fizyki i analizy wy-
stepujacych zjawisk, wyprowadzi¢ wzor opisujacy zaleznosé wiel-
kosci z od zmiennych z,, i czynnikow &,.. Zaldézmy, ze taka funkcja
moze by¢ zapisana jako funkcja g wielu zmiennych:

7§K)

gdzie $rednik informuje, ze zmienne mierzone bezposrednio x,

z=g(xy,. ., oN; 6, (184)

roznig sie w interpretacji od zmiennych opisujacych wpltyw sro-
dowiska &.

Zmienne & zawsze wystepuja i jesli uzywamy do wyliczenia
mierzonej wielko$ci wzoru (183) to jest to uproszczenie. Jesli wy-
konujemy pomiary w warunkach gdy parametry & nie zmieniaja
sie¢ (wtedy nie zauwazamy ich wptywu) to funkcje f mozna zapi-
sa¢ jako funkcje g dla wartoéci parametréw &, rownych pewnych
wartodciom stalym: & = &, dla k =1,..., K. Wtedy mamy:

z= f(x1,... . €0.K)

Funkcja g opisuje petng zaleznosé tego co mierzymy od czynnikow

’xN>:g(x17"'7$N;€0,1)"' (185)

wptywajacych na pomiar i zazwyczaj zapisanie dla konkretnego
pomiaru funkcji g jest zadanie duzo trudniejszym niz ustalenie
uproszczonej funkcji f.
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Obliczanie niepewnosci wykonamy zaktadajac, ze mozna przy-
blizy¢ funkcje g w postaci liniowej szeregu Taylora:

z2=g(Z4,..., fN;fm,'-- 501()4—

+Z§xgnA n+z

Aﬁk
Czyli btad Az wynosi:

99 dg
Az = A —A
2= Z Z 5, A6
Kazdy ze sktadnikéw jest zmienng losowa wobec czego korzy-
stajac z zaleznosci dla wariancji sumy zmiennych losowych (86)
mamy:

(186)

:Z(a> )+
+Z(§g€> ?(&)

Wzér 5.6 moze by¢ wykorzystany do szacowania niepewnosci po-

miaru jesli pochodne wystepujace we wzorze nie zerujg sie czyli
pomiaru nie wykonujemy w warunkach okreslania minimum funk-
cji f lub g. W takim przypadku we wzorze 5.6 niezbedne jest
zapisanie drugich pochodnych. Taka sytuacja wystepuje przy po-
miarze metoda rezonansowa lub okreslania wspotczynnika zata-
mania metoda najmniejszego kata odchylenia.

Przyktlad 45. Rozwazmy pomiar rezystancji R odcinka przewod-
nika metoda pomiaru zaleznosci natezenia pradu ¢ od napiecia u.



Modelem pomiaru jest funkcja liniowa i = % (prawo Ohma). Naj-
wazniejszym etapem analizy niepewnosci jest ustalenie czynnikow
wptywajacych na btedy pomiaru.

IA
/—i (A—— AU,
AR, /|
| I,
zZasliacz R(T)

Rysunek 27. Schemat pomiaru rezystancji

Wymienimy najwazniejsze czynniki:
1) rezystancja doprowadzen
2) zmieniajaca sie rezystancja stykow polaczen
3) zmiana temperatury rezystora spowodowana przeplywem
pradu
4) napiecia indukowane na przewodach w wyniku oddziatywa-
nia pél elektromagnetycznych (przede wszystkim fal emito-
wanych przez urzadzenia energetyczne 50 Hz)
5) prad plynacy przez woltomierz (zmienia to rozptyw pradéw)
6) bledy przyrzadéw pomiarowych
Zaleznosé od temperatury opiszemy réwnaniem R = Ry(1 +
aAT) (a-wspdtezynnik temperaturowy rezystancji). W wyniku
pomiaru chcemy mie¢ warto$¢ Ry dla pewnej temperatury 7j,
w wyniki wydzielania si¢ ciepta w rezystorze jego temperatura
zmienia si¢ o AT =T — T, (T - temperatura po podgrzaniu). W
wyniku pomiaru mamy wiec warto$¢ R zamiast Rj.
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Wplyw rezystancji przewodow taczacych mierniki z badanym
rezystorem mozna opisa¢ jako pojawienie sie dodatkowej rezy-
stancji ARy (rezystancja doprowadzen).

Napiecie pél zewnetrznych oznaczymy jako AU,, natomiast
bledy przyrzadow AUy i Aly.

Na liscie nie uwzgledniono sit termoelektrycznych spowodowa-
nych réznica temperatur oraz napi¢ kontaktowych. Trzeba spraw-
dzi¢ jaki jest ich udziat w koncowej niepewnosci.

Roéwnanie opisujace pomiar rezystancji ma wiec postac:

Uy =
(Ro(l + CYAT) + ARd) ([A + AIA + AI\/)‘l‘

+AUy + AU, (187)
gdzie: Uy - napiecie wskazane przez woltomierz, I,- natezenie
pradu wskazane przez amperomierz, ARy - rezystancja doprowa-
dzen (powinna uwzgledniaé zmiane rezystancji stykéw), AU, -
napiecia indukowane przez pola zaktocajgce, Al4-btad graniczny
amperomierza, AUy -btad graniczny woltomierza.

Wzér (187) opisuje prawo Kirchoffa uwzgledniajace rzeczywiste
napiecia i prady (z zakloceniami) oraz rzeczywiste rezystancje.
Wzér ten zawiera sumy wszystkich napie¢, pradéw i rezystancji.

Po przeksztalceniach mamy wzoér opisujacy mierzong wielkosé

RQI

(188)

1 Uy — AUy — AU,
_ ~A
Bo= 1 0AT ( I4— Aly— Al Rd)

Wzér ten mozna przeksztaltci¢ do postaci przyblizonej wyko-



rzystujac nastepujace przyblizone zaleznosci dla x < 1:

1
~1-— 1
T2 x (189)
1+2)(1+y)~1l+z+y (190)

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci wzér (188) przyjmuje przy-
blizona postac:

Rgzé‘i‘

_(AUy AU. AI, AL, AR
+R( L+ 2y =Yy —A

AT
o Ty T T +O‘)

czyli btad pomiaru rezystancji wynosi:

ARy =
AU, Al
_l’_

N N Aly N ARy
Uy Uy I I

— + aAT)
R

Niepewnos¢ wyznaczamy traktujac btedy jako zmienne losowe:

u(Ro) =
5 2 2 2 2
R (AmUv T (AmU=\T L (AmIa )T (Amly +<Am~Rd)2+<aAT)2
V3 Uy Uy I I R

gdzie A,, oznacza, ze do wzoru nalezy wstawi¢ warto$¢ graniczna

(191)

poszczegolnych bredow.

W powyzszym wzorze utamki typu A;]"—‘sz opisuja btedy gra-
niczne wzgledne.

Zatozmy, ze pomiary wykonane zostaly multimetrami. W
wyniku pomiaru napiecia uzyskano U=0,50V na zakresie 2V.
Blad graniczmy wynosi 0,5%odczytu + 2 rozdzielczo$é, co daje
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AUy = 0,01V 4+ 0,02V = 0,03V. Natezenia pradu wynosi
I=0,50A na zakresie 2A. Blad graniczny wynosi 0,5%odczytu +
2 rozdzielczos¢ co daje A, 14 = 0,03V

W celu pomierzenia zakt6cen niezbedne jest wykonanie po-
miaréw napigcia woltomierzem wartosci skutecznej, woltomierz
ten nalezy polaczy¢ réwnolegle z woltomierzem mierzacym napie-
cie na badanym oporniku, przy odlaczonym zasilaczu. W przy-
padku laboratorium studenckiego napiecie zaktocen moze wyno-
si¢c AU, = 10mV. Prad woltomierza [y, mozna wyliczy¢ na
podstawie rezystancji wewnetrznej, w przypadku woltomierza cy-
frowego rezystancja wewnetrzna jest duza i wynosi R = 10M¢2,

prad woltomierza Iy, = (1)657‘5/2 =0,5-107"A (jest to wartos¢ duzo
mniejsza od 14). Rezystancje przewodéw mozna zmierzyé¢ omo-
mierzem cyfrowym, uzyskano Ry = 0,02(2. Wzrost temperatury
szacujemy na ok 20 K, a wspotczynnik temperaturowy miedzi
wynosi 3,9 - 1073,

Poszczegolne sktadowe we wzorze (191) wynosza:

A
by 0,03V o
Uy 0,5V
A
mU. 0,01V 0.02
Uy 0,5V
Apls _ 0,034 0,06
I, 054
—7
Anly _107A_ o
I 0,5 A
A
wRa _ 0,020 .02
R 10

aAT =3,9-107320 Q = 0,06 Q



niepewnos¢ wyniesie wiec:

U(Ro) =

R 2 2 2 _7\2 2 2 _
ﬁ\/(o,oe’) +(0,02)% + (0,06)* + (2- 10-7) + (0,02)> + (0,06)* =

10
VB

Ostatecznie wynik obliczen rezystancji mozna przedstawi¢ R =
1,0(0,1)Q. Jak widaé¢ decyduja o niepewnosci czlony zwiazane
z btedami amperomierza i woltomierza i wptywem temperatury
(jesli badany przewodnik wykonany jest z miedzi) wklad zwiazany
z pradem woltomierza jest praktycznie zerowy (znacznie mniejszy
od pozostalych sktadnikéow).

5.7. Zasady zapisu wyniku pomiaru

Wynik estymacji wartosci mierzonej (warto$¢ srednia) i szaco-

wania niepewnosci zapisujemy zgodnie z zasadami:

1) niepewno$¢ zapisujemy z dokltadnoscia dwoch cyfr znacza-
cych (jesli pierwsza jest wigksza od 2 mozna zapisa¢ jedna
cyfre).

2) ostatnia cyfra wyniku pomiaru (obliczefi wielkosci mierzonej)
musi sta¢ na tej samej pozycji dziesietnej co ostatnia cyfra
niepewnosci. Jezeli w wyniku obliczen mamy za duzo cyfr to
musimy dokonaé zaokraglenia.

Niepewno$¢ okreslona jest zazwyczaj mato doktadnie i przyj-
mowac¢ bedziemy, ze niepewno$¢ wyznaczenia niepewnosci jest
wieksza od 20% jej wartosci, co oznacza, ze znamy jedng cyfre
znaczacg niepewnosci lub dwie gdy pierwsza jest jedynka.

0,22 = 0,120
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Przyktad 46. Format zapisu wyniku.
Zatézmy, ze wyniku obliczen na kalkulatorze lub komputerze war-
tosci napiecia (na podstawie innych pomiaréw) otrzymali$my wy-
nik: U=(1,237465214+0,015)V. (gdzie wartosé¢ 0,015V jest ble-
dem granicznym ustalonym dowolng metoda). Zapis ten nie
jest poprawny poniewaz ma za duzo cyfr nie majacych uza-
sadnienia. Warto$¢ btedu granicznego wynosi 0,015V co ozna-
cza, ze informacja doktadniejsza niz 0,005V nie ma sensu dla-
tego cyfry na pozycjach po przecinku czwartej, pigtej i dal-
szych (cyfry: 46321) nie wnosza zadnej informacji o mierzonej
wielkosci (0,00046321<0,015). Poprawny zapis ma postaé
U=(1,237+0,015)V. Wynik obliczen zaokraglamy w ten spo-
soOb, ze ostatnia cyfra, ktora pozostata po opuszczeniu cyfr kon-
cowych nie ulega zmianie, jesli nastepuja po niej cyfry od 0 do 4,
oraz zwiekszamy jg o 1, jesli nastepujg po niej cyfry od 5 do 9.
Niepewnos¢ standardowa wynosi 0,0151/\%§ ~ 0,009V czyli
wynik pomiaru mozna zapisa¢: U=1,237(0,009)V.

6. METODA NAJMNIEJSZYCH
KWADRATOW

Eksperyment pomiarowy czesto polega na wyznaczeniu zalez-
nosci jednej wielkosci w funkcji innej wielkosci fizycznej. Uzy-
skana tak relacja empiryczna pomiedzy wielkoSciami charaktery-
zuje badany obiekt. Zazwyczaj jedna z wielkosci jest zmienng
kontrolowana przez eksperymentatora a druga zalezy od wta-
sciwodéci badanego obiektu. Zmienng kontrolowana nazywamy

,zmienng niezalezng” a zmienna zalezna od wlasciwosci obiektu



- ,zmienng zalezng”.

Przyktad 47 (Prawo Ohma). Przyktadem moze by¢ zaleznosé
natezenia pradu elektrycznego I ptynacego przez badany obiekt
od napiecia elektrycznego U przylozonego na obiekt. Zmienng
niezalezna jest napiecie U bowiem do eksperymentu wykorzystuje
sie zasilacz regulowany wytwarzajacy odpowiednie napiecie elek-
tryczne. Zmieniajac napiecie ptynace przez obiekt powodujemy
zmiane natezenia pradu I. Jesli badany obiekt jest przewodni-
kiem metalowym (np. drut metalowy) to spodziewamy sie, ze za-
lezno$¢ pomiedzy natezeniem pradu a napieciem bedzie liniowa,
czyli bedzie obowiazywaé¢ prawo Ohma: [ = }%U .

Przystepujac do badania jakiego$ obiektu (lub zjawiska) za-
zwyczaj spodziewamy sie, ze bedzie opisane rOwnaniem pewnego
typu. Rownanie takie wynika zazwyczaj z teorii badanego zjawi-
ska® Zaktadamy zazwyczaj, ze badany obiekt (zjawisko) opisane
rodzing réwnan:

y = fa(z) (192)

gdzie f, jest rodzing (zbiorem) funkcji numerowana wskaznikiem
.

Wskaznik o moze by¢ jednym lub wieloma parametrami licz-
bowymi.

Weryfikacja tego modelu polega na pomiarze zaleznosci zmien-
nej zaleznej y od zmiennej niezaleznej . W wyniku pomia-
row otrzymujemy serie danych, ktérg zapiszemy jako zbiér par
{(xzayz)}i\il

55Teoria moze byé przyblizona lub tez niekompletna a nawet btedna, wtedy

metoda najmniejszych kwadratéw pozwala na weryfikacje modelu zjawiska.
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Zadaniem metody najmniejszych kwadratoéw jest znalezé¢ funk-
cje (sposrod zbioru f,) najlepiej pasujaca do danych do$wiad-
czalnych, inaczej méwiac szukamy takiego parametru (lub para-
metréw) «, dla ktérego dane empiryczne najlepiej pokrywaja sie z
funkcja f, [5]. Metode najmniejszych kwadratéw krotko wiec opi-
szemy jako metode dopasowania funkcji opisujacej badany obiekt
do danych empirycznych.

W badaniach empirycznych mamy wiec dwa zagadnienie

1) dobér rodziny funkeji opisujacej obiekt,
2) okreslenie kryterium dopasowania funkcji opisujacej obiekt
do danych empirycznych.

6.1. Dobér rodziny funkcji

7, matematycznego punktu widzenia rodzine funkcji opisuje
sie wzorem, w ktoérym rownanie opisujace funkcje zawiera para-
metr (lub kilka parametréw).

Przyktady rodzin funkcji:

1) Funkcja liniowa f(z) = bz jest jedng konkretna funkcja o
wspoétczynniku nachylenia 5. Réwnanie ogdlne prostej prze-
chodzacej przez punkt (0,0) ma postaé¢ f,(r) = ax, wzor
taki opisuje zbiér funkcji liniowych o dowolnym nachyleniu a.
Taki zbiér nazywamy rodzing funkcji o réznych wspotezyn-
nikach indeksowang (wskaZnikowana, numerowana, parame-
tryzowana) parametrem a, parametr ten jest wspOtczynni-
kiem nachylenia proste;j.

2) funkcje liniowe w ogélnym przypadku indeksowane sa dwoma

parametrami (a,b) fap(x) = ax + b, parametr a nazywany



jest wspoélczynnikiem nachylenia lub wspoétczynnikiem kie-
runkowym, a b jest stata (wyraz staly) lub opisowo wspol-
rzedng przeciecia z osig y. Wskaznik « zapisany w ogolnej
formule (192) sktada si¢ wiec z dwoch parametrow o = (a, b).

3) Rodzina funkcji kwadratowych fo(z) = ax? + bz + ¢
wskaznikowana jest trzema parametrami: o = (a, b, ¢).
Ogodlnie rodzing funkcji moze by¢ dowolny wielomian n—tego
rzedu, wspotezynniki wielomianu sg wskaznikami rodziny
wielomiandw.

4) Rodzina funkcji wyktadniczych f(x) = ae®®

ma dwa parametry a i b.

5) Rodzina funkcji wymiernych: f(z) = AL” Z, na postaé ilo-
x —

razu wielomianéw pierwszego rzedu.

A
6) Rodzina funkcji Lorentza f(z) = b —aP
—(z—a

Wybor funkeji opisujacej zjawisko powinien wynikaé¢ z praw
fizyki, ktére wykorzystujemy do opisu obserwowanych zjawisk.
Korzystajac z teorii fizycznych nalezy napisa¢ rownania opisujace
opisujacej zjawisko. Np. gdy badamy zaleznosé¢ natezenia pradu
od napiecia na rezystorze wykonanym z metalu to zastosujemy ro-
dzine funkcji liniowych, co jest konsekwencjg prawa Ohma. Jesli
badamy droge przebyta przez ciato w funkcji czasu w rzucie swo-
bodnym (w prézni bez oporéw powierza) to zastosujemy funkcje
kwadratows.
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6.2. Kryteria dopasowania rodziny funkcji do danych
empirycznych

Zalézmy, ze w wyniku pomiaréw zaleznosci zmiennej y od
zmiennej x uzyskamy N par pomiaréw (z;,y;) opisujacych empi-
ryczng zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi z i y. Zmienng x nazywa
sie czesto zmienng kontrolng i zaktadamy, Ze jest mierzona do-
ktadnie. Zaktadamy, ze gdyby pomiary byty idealne to zaleznosé¢
opisana bytaby pewna funkcja z rodziny f, (np. jedna z funk-
cji liniowych). Naszym zadaniem jest znalezé funkcje f,, taka,
ktora najlepiej pasuje do danych doswiadczalnych. Rzeczywiste
pomiary obarczone jest btedem i punkty pomiarowe nie beda le-
ze¢ na wykresie funkcji opisujacej zjawisko. Modelem pomiaru
jest réwnanie:

Yi = foo(Ti) + (193)

gdzie fo,(x;) jest wartodcia mierzonej wielkosci dla zmiennej nie-
zaleznej x;,

Jesli wiec badane zjawisko opisywane jest najlepiej przez row-
nanie y = f,,, dla pewnego optymalnego parametru g to dla
wiekszosci wynikéw obserwacji (x;, y;) mamy y; # fa, (). W celu
znalezienia najlepiej pasujacego do danych pomiarowych réw-
nania nalezy postuzyé¢ sie metodami statystycznymi (nie moze
to by¢ metoda polegajaca na rozwigzaniu uktadu réwnan typu
Y; = fao(xi))'

Kryterium dopasowania musi by¢ opisane ilosciowo, tj. za po-
mocg miary okreslajacej iloSciowo stopien dopasowania funkcji
do danych empirycznych. Miare ta oznaczymy x*(a) i jest ona
funkcjg zalezng od danych empirycznych jak i réwnania opisa-

nego wzorem y = f,(z). Dla konkretnego zestawu danych po-



miarowych miara x?(a) zalezy od parametru (lub parametréw)
«. Parametr (Iub parametry) o dobieramy tak aby funkcja x?(«)
dla optymalnych parametréw « miata warto$¢ minimalng.

Funkgcji, opisujacych miare odchylenia danych empirycznych od
funkcji postulowanej, mozna wybraé¢ wiele, ale najczesciej stoso-
wana jest suma réznic kwadratéow bledowoS:

N

(@)=Y (4 — fala)”

i=1

(194)

Wzér powyzszy opisuje dopasowanie do danych doswiadczal-
nych poprawnie gdy niepewnosci zmierzonych y-6w sa jednakowe
(a zmienna x mierzymy bez bledu).

W przypadku gdy niepewnos¢ kazdej wartosci y; jest inna i
wynosi U(y;), miare x*(a) trzeba zmodyfikowaé tak aby punkty
pomiarowe o duzych niepewnosciach dawaty maty wktad do wy-
znaczonego x?(a). Uzyskuje si¢ to wprowadzajac do wzoru (194)
wagi odwrotnie proporcjonalne do kwadratu niepewnosci stan-
dardowej u(y;):

X (a) = XN; (%)2 (195)

Gdy dane sg odchylenia standardowe o; kazdej wielkosci y; na-
lezy minimalizowaé¢ funkcje:

o) = fj (v Lty

%6Mozna wykazaé, ze taka miara daje najlepsze dopasowanie (w sensie
najmniejszego bledu) parametréw jesli rozklad bledéw jest normalny [5]

(196)
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Wskaznik a moze oznaczaé kilka parametréw. Np. prosta,
opisana réwnaniem f(x) = ax + b, ma dwa parametry a i b. Para
(a, b) moze by¢ oznaczona jako jeden wskaznik «, czyli: o = (a, b).

Przyktad 48. Dopasowanie do prostej f(z) = ax

Rozpatrzmy najprostszy przyktad dopasowania funkcji linio-

wej jedno-parametrowej f(z) =
{xi,yi}].vl wykonanych z jednakowa niepewnoscia (wszystkie

1=

ar do danych pomiarowych

u(y;) sa identyczne).

Warunkiem dopasowania jest minimum funkcji x?(a):

X*(a) = Z (y; — (az;))” = min (197)



Czyli:
N

d d
Ta = ; — axZ =0
przeksztatcajac

g N N

da Z (yi — Cll‘i)2 = 22 (i — az;) (—2;) =0

i=1 i=1
czyli:

N N
E YiTi — Q E ri =0
i=1 i=1

ostatecznie wspotezynnik kierunkowy a wynosi:

N

N
>
i=1

Jesli zatozymy, ze kazdy pomiar wielkoSci y; miatl niepewnosé
u(y;) = o; to nalezy wykorzysta¢ warunek minimalizacji funk-
cji (196) i otrzymamy:

.MZ

s
Il
N

sqmlﬁ&m

@
I
—

6.3. Dopasowanie funkcji liniowej y = ax + b
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do danych empirycznych

Zal6zmy, ze badamy zaleznosé¢ wielkosci y od wielkosci x w pew-
nym zjawisku (procesie). W wyniku pomiaru uzyskamy zaleznosé
empiryczna w postaci N par liczb (z;,y;) opisujacych badang re-
lacje. Ponadto zatozymy, ze zmienna x mierzona jest dokladnie
(duzo doktadniej niz zmienna y), a wszystkie wyniki pomiaréw
pomiary y; zmiennej y maja taka sama niepewnos¢ (i btedy po-
miarowe maja taki sam rozklad normalny), wtedy minimaliza-
cja funkcji (194) daje najlepsza estymacje dla parametréw a i
b funkcji y = ax + b dopasowanych najlepiej do danych (z;,y;)
(t=1...N).

Wartosci parametréw a i b znajdziemy wiec jako warunek mi-
nimum funkcji tych parametréw, funkcja ta jest suma kwadratow
bledéw dopasowania:

X*(a,0) =Y (ys — (aw; + b))’ (198)

=1

Minimum wyznaczamy z warunku, ze pochodne wzgledem pa-
rametréw a i b zeruja sie:

0

—X2((l, b)

o (199)

.0
:0,1abx(ab) 0



Rozwiazujac powyzsze rownania otrzymujemy:

N N N
N;ﬂfzyz - ;Jfl ;yi
~ (200)

N
N xf— (3 )
i=1 i=1
A N
b= N (; Y — a ;:m) (201)
Jesli wprowadzimy srednie:
| X
T= > (202)
i=1
LN
J==> U (203)
N
to réwnania (200) mozna zapisa¢ w postaci:
N
Z (xz - 33) Yi
a="—-> (204)
> (mi— j'>2
i=1
y=ar+b (205)

Niepewnosci standardowe s(a) i s(b) wyznaczenia wspétczyn-
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nikéw a 1 b:

s(a) = s, ~ N (206)
(N;x? - (;xiP)
>t
s(b) = s, — (207)

(v i 2~ (X))

i=1

gdzie s, to odchylenie standardowe zmiennej y ale liczone wzgle-
dem prostej, czyli jako suma kwadratow odchylen punktow od
prostej

N
1

=

We wzorze (208) w mianowniku jest N —2 poniewaz liczba stopni
swobody wynosi liczba danych N minus liczba parametrow, a pa-
rametry to aib. Wzor na o, jest odchyleniem standardowym licz-
nika réwnania wzoru na wspotczynnik a dany réwnaniem (204).

Jesli pomiary zmiennej y; wykonane sg z réznymi niepewno-
Sciami opisanymi odchyleniem standardowym o¢; minimalizowaé
trzeba miare (196). Otrzymujemy wtedy:

Spa - Sy —
A

Sx : Sxy

a = s b:

(209)



gdzie:

1
A=5-S0—(S)° S=) =, (210)
lor:
i=1 !
~ - Yi
S, = o Sy = por (211)
i=1 ! =1 !
— 7] Ty
i=1 i=1 4
Odchylenia standardowe wspotczynnikéw a i b wynosza:
S Stz
s*(a) = szx, s°(b) = s2 A (213)

gdzie s, dane jest wzorem (208).

Jesli w powyzszych wzorach wstawimy jednakowe odchylenie
standardowe o; = o, dla kazdego ¢ =
wzory (200).

W przypadku gdy zaréwno zmienna niezalezna x i zmienna

1,..., N, to otrzymamy

zalezna y sa obarczone btedami trzeba uogélni¢ metode i opisane
to jest w literaturze, dobrym zrédltem wiedzy na temat analizy
danych jest ksiazka ksiazka Brandta [5].

7. TESTOWANIE HIPOTEZ
STATYSTYCZNYCH

Pomiary wykonuje si¢ w celu wyciagnieciu wnioskéw dotycza-
cych badanych obiektéw i zjawisk. Zasady wnioskowania rzadko
sg opisane prostym schematem deterministycznym, w ktérym na

95

podstawie wyniku pomiaru mozemy podjaé¢ jednoznaczna decy-
zje. Zazwyczaj wyniki pomiaréw charakteryzuja sie rozrzutem
danych pomiarowych, a wnioskowanie ma posta¢ odrzucenia lub
nie odrzucenia pewnej hipotezy na temat obserwowanych zjawisk.
Dlatego tez wyciaganie wnioskow z wynikow empirycznych po-
winno przebiegaé¢ z wykorzystaniem metod statystycznej weryfi-
kacji hipotez.

Wiekszo$¢ badan poznawczych mozna opisa¢ jako zadawanie
pytan dotyczacych wtasciwosci obiektéw. Pytanie takie moze
byé¢ sformutowane jako hipoteza, ktora chcemy zweryfikowaé w
wyniku badan empirycznych.

Przykltad 49. Rozpatrzmy przyklad pomiaru temperatury w
okresie jesiennym na zewnatrz budynku w celu podjecia decy-
zji o wyborze ubioru. Zatézmy, ze jest koniec lata i chodziliSmy
ubrani lekko. Decyzja o ubiorze moze mieé¢ postac: ,jesli T > T,
to pozostajemy ubrani lekko”, w przeciwnym wypadku zakta-
damy kurtke. 7T oznacza temperatur¢ na dworze (temperatura
odczytang z termometru), a T, jest temperatura, ktéra uznajemy
jako granice ,bycia ciepto”. T, nazwiemy temperaturg krytyczna
czyli jesli temperatura jest mniejsza od T, to uwazamy, ze jest
zimno. Tak postawiony problem mozna uja¢ jako testowanie hi-
potezy ,czy T > T.” i podejmowania decyzji dotyczacej ubioru:
jesli w wyniku pomiaru odrzucimy hipoteze, ze ,jest ciepto” to
musimy zatozy¢ kurtke.

Opisany powyzej przyktad dotyczy wnioskowania na podsta-
wie jednorazowo zmierzonej wartosci, przy zalozeniu, ze mierzona
wielko$¢ nie podlega fluktuacjom. Jesli chcemy podjac¢ decyzje na
podstawie serii pomiaréw i wielko$é obserwowana (mierzona) jest



zmienna losowy, to decyzje®” mozemy sformutowaé jako test hi-
potezy statystycznej i wymaga to metod statystycznych.

B xN)a
ktore z punktu widzenia statystyki sg probami losowymi jakie-

Zatézmy, ze wynikiem pomiaru jest ciagi liczb (x4, ..

gos rozktadu zmiennej z. Hipoteza w tym przypadku nie moze
mieé juz prostej postaci, ze x > x., poniewaz wielko$¢ x opisana
jest zmienng losowa X i moze przybiera¢ wszystkie wartosci (z
pewnym prawdopodobienstwem). W modelu probabilistycznym
decyzje podejmujemy na postawie prawdopodobienstwa speknie-
nia warunku X > z..

Kryterium odrzucenia hipotezy, ze * > x. sformutujemy ilo-
Sciowo poprzez warunek dotyczacy wartosci prawdopodobien-
stwa: jesli prawdopodobienstwo, tego ze X > x. jest mate czyli
jesli jest mniejsze od ustalonej (na podstawie teorii decyzji) wiel-
kosci krytycznej a: to mamy powody odrzucenia hipotezy o tym,
ze © > x.. Czylijesli P(X > x.) < a to mamy podstawy odrzu-
cenia hipotezy o tym, ze ,x > x.”, jako malo prawdopodobna.
Natomiast jesli P(X > z.) > « to powiemy, Ze nie ma podstawa
odrzucenia hipotezy (ale nie wiemy czy jest prawdziwa).

Warto$¢ a nazywa si¢ poziomem istotnosci testu. Poziom
istotnosci testu ustala sie na podstawie modelu kosztow podje-
cia blednej decyzji [8], ale czesto przyjmuje sie mata warto$é np.
a = 0,05. Wybdér wartosci a = 0,05 dla poziomu istotnosci
jest przyjmowany powszechnie i arbitralnie zazwyczaj bez uza-
sadnienia, umownie przyjmuje si¢ zdarzenie dla ktoérego prawdo-
podobienstwo wynosi 0,05 nie jest praktycznie mozliwe wiec jesli

5TTeoria decyzji jest duzo bardziej rozbudowana metoda niz weryfikacja
hipotezy statystycznej patrz np. [8]
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P(A) < 0,05 to mozliwo$¢ zajscia zdarzenia A odrzucamy.

W modelu probabilistycznym kazde poréwnanie teorii z do-
Swiadczeniem powinno mieé postaé¢ weryfikacji hipotezy staty-
stycznej. Miara zgodnosci teorii (hipotezy) z doswiadczeniem
jest wielkos¢ prawdopodobienstwa tego, ze zaobserwowane wy-
niki pomiaréw moga sie pojawi¢ przy zatozonej hipotezie (teorii).
Decyzja zalezy od wartosci prawdopodobienstwa tego, ze hipo-
teza jest prawdziwa jesli w obserwacji uzyskamy wynik pomiaru
,N). Przy we-
ryfikacji hipotezy zaktadamy, ze dane pomiarowe sg proba losowa

w postaci serii danych pomiarowych z,, (n =1,...

zmiennej losowej opisujacej badane zjawisko.

Wrécimy do przyktadu 49 zwiazanego z pomiarem tempera-
tury, ale w sytuacji gdy temperatura jest zmienng losowa. W
okresie letnim bylo ciepto i ubieraliSmy sie lekko, koniecznosé
zmiany ubrania nastapi gdy prawdopodobienstwo tego, ze tem-
peratura spadnie ponizej temperatury 7. jest dostatecznie duze.
Wykonujemy serie pomiaréw i interesuje nas kiedy musimy od-
rzuci¢ hipoteze, ze jest ciepto.

Prawdopodobienstwo tego, ze jest ciepto. Okreslamy prog ry-
zyka, ze zmarzniemy poprzez prawdopodobienstwo tego, ze tem-
peratura jest wicksza od krytycznej T..

W takim eksperymencie hipoteza jest faktycznie funkcja roz-
ktadu prawdopodobienstwa. Zazwyczaj zaktada si¢, ze zjawiska
opisuje sie rozkladem Gaussa, wobec czego rozktad prawdopo-
dobienstwa okreslony jest jednoznacznie przez dwa parametry:
warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe. okreslong przez
parametry rozktadu prawdopodobienstwa na jego podstawie okre-
slamy, czy warunek



Af(T)

P(T>T,)

Rysunek 28. Rozklad temperatury i obszar w ktérym temperatura
jest wieksza od krytycznej Tr.

7.1. Ogélny schemat weryfikacji hipotezy

Hipoteza statystyczna jest przypuszczenie, ze obserwowane zja-
wisko opisane jest pewnym (hipotetycznym) rozkladem prawdo-
podobienstwa o zalozonych parametrach. Taka hipoteze zapi-
szemy symbolicznie Hy.

Wynik obserwacji (seria danych pomiarowych) oznaczymy
symbolem A. Majac zatozony rozktad prawdopodobienstwa zwig-
zany z hipoteza Hy mozemy dla wynikéw obserwacji, wyznaczy¢
prawdopodobiefistwo warunkowe P(A|Hj) tego, ze uzyskamy wy-
nik obserwacji A, jesli prawdziwa jest hipoteza H.

Jesli prawdopodobienstwo P(A|Hp) jest mate (mniejsze od
progu, nazywanego poziomem istotnosci testu) to powiemy, ze
wynik obserwacji jest tak malo prawdopodobny (przy zatozo-
nej hipotezie), ze mamy powody odrzucenia hipotezy Hy. Jesli
P(A|H,) jest wieksze od poziomu istotnosci, to powiemy, ze nie
ma powodu odrzucenia hipotezy Hy (patrz np. [16]). Poziom
istotnosci testu ustala si¢ na podstawie modelu ryzyka lub tez
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przyjmuje si¢ arbitralnie np. 0,05. Nalezy podkresli¢, ze jesli
,hie mamy powodu odrzucenia hipotezy” to nie oznacza to tego,
ze hipoteza Hj jest prawdziwa.

Jesli testowana hipoteza Hj, dotyczy wartosci oczekiwanej to
przez zdarzenia A rozumieé¢ bedziemy zbiér zdarzen dla ktérych
obserwowane wartosci érednice sa mniejsze (lub wieksze) od war-
tosci uzyskanej w wyniku obserwacji.

Przyklad 50. Hipoteza wartosci oczekiwanej

Rozwazmy hipoteze, ze wartos¢ oczekiwana charakteryzujaca
zjawisko réwna jest ag czyli: Hy : E(X) = ag. Wykonalismy
N pomiaréw i wartos¢ érednia z danych empirycznych wyniosta
Z =a (a < ag). Jako kryterium odrzucenia hipotezy przyjmiemy
prawdopodobienistwo P(X < a) tego, ze warto$¢ zaobserwowanej
sredniej jest mniejsza od warto$ci o nazywanej poziomem istot-
nosci.

Jedli prawdopodobienstwo P(X < a) jest male (mniejsze od
ustalonej wartosci «) to mamy powdd odrzucenia hipotezy.

P(X < a) = / fu(2)dz < a (214)

gdzie f,,(x) jest gestoscia prawdopodobienistwa zmiennej losowej
X przy zalozeniu, ze wartos¢ oczekiwna wynosi ag: E(X) = ap.
Przyjmiemy, ze o = 0, 05.

Zalezno$¢ (214) mozna zapisaé poprzez wartos¢ krytyczna testu
Tk zdefiniowana jako:

P(X <ay,) = / f(z)dx = « (215)



P(X<a)

><"

a  E(X)=a,

Rysunek 29. Hipoteza jest to, ze zjawisko opisane jest rozkladem
prawdopodobienistwa o wartosci oczekiwanej F(X) = ag. Wynikiem
obserwacji jest warto$¢ zmiennej losowej a. Prawdopodobienstwo
tego, ze X < a opisuje eksperymenty o wynikach mniejszych od a.
Jedli P(X < a) < « (jest male) to hipoteze, ze E(X) = ag odrzu-
camy.

Wtedy kryterium (214) mozna zapisaé poprzez warto$é kry-
tyczna: a < xy., gdzie a jest zmierzong wielkoscia lub $rednig
7 serii pomiarowej.

Kryterium odrzucenia hipotezy mozna wyrazi¢ poprzez prze-
dzial ufnosci. Przedzial ufnosci opisany jest wzorem (147), wtedy
warto$¢ krytyczna réwna jest E(X) — kyo(X), gdzie dla rozktadu
symetrycznego p = 1 — 2a (rysunek 30), czyli kryterium odrzu-
cenia hipotezy zerowej ma postac:

E(X) - kyo(X) > a
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b

o

P(X <a) / N

%l\\

T
a * E(X) +
x,=E(X)-K,o E(X)+K,o

Rysunek 30. Kryterium odrzucenia hipotezy a przedzial ufnosci.
Zir = E(X) —kp, pole po obu stronach przedziatu ufnoséci wynosi 2.
Wynik obserwacji a lezy w obszarze krytycznym.

7.2. Moc testu, blad drugiego rodzaju

Testowanie przy zatozeniu jednej hipotezy nie jest poprawne
metodologicznie i nalezy poréwnywacé rézne hipotezy. Zatdézmy,
ze mamy hipoteze alternatywna H; dla ktérej znany jest roz-
ktad warunkowy P(A|H;). Rozklad taki moze znacznie si¢ rézni¢
od rozktadu P(A|Hy) i obszar krytyczny odrzucenia hipotezy H,
moze leze¢ w obszarze nieodrzucenia hipotezy alternatywnej H.

a oznacza prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy Hy gdy
jest prawdziwa (poziom istotnosci testu),

B =1— P(A|H;) oznacza prawdopodobienstwo przyjecia hipo-
tezy alternatywnej gdy jest prawdziwa. Wielko$¢ tg nazywamy
mocy testu.

W weryfikacji hipotez wystepuja dwa rodzaje btedow:

1) blad pierwszego rodzaju: odrzucenie hipotezy zerowej gdy

jest prawdziwa
2) blad drugiego rodzaju: przyjecie hipotezy zerowej gdy nie
jest prawdziwa.



Im wieksza jest istotnos¢ testu tym wiekszy jest blad drugiego
rodzaju.

f(AIH)

Rysunek 31. Blad pierwszego i drugiego rodzaju. Istotnosé « i moc

8.

7.3. Test zgodnosci chi-kwadrat

Test zgodnosci ma na celu weryfikacje hipotezy:

"czy hipotetyczny rozklad prawdopodobienstwa f(z) nie jest
sprzeczny z wynikami obserwacji {z;}¥, 7.

Hipotetyczny rozktad prawdopodobienstwa f(z) jest rozkla-
dem, ktory przewidujemy na podstawie wiedzy teoretycznej i na-
szych wezesniejszych obserwacji.

W celu weryfikacji powyzszej hipotezy nalezy sprawdzi¢ na ile
hipotetyczny rozktad prawdopodobienstwa f(x) rézni sie od roz-
ktadu empirycznego zbudowanego na podstawie danych empi-
rycznych. W celu sprawdzenia czy dane empiryczne nie zaprze-
czaja naszej hipotezie nalezy skonstruowaé¢ miare liczbowa opisu-
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jaca roznice pomiedzy rozktadem hipotetycznym f(z) a rozkta-
dem empirycznym wynikajacym z danych pomiarowych {z;}¥,?.
Rozktad empiryczny wyznaczamy na podstawie histogramu z da-
nych pomiarowych (patrz rozdziat 4.1.2).

Na podstawie danych pomiarowych mozemy wyznaczy¢ histo-
gram (rozdzial 4.1) bedacy rozktadem empirycznym mierzonej
wielkosci.  Histogramem jest ciggiem liczb opisujacych liczbe
ng zdarzen w koszyku k-tym przedziale (koszyku). Spodzie-
wana, zgodnie z hipoteza, liczba zdarzen w koszyku k-tym wynosi
Npg, réznica miedzy doswiadczeniem a teoria (hipoteza) wynosi
ng — Npg. Réznice pomiedzy caltym rozktadem teoretycznym

W celu weryfikacji hipotezy definiujemy miare®® réznicy po-
miedzy rozkltadem empirycznym wynikajacym z danych ekspe-
rymentalnych {z;} a rozktadem hipotetycznym f(z) (rozkladem
podlegajacym testowaniu):

(216)

gdzie: ny - liczba wystapien wynikow z k - tego przedziahu.
pr - prawdopodobienistwo tego, ze zmienna losowa X znajduje
sic w k-tym przedziale, k-ty przedzial oznaczamy [ag_1,ay] (rys.
7.3),

K
N = ) ng-ilos¢ prob. f, = e-zaobserwowana czestod¢ w k-

k=1
tym przedziale, K - liczba przedziatéw, na ktore podzielono o$

wynikéw pomiaréw (0§ z-6w).

58 Miara réznicy wielkoéci opisuje liczbowo wielkoéé réznicy pomiedzy wiel-
kosciami.



Konstrukcje histogram zaczynamy od posortowania danych po-
miarowych {z;}¥, przez uporzadkowanie od wartogci najmniej-
szej (bedzie nig 1) do najwiekszej x. Przedzial [zq, xy] dzielimy
na K podprzedzialéw (nazywanych koszykami), numerujemy je
k=1,...,N i wyznaczamy liczbe punktéw pomiarowych n, w
kazdym koszyku o numerze k. Zatézmy, ze k-ty przedzial ma
konice ay_1 i ax] czyli ma postaé postaé [ax_1,a|. Pierwszy ko-
niec ag = x; a ostatni N-ty réwny jest: a, = rn

Jesli liczba wystapien n, pomiaréw w k-tym przedziale jest
wieksza od 10 to mozna przyjacé, ze tak zdefiniowana zmienna
x? ma rozktad chi-kwadrat o K — 1 stopniach swobody (dlatego
test nosi nazwe ,,test chi-kwadrat hipotezy o rozkladzie statystycz-
nym”) [16].

W celu wyznaczenia ng i pg 0$ liczb rzeczywistych reprezen-
tujacych wyniki pomiaréw dzielimy na K przedziatéow [ax_1, ax],
k=1,..., K, w taki sposob aby w kazdym przedziale byto nie
mniej niz 10 puntéw pomiarowych. Optymalnie jest podzie-
lic n a takie przedzialty aby w kazdym z nich byto tyle samo
punktéw (lub podobna ilosé¢). Kazdy z przedzialéw nazywamy
koszykiem, tak wiec przedzial [ax_1,ay]| jest k-tym koszykiem.
Jesli wynikiem pomiaréw jest seria danych doswiadczalne: x;
(1 =1,...N), to koszyki mozna skonstruowaé¢ nastepujaco: Za-
tozmy, ze N = K x L, gdzie K liczna koszykéw a L-liczba danych
w jednym koszyku. Wtedy przedzialy moga mieé postaé: [0, xy],
TL41s Tar)s o TL(k-1), Tk, gdzie zalozylidmy, ze wielko$¢ mie-
rzona musi by¢ dodatnia. Pierwszy punkt X, jest najmniejsza
mozliwa (nie koniecznie wystepujaca w serii pomiarowej) warto-
Scig wielkos$ci mierzonej. nazywanych koszykami:
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n,. punktéw pomiarowych
w k-tym przedziale

. .
 —ia S ania T
a, a, a a, dy

k=1
pierwszy

przedzial ety przedzial

Rysunek 32. ny - liczba danych w k-tym koszyku, py - prawdopo-
dobienistwo znalezienia zmiennej losowej X w k-tym koszyku. py jest
polem powierzchni po krzywa, na obszarze jednego koszyka (zazna-
czone liniami pionowymi). Na osi naniesiono punkty pomiarowe oraz
koszyki, ktére sg przedziatami [ag_1, ak]

Prawdopodobienstwo p; tego, ze wynik obserwacji jest w k—
tym przedziale [ag_1, ax] wylicza sie ze wzoru:

pr=Plag-1 < X <ag) = / f(z)dx

Ak—1,

(217)

Gdzie f(z) - gesto$¢ testowanego rozkladu prawdopodobien-
stwa.

Rozktad prawdopodobienstwa f(z) wyznacza si¢ na podstawie
parametrow wyznaczony z danych pomiarowych.

Przykltad 51. Test hipotezy o rozktadzie normalnym szumdw
generowanych przez diode Zenera Przy pomocy przetwornika
analogowo-cyfrowego wykonano serie pomiaréw napiecie genero-
wane przez diodzie Zenera (generator szuméw z wykorzystaniem

diody Zenera). Pomiar wykonano przetwornikiem NI6210USB



firmy National Instrument o rozdzielczosci 12 bitoéw i przy czesto-
tliwosci probkowania 100kHz. Wynik pomiaréow w bitach przed-
stawia tabela 5. Zadaniem jest weryfikacja hipotezy o rozktadzie
normalnym procesu generujacego serie danych, ktére traktujemy
jako proba losowa testowanego rozktadu. Wartosci gestosci praw-
dopodobienstwa wyliczana jest na podstawie wzoru (wzér (101):

o= e (43(757)

gdzie p réwne jest wartosci sredniej, z danych pomiarowych.

(218)

Tablica 5. Uporzadkowane wyniki pomiaréw napiecia na diodzie

Zenera w bitach, jeden bit odpowiada napieciu 2T6V ~ 0,15mV

2763 | 2843 | 2869 | 2896 | 2898 | 2903 | 2917 | 2921 | 2933

2934

2946 | 2948 | 2949 | 2949 | 2949 | 2950 | 2952 | 2956 | 2959

2954

2961 | 2965 | 2966 | 2966 | 2966 | 2970 | 2971 | 2973 | 2974

2978

2979 | 2979 | 2981 | 2982 | 2984 | 2985 | 2987 | 2987 | 2992

2993

2994 | 2994 | 2999 | 3000 | 3000 | 3001 | 3001 | 3003 | 3007

3011

3011 | 3013 | 3014 | 3014 | 3018 | 3023 | 3026 | 3027 | 3028

3024

3032 | 3032 | 3039 | 3040 | 3040 | 3042 | 3044 | 3048 | 3051

305]

3054 | 3057 | 3060 | 3061 | 3063 | 3065 | 3071 | 3071 | 3073

3073

3077 | 3081 | 3083 | 3085 | 3090 | 3090 | 3091 | 3098 | 3101

3104

3104 | 3110 | 3112 | 3122 | 3125 | 3151 | 3153 | 3155 | 3183

3199

W celu weryfikacji hipotezy o tym, czy dane pomiarowe sg
proba losows rozktadu testowanego, w tym przypadku normal-
nego, nalezy warto$¢ statystyki x? obliczonej ze wzoru (216) po-
réwnaé z warto$ciami krytycznymi rozktadu y? dla ustalonego
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Tablica 6. Wyliczenia statystyki x2. Kolumna a; oznacza krance
koszykéw ap, = w1 (gdzie k = 1,...,10) - co dziesigta wartosé po-
miarowa z tablicy 5 (ostatnia kolumna), F'(y) - dystrybuanta rozkladu
normalnego dla wartosci z kolumny ay, px - prawdopodobienstwo dla
przedzialéw (ax_1, ax) zgodnie ze wzorem (217), x? - wartosci czast-
kowe statystyki x? ze wzoru (216), ostatni wiersz kolumny x? - suma
sktadowych zapisanych w kolumnie

E | ak F(ay) D X

0 0 0,000

1 | 2935 0,134 0,13375 | 0,85177
2 | 2959 0,218 0,08474 | 0,27484
3 | 2978 0,303 0,08484 | 0,27083
4 | 2993 0,379 0,07585 | 0,76908
5 | 3011 0,476 0,09730 | 0,00749
6 | 3029 0,575 0,09873 | 0,00163
7 | 3051 0,689 0,11398 | 0,17146
8 | 3073 0,787 0,09822 | 0,00324
9 | 3104 0,890 0,10243 | 0,00578
10 | 3198 0,994 0,10436 | 0,01821

%) 1
suma x? | 2,37432

poziomu istotnosci (zazwyczaj bedziemy zakladaé¢ poziom istot-
nosci 0,05). Z tabeli 7 odczytujemy, ze dla 9 stopni swobody i
poziomu istotnosci 0,05 (liczba koszykow minus jeden) warto$é
krytyczna statystyki x? wynosi 16,92. Mozna wicc powiedzie¢, ze
na poziomie istotnosci 0,05 nie ma podstaw odrzucenia hipotezy
o tym, ze dane pomiarowe sg proba losows rozktadu normalnego.



Tablica 7. Wartosci krytyczne rozktadu y?2, p - poziom istotnoéci,
- liczna stopni swobody

D =4 | 1=5 | 1=6 | 1=7 | 1=8 | 1=9 | 1=10
05 | 3,36 | 435 | 535 | 6,35 | 7.34 | 834 | 9,34
045 | 3,60 | 473 | 577 | 6,80 | 7,83 | 8,86 | 9,89
04 | 4,04 | 513 | 621 | 7,28 | 835 | 941 | 1047
035 | 4,44 | 557 | 6,69 | 7.81 | 891 | 10,01 | 11,10
0,3 | 4,88 | 6,06 | 7,23 | 838 | 9,52 | 10,66 | 11,78
0,25 | 539 | 6,63 | 7,84 | 9,04 | 10,22 | 11,39 | 12,55
02 | 599 | 7,29 | 856 | 9,80 | 11,03 | 12,24 | 13,44
0,15 | 6,74 | 812 | 945 | 10,75 | 12,03 | 13,29 | 14,53
01 | 7,78 | 9,24 | 10,64 | 12,02 | 13,36 | 14,68 | 15,99
0,05 | 9,449 | 11,07 | 12,59 | 14,07 | 15,51 | 16,92 | 18,31

0,005 | 14,86 | 16,75 | 18,55 | 20,28 | 21,95 | 23,59 | 25,19

8. POJECIA PODSTAWOWE 1
WAZNIEJSZE DEFINICJE

Definicja 37. Obiekt fizyczny.

Obiektem (obiektem bedacym przedmiotem poznania) nazy-
waé bedziemy wszystko co mozna uczyni¢ poznawalnym meto-
dami naukowymi, tj. za pomoca obserwacji zmystowej i mie-
rzalnego aparaturg pomiarows. Taka definicja zaweza obiekty do
obiektéw fizycznych, w tym sensie obiektami nie sg zjawiska spo-
teczne i byty psychiczne. Obiektem fizycznym moze by¢ zjawisko,

cialo lub proces, a takze wtasciwos$¢ charakteryzujaca zjawisko.

Definicja 38. Suma mnogosciowa: Suma dwoch zbiorow A i B
ma postaé: t € AUB < (x € AUx € B.
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Definicja 39. Wielkos¢ fizyczna.
Wielkos¢ fizyczna jest cecha, ktéra mozna wyrazic¢ ilosciowo.

Definicja 40. Mezurand.

Mezurandem nazywamy wielko$¢ fizyczna, mierzong jest w
okreslonych warunkach i w okreélony sposéb definiujacy mierzong
wielkos¢. Warunki te definiujg zasady pomiaru wielko$ci fizycznej
i sposOb wyznaczania z serii danych pomiarowych.

Definicja 41. Pomiar.
Pomiar jest zbiorem operacji, wynikiem ktoérych jest przypo-
rzadkowanie obiektom wartosci mierzonej wielkoSci.

Definicja 42. Btad.
Btad Az pomiaru wielkosci x jest roznica pomiedzy estymatg
a wartoscig estymowanag xy (nazywana poprawna lub prawdziwa):

Ar =7 — 1z (219)
xro — wartos¢ estymowana,
T — estymata wartos$ci mierzonej (odczytana z przyrzadu lub wy-

znaczona z serii odczytow)

Definicja 43. Niepewnos¢.

Parametr zwigzany z wynikiem pomiaru opisujacy wielkosé¢ bile-

dow.

Przewodnik ISO [27] definiuje niepewnosé nastepujaco:
Niepewnos¢ pomiaru jest to parametr zwigzany z wynikiem

pomiaru, charakteryzujacy rozrzut wartosci, ktére mozna w uza-

sadniony sposéb przypisa¢ wielkosci mierzonej.



Definicja 44. Estymata.
Estymata nazywamy przyblizona wartos¢.

Przyktady estymat.

1) Kazdy wynik pomiaru jest przyblizony jest wiec estymata.
2) Zaokraglenie obliczen, np: v/10 ~ 3.

Definicja 45. Estymator.
Estymatorem jest operator wyznaczania wartosci przyblizone;j.

Operatorem jest zesp6t dziatan opisany algorytmem. przyktad.
Operatorem jest warto$¢ srednia z N danych xy,...,xy (Srednia

z préby).

Definicja 46. Warto$¢ érednia z préby (Srednia proby).

Niech zy,...,xn oznacza N wynikéw pomiaréw w tych samych

warunkach, kazdy wynik oznaczamy x;, gdzie i = 1,..., N. Sred-
nia 4, wynosi (wzor (157))
1 n
=5 > @ (220)
i=1

Srednia moze by¢ zaplsana poprzez operator usredniania Av:
Av(zy, ..., xy) = —le
wszystkich danych.

Operator Av polega na dodaniu
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9. JEDNOSTKI WIELKOSCI FIZYCZNYCH,
ZAMIANA JEDNOSTEK, WZORCE

9.1. Uklad jednostek SI

Wszystkie wielkoéci fizyczne ich jednostki w uktadzie SI i rela-
cje pomiedzy nimi zostaty opisane i skodyfikowane w uchwatach
Miedzynarodowej Konferencji Miar i Wag. Taka ogélnoswiatowe
normalizacja wynika z koniecznosci poshugiwania sie w handlu,
nauce i przemysle na calym $wiecie tymi samymi jednostkami,
zasadami ich pomiaru oraz zasadami wyznaczania miar niedo-
ktadnosci pomiarowych. W Polsce (jak i innych krajach) istnieje
Gloéwny Urzad Miar ktory, ma za zadanie przechowywanie i do-
skonalenie wzorcow wielko$ci fizycznych i chemicznych oraz kon-
trole wszystkich przyrzadéw pomiarowych uzywanych w handlu,
nauce i przemysle tak aby byly wyskalowane za pomoca tego sa-
mego wzorca zgodnego z miedzynarodowymi standardami.

Jednostkami podstawowymi w uktadzie SI sa: metr, kilogram,
amper, Kelwin i kandela, radian i steradian sg jednostkami uzu-
petniajacymi.

Zamiana jednostek polega na podstawianiu w miejsce jednej
jednostki jej wartos¢ przeliczong w innej jednostce.

Przyklad 52. zamiana milimetréw na metry
Dtugos¢ zapisano jako [ = 1095, 3mm ile to wynosi w metrach?.

1
Tooo™M» postawiamy to w

= 1,0953m

Poniewaz 1m = 1000mm wiec lmm =

miejsce mm i mamy: [ = 1095, 31000

Przyktad 53. Zamiana kTm na =



Wyrazi¢ v = 4552 w . Postawiamy 1km = 1000m i 1h =

3600s i mamy v = 45420 — 12 51

km

T.
h, po podstawieniu

Przyklad 54. Zamiana “* na kTm

—L_km oraz 1s =

Wyrazi¢ v = 3m/s w

Podstawiamy: 1m = 1

1000 3600
mamy:
Uzgmz?)ﬁkm _ 3-3600k_m:10 gk_m
S ﬁh 1000 A " h

9.2. Wzorce gléwnych wielkos$ci fizycznych

Wielkosci fizyczne dzielimy na podstawowe i wtorne, do podsta-
wowych zalicza sie czas, dtugosé, masa, natezenie pradu, tempera-
ture, kat i Swiattos¢ [3]. Wzorce natomiast dzielimy na pierwotne
i wtorne. Ponizej oméwimy wzorce pierwotne najwazniejszych

wielkosci fizycznych (zaréwno podstawowych jak i wtérnych).

9.2.1. Czas

Czas mierzymy zegarem, ktory sklada sie oscylatora harmo-
nicznego (uktadu wykonujacego drgania harmoniczne o stalym
okresie) oraz licznika zliczajacego te drgania. Licznik moze by¢
mechaniczny jak w przypadku klasycznego zegarka wskazdwko-
wego lub elektroniczny. Miedzynarodowym wzorcem czasu jest
zegar cezowy, w ktorym przejécia elektronowe w atomie Cezu
uznane zostaly jako najlepszy i najstabilniejszy sposob odtwa-
rzania wzorcowego procesu periodycznego. Krajowy zegar cezowy
pracuje z niepewnoscig wzgledng 10712, ‘W laboratoriach korzy-
sta sie z zegaroéw kwarcowych osiggajacych bez trudu niepew-
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nos$¢ wzgledng 107% (zegarek kwarcowy na reke ma niepewnosé
wzgledng 107%). Czas jest wielkoscia mierzong najdokladnie;.

9.2.2. Dlugosé

Przyrzadem pozwalajacym bezposredni pomiar (przez bezpo-
$rednie poréwnanie) dlugosei jest linijka posiadajaca jednakowo
odleglte (periodyczne) wskazy umieszczone na prostej. Doktad-
niejsze pomiary dtugosci wykonuje sie przez poréwnanie ze wzor-
cowymi ptytkami i wateczkami pomiarowymi.

Wzorcem dhugosci jest przedmiot o ustalonej umownie dtugosci
na tyle stabilny w czasie i odporny na oddzialywania srodowiska,
ze mozna go uznaé za niezmienny w czasie. Pierwszym wzorcem
metra po przyjeciu przez Miedzynarodowa konferencje Miar i Wag
w 1900 byta sztaba wykonana z irydu i platyny i znajdujaca si¢ w
Biurze Miedzynarodowej Organizacji Metrologicznej w Sevre pod
Paryzem. Jednak wzrost doktadnosci pomiaréw zmusit metrolo-
gow do zmiany wzorca, jest nim teraz fala elektromagnetyczna
o okreslonej czestotliwosci. W 1983 XVII Generalna Konferen-
cja Miar ustalita ze wzorcem metra jest odlegtosé, jaka pokonuje
Swiatto w prézni w czasie 1/299 792 458 s. Wygodnie jest wiec
zdefiniowa¢ metr przez dlugosé fali generowanej przez stabilny
laser. Urzadzeniem ktore najlepiej i najstabilniej odtwarza dtu-
gos¢ jest laser helowo-neonowy stabilizowany jodem, pozwala na
pomiar dlugodci z niepewnoécig wzgledng 10711



9.2.3. Masa

Miedzynarodowym wzorcem masy jest wzorcowy odwaznik
przechowywany w Biurze Miedzynarodowej Organizacji Metro-
logicznej w Sevres pod Paryzem. Krajowy wzorzec masy lkg
znajdujacy sie w Giéwnym Urzedzie Miar jest kopia wzorca z
Sevres i ma niepewno$¢ standardows 2, 3 - 10~ %kg.

9.2.4. Natezenie pradu i napiecie elektryczne

W uktadzie SI pierwotna wielkoscia definiujaca wielkosci elek-
tryczne jest natezenia pradu. Natezenie pradu elektrycznego zde-
finiowane jest ze wzoru Ampera na site oddzialywania dwoch
rownoleglych przewodnikéw, ktorymi ptynie prad, przez wiele lat
wzorcem natezenia pradu byla waga magnetyczna. Jednak do-
ktadniejszy okazal sie wzorzec kwantowy napiecia oparty na zja-
wisku Josephsona [14]. Krajowy wzorzec napigcia ma niepewnosé
wzgledng 1078, przy napieciu ok. 10V. Wzorcami laboratoryj-
nymi sa stabilizatory napiecia wykorzystujace diody Zenera, wy-
sokiej klasy wzorce Zenera maja wlasny termostat utrzymujacy
stala temperature. Natezenie pradu okresla sie z prawa Ohma z
wykorzystaniem wzorcowych rezystorow.

9.2.5. Rezystancja elektryczna

Rezystencja nie jest wielko$cig podstawowsg i oparty jest na
obiekcie dla ktorego istnieja teoretyczne wzory wyznaczajace re-
lacje pomiedzy pradem elektrycznych a napieciem. Pierwotnie
wzorcem byt kondensator o znanych wymiarach ale ale udato sie
opracowa¢ dokltadniejszy wzorzec oparty o zjawiska kwantowe.
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Wzorcem kwantowym rezystancji jest kwantowy efekt Halla [14]
polegajacy na tym, ze zaleznos¢ napigcia od natezenia pradu elek-
trycznego jest schodkowa dla cienkich warstw potprzewodnika w
niskich temperaturach. Niepewno$¢ wzgledna takiego wzorca wy-
nosi 1078, W laboratoriach wykorzystuje sie wzorce wtérne wy-
konane ze specjalnego stopu konstantanu, niepewnos¢ wzgledna
takich wzorcéow wynosi 1076, Wzorce rezystancji maja zawsze
cztery zaciski dwa pradowe i dwa napieciowe. Do zaciskow pra-
dowych podlacza sie zasilanie (kazdy opornik wzorcowy ma okre-
Slony maksymalny prad, ktérego nie wolno przekroczy¢), nato-
miast napigcie mierzmy na zaciskach napieciowych. Uktad cztero-
zaciskowy pozwala na zmniejszenie btedow spowodowanych spad-
kiem napiecia na przewodach pomiarowych napieciowych.

9.2.6. Temperatura

Temperatura jest to parametr stanu uktadu fizycznego zdefinio-
wany w termodynamice, przez warunek nazywany zerowa zasada
termodynamiki [4]: dwa ciala bedace w réwnowadze termicznej
maja jednakowsa temperature®. Warunek réwnowagi termicz-
nej okresla warunek pomiaru temperatury (warunek komparacji):
termometr ma taka sama temperature co badane ciato jesli jest w
réwnowadze termicznej z badanych cialem. Termometrem moze
by¢ kazde ciato (przetwornik), ktérego obserwowalne parametry

makroskopowe (objetosé, dtugosé, rezystancje) sa funkcja tempe-

59Drugim warunkiem zerowej zasada termodynamiki jest réwniez to, ze
relacja rownowagi termicznej jest przechodnia, oznacza to, ze jesli uktad A
jest w rownowadze termicznej z ukladem B i uktad B jest w réwnowadze z
uktadem C to A1 C sa tez w réwnowadze.



ratury. Funkcja opisujaca zalezno$¢ obserwowalnego parametru
od temperatury musi by¢ jednostajna i jesli jest jednoznaczna to
moze by¢ wzorcem temperatury, lub inaczej moéwiac wyznacza
skale temperatury.

Z metrologicznego punktu widzenia definicja temperatura jest
problemem ztozonym i wyrdzniamy trzy skale temperatury:

e termodynamiczng
® gazowg
e praktyczna.

Termodynamiczna skala temperatury korzysta z silnika Car-
not’a, ktory nie jest praktycznie realizowalny.

Skala gazowa zdefiniowana jest przez réwnanie stanu gazu:
miarg temperatury jest parametr T wystepujacy w rownaniu
stanu gazu doskonatego: pV = nRT', gdzie p — cisnienie, V obje-
tos¢, n — liczba moli gazu, R — stata gazowa. Jezeli wigc potrafimy
zmierzy¢ cidnienie, objetosé, ilos¢ gazu i uzyskaé gaz doskonaty
to potrafimy mierzy¢ temperature, niestety odstani warunek jest
trudny do praktycznej realizacji.

Skala praktyczna temperatury bazuje sie na punktach statych
okreslonych przez dobrze odtwarzalne zjawiska przemian fazo-
wych oraz rownania stanu ciat cial uznanych za wzorcowe. Ponie-
waz nie jest mozliwe ustalenie jednego wzorca, podzielono tempe-
ratury na kilka przedziatow, dla ktorych ustalono niezalezne przy-
rzady wzorcowe pozwalajace na interpolacje temperatury czyli na
odtworzenie temperatury z kazdego z przedzialéw utworzonych
przez punkty state. Tabela 8 wymienia podstawowe punkty state
skali temperatury, natomiast tabela 9 wymienia wzorcowe przy-
rzady.
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Tablica 8. Punkty stale stali temperatury [13, 3]

punkty state definicyjne | T/K T/C
potréjny wodoru 13,81 -259,34
wrzenia wodoru 20,28 -252,87

potréjny tlenu 54,361 | -218,789

potrojny wody 273,15 0,01

wrzenia wody 373,15 100
krzepniecia zlota 1337,58 | 1064,43

Tablica 9. Przyrzady wzorcowe do pomiaru temperatury (zestawie-

nie uproszczone [7]

przedzial tem- | zasada dzialania rownanie niepewnosc¢
peratur
0,65-24,5K termometry helowe
13,81K- platynowy termometr w przyblizeniu 10mK
630,74°C rezystancyjny réwnanie prostej
630,74°C- termometr termoelek- | U = aAT 0,1K
1064,43°C tryczny
PtRh10-Pt
> 1064, 43°C prawo Wiena promieniowanie ciata do- | kilka procent
Amaz = %, gdzie C -stata | skonale czarnego

9.2.7. Swiatlogé

Swiatlo$¢ I jest wielkoscia fotometryczng opisujaca wielkodé
strumienia $wiatta emitowana przez jednostkowy kat brytowy:

I=—
w



gdzie ® jest strumieniem $wiatla, a w - kat brylowy.

Jednostka Swiattodci jest kandela (cd), jednostka strumienia
jest lumen (Im) i jednosta kata brytowego jest steradian (sr).

Strumien odpowiada mocy emitowanej przez zrodlo $wiatta,
np. zarowka o mocy 100W emituje strumien Swiatta o wielko-
ci ok. 900lm. Zaréwka ma bardzo malg sprawnoéé optyczng
co oznacza, ze jedynie ok. 1% energii dostarczonej do zaréwki
emitowana jest w postaci strumienia $wiatta widzialnego. 900lm
odpowiada ok. 1W fotonéw optycznych.

Kandela jest to swiatto$¢, z jaka Swieci zrédto emitujgce pro-

mieniowanie monochromatyczne o czestotliwosci 5,4 - 10'4 Hz i
1w
683 sr”
Dawnym wzorcem kandeli byto $wiatto emitowane przez do-

mocy na jeden steradian rownej

skonale czarne podgrzane do temperatury topnienia platyny.
Modelem takiego ciala jest rurka majaca otwor o powierzchni
1/600000m? wykonana z metalu o mozliwie czarnej powierzchni
i podgrzana w specjalnym piecu do temperatury krzepniecia
platyny (2042,5K) pod ci$nieniem normalnym 760mmHg =
101,325kPa.

9.2.8. CisSnienie

Ciénienie zdefiniowane jest jako stosunek sity do pola po-
wierzchni, na ktére ta sita dziata. Jednostka ci$nienia jest Pa-
skal (1 Pa). Wzorzec ci$nienia zalezy od zakresu ci$nien. Dla
bardzo malych cisnien (czyli dla prézni) nie istnieja metody bez-
posrednie pomiaru cisnienia i pomiary polegaja na wyznaczeniu
liczby czasteczek w jednostce objetosci réznymi metodami po-
srednimi (pomiar pradu jonizacji, przewodnosci cieplnej, lepko-

107

sci). W wyzszych cisnieniach wzorcowym przyrzadem jest ma-
nometr obcigznikowo-ttokowy. W zakresie od cisnien od ImmHg
do kilku tysiecy mmHg (ImmHg=133,4Pa) jest to manometr ga-
zowy, w zakresie od 10° — 10 Pa (1-10000Atm) wykorzystuje
sie manometr cieczowy. Manometr obcigznikowo-ttokowy jest to
uktad ttok - cylinder, czyli pompka, z tym, ze w celu zmniejszenia
tarcia ttok obraca sie w cylindrze (uszczelnienie jest nieco luzne
aby byl mozliwy swobodny obrét ttoka). Dla wyzszych cisnien
nie ma metod bezposrednich pomiaru ci$nien. Zostaly ustalone
punkty referencyjne az do cisnienia

9.3. Podstawowe przyrzady pomiarowe

Podstawowe przyrzady pomiarowe w laboratorium to: Suw-
miarka, mikrometr, waga, czesto$ciomierz i zegar, multimetr
(woltomierz, amperomierz i omomierz), generator, oscyloskop.
Przyrzady te mierzg wielkosci zazwyczaj na podstawie definicji
pierwotnych i podstawowych praw fizyki.

9.3.1. Suwmiarka

Dtugos¢ jest miarg odlegtosci dwoch punktow, aby poprawnie
mierzy¢ dhugosé niezbedne jest wyznaczenie linii prostej taczacej
dwa punkty co uzyskujemy za pomoca linijki bedacej wzorcem
prostej lub tez za pomocg strumienia Swiatta. Suwmiarka wypo-
sazona jest w suwak pozwalajacy na rownolegle przemieszczanie
jednej szczeki wzgledem drugiej. Pozwala to na precyzyjne prze-
niesienie rownolegle punktéw mierzonych na skale pomiarowa.
Skala suwmiarki wyposazona jest w noniusz, ktorego zasade po-



kazuje rysunek. Noniusz pozwala precyzyjnie podzieli¢ jeden mi-
limetr na dziesie¢ lub nawet dwadziescia czesci co jest niemozliwe
,ha oko” bowiem rozdzielczo$¢ oka wynosi 0,1mm, a fizjologia
wzroku nie ma mechanizméw pomiaru odlegtosci, natomiast na-
turalne jest porownywanie potozenia linii. Dlatego mozliwe jest
wzrokowe zauwazenie, ze dwa odcinki nie pokrywaja sie nawet
przy przesunieciu o 0,05 mm a nie potrafimy oceni¢ wzrokowo
doktadniej niz 0,5 mm.

Noniusz ma dwie skale, jedna gtéwna (zwyczajna) umieszczona
na korpusie o odlegtosci podziatek Imm i druga (skale noniusza)
umieszczona na suwaku o podzialce mniejszej o 1/10 mm lub o
1/20 mm (czyli podziatce 0,9mm, lub 0,95mm), dzieki czemu za-
wsze jakas kreska skali gtéwnej pokryje sie z kreska skali noniusza.

9.3.2. Mikrometr

W celu doktadniejszego wykonywania pomiaréw dlugosci nie-
zbedny jest mechanizm precyzyjnego przemieszczania szczek
urzadzenia pomiarowego co mozna uzyskaé stosujac srube. W
mikrometrze odleglo$¢ pomiedzy zebami szczek zmieniana jest
przy pomocy mechanizmu $srubowego. Mikrometr zazwyczaj jest
tak zaprojektowany, ze jeden obrot sruby powoduje przesuniecie
0,5mm, a podzialtka na Srubie pozwala odczytywac z doktadnosciag
0,01lmm.

9.3.3. Waga

Wagi analityczne najczesciej sa to wagi szalkowe pozwalajace
na bezposrednie poréwnywanie mas dwoch ciat. Dzieki precyzyj-
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nemu zawieszeniu ramion wagi na nozach, mozna uzyska¢ duzg
czutos¢ pozwalajaca na poréwnanie z doktadnoscia do 1 mg. Jed-
nak taka doktadnos¢ wymaga bardzo delikatnego obchodzenia sie
z waga: wszystkie czynnosci zwigzane z nakladaniem zaréwno
mierzonej masy jak i odwaznikéw nalezy wykonywaé przy zaare-
towanej wadze tj. gdy ramiona wagi sa podniesione na podpoérce
i nie dotykajg noza. Odwazniki powinno naktadac sie peseta tak
aby ni pozostawi¢ na odwaznikach zadnego potu ani brudu. Je-
zeli nie bedziemy przestrzegaé tych zasad btad pomiarowy moze
wzrosnaé¢ wielokrotnie, nawet do kilkunastu mg.

9.3.4. Czestosciomierz i zegar

Czas i czestotliwosé sa wielkosciami mierzonymi najdoktadnie;.
Podstawowym zrodtem bledéw jest zazwyczaj sposob rejestracji
zjawiska. Zegar jest to generator wzorcowy, licznik drgan oraz
uktad wyzwalajacy uruchamiajacy i zatrzymujacy zliczanie. Ge-
neratorem jest kazde zjawisko periodyczne, ktore jest dostatecz-
nie stabilne aby uzna¢ je jako wzorcowe. W zegarach mechanicz-
nych tym zjawiskiem byto wahanie sie wahadta, w elektronicznych
jest nim generator kwarcowy - jest to uktad mechaniczno — elek-
tryczny bowiem sktada sie z drgajacej ptytki kwarcowej na ktorej
znajduja sie napylone elektrody metalowe, na ktérych powstaja
drgania elektryczne dzigki efektowi piezoelektrycznemu. Pomiar
czestotliwodci zazwyczaj polega na wyznaczaniu okresu pewnej
liczby drgan mierzonego sygnatu.



9.3.5. Multimetr

Multimetr mierzy zazwyczaj trzy wielkosci: natezenie pradu,
napiecie i opoOr elektryczny. Przetacznik trybow pracy jest najcze-
Sciej umieszczonym centralnie przetacznikiem obracanym wielo-
pozycyjnym. Za nim przystapimy do pomiaréw musimy wiedzie¢
co mierzymy i jak nalezy ustawi¢ przetacznik aby nie popsué¢ mier-
nika i nie spowodowa zwarcia czy tez zniszczenia mierzonego
elementu.

Oto kilka wazniejszych zasad:

1) Do zrédia napiecia lub badanego obwodu wtaczamy multi-
metr w trybie woltomierza najlepiej na najwickszym zakresie
(np. 1000V).

2) Gdy mierzymy natezenie pradu musimy wlaczyé przyrzad
szeregowe 7z obcigzeniem,

3) Omomierz podtaczamy jedynie do elementéw nie zawieraja-
cych 7Zrédet napiecia (tzw. uktadéw biernych).

Zasada dziatania multimetru analogowego:

Podstawowym elementem multimetru jest wskaznik magneto-
dynamiczny mierzacy natezenie pradu poprzez pomiar momentu
sity dziatajacej na cewke znajdujaca si¢ w polu magnetycznym.
Amperomierz taki mierzy wiec natezenie pradu wprost z defi-
nicji. Woltomierz jest to amperomierz potaczony szeregowo z
rezystorem i wyskalowany wedtug prawa Ohma. Parametrem
charakteryzujacym multimetr jest rezystancja woltomierza wy-
razona w wielkosci rezystancji na zakresie 1V podawana zazwy-
czaj w kQ2/V. W praktyce zazwyczaj omomierz jest to ampero-
mierz, ktory mierzy natezenie pradu przy stalym napieciu zasila-
nia (bateryjka umieszczona w multimetrze) i wyskalowany wprost
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w omach (lub kiloomach). W przypadku multimetru cyfrowego
podstawowym elementem jest woltomierz cyfrowy pordéwnujacy
mierzone napiecie ze wzorcem wykorzystujacym diode Zenera.
Natezenie pradu mierzy sie poprzez pomiar napiecia na znanym
oporniku (nazywanym bocznikiem).



10. PRZYKLADOWE ZADANIA

Zad 1. Samodzielnie (nie korzystajac z opiséw w literaturze)
napisz krotki traktat zawierajacy precyzyjne definicje w jezyku
fizyki i matematyki, niezbedne do opisu prostych (nie high-
technology) przedmiotow domowego uzytku, korzystajac z defi-
nicji pojeé¢ podstawowych (definicje pojeé podstawowych nalezy
znalezé¢ w literaturze).

Zad 2. Zbiér zdarzen opisany warunkiem [ opisujemy wzorem
(48):

Ar={w e Q: X(w) €T} (222)

Zapisz warunek I' i zbiér € dla zbioru czerwonych skarpetek w
szafie.

Zad 3. Udowodnij, ze E(X — E(X)) = 0.

Zad 4. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X 1Y sg niezalezne
to

Cou(X,)Y)=FE(X—-EX))Y -EY))=0 (223)
Wskazéwka jest w podrozdziale 3.8.1.

Zad 5. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X,, opisujace proby
losowe maja jednakowa wartosé oczekiwana F(X,,) = a to:

E (nz]::an) = Na.
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Zad 6. Udowodnij, ze jezeli zmienne losowe X,, opisujace proby
losowe maja jednakowe rozktady prawdopodobienstwa i sa nie-

o (i Xn> = No(X).

Zad 7. Wylicz warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe dla

skorelowane to:

rozkltadu réwnomiernego opisanego na przedziale [a,b]. Zapisz
wzorem rozktad prawdopodobienstwa i wykonaj unormowanie.

Zad 8. Zmienna losowa ma rozklad trojkatny w przedziale [a, ],
przy czym maksimum rozkladu jest dla ¢ € [a,b]. Wyznacz:

a) funkcje rozktadu prawdopodobiefistwa z warunku ”unormowa-
nia”,

b) wartos¢ oczekiwana,

¢) odchylenie standardowe,

d) mediane.

Zad 9. Zmienna losowa ma rozktad jednostajny w przedziale
[—a,b] (gdzie: a > 0,b > 0). Wyznacz wartos¢ oczekiwana oraz
odchylenie standardowe.

Zad 10. W grze w karty kazdy gracz dostaje 5 kart z talii 52
kart.
gracza, oraz warunek opisujacy zdarzenie polegajace na tym, ze

Zapisz zbiér zdarzen elementarnych opisujacych jednego

dostaniemy dwie pary kart (np dwie piatki i dwa krdle). Zapisz
warunek réwnaniami.

Zad 11. Gra polega na rzucie monetg i przemieszczaniu pionka
na linijce. Zalozono, ze po wyrzuceniu orta pionek posuwa sie
o dwa centymetry do przodu (X(O) = 2c¢m) a przy wyrzuceniu



reszki cofa si¢ o jeden centymetr (X(R) = —lem). Wyznacz

warto$¢ oczekiwang przemieszczenia zaktadajac idealng monete.

Zad 12. Wykona¢ eksperyment z rejestracjg wielokrotng zjawi-
ska losowego, np.: rzut koscia (np. suma oczek dwoch kosci),
generator liczb losowych, stan gieldy, rzut do tarczy, szumy ter-
miczne itp. Dla otrzymanych danych:

1) wyznacz i narysuj histogram oraz dystrybuante empiryczng
(wykres czestosci skumulowanej).

2) obliczy¢ warto$¢ Srednia, estymator odchylenia standardo-
wego, trzeci moment centralny, wspotczynnik asymetrii,

3) zweryfikowaé¢ hipoteze o tym, ze empiryczny rozktad jest:
a) réwnomierny,
b) normalny,
¢) trojkatny.
d) Weibulla.

Zad 13. Zmienna losowa opisana jest rozkltadem danym w ta-
belce. Wyznacz: Warto$é oczekiwana E(X), odchylenie stan-
dardowe o(X), warto$¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowe;j

BE(X?).

U Ti| P

1111 0.5
212 10.25
3141025

Zad 14. Zmienna losowa opisana jest rozkltadem danym w ta-
belce.
Wyznacz: Wartos¢ oczekiwana F(X), odchylenie standardowe
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o(X), wariancje V(X), warto$¢ oczekiwang kwadratu zmiennej
losowej F(X?), oraz szescianu E(X3) .

LT | pi
1] —21/2
2 2 | 1/4
30 4 |1/8
4| 8 |1/8

Zad 15. Oméw metode najmniejszych kwadratéw. Wyprowadz

wzor dla przypadku wyznaczenia nachylenia a funkcji liniowej

y = ax, gdy wszystkie pomiary {z;,y;} wykonane zostaly z taka
2 @iy

7

sama niepewnoscig. udowodnij, ze a = -
—~ 1
K2

Zad 16. Rzu¢ 100 razy 10 kosémi. Wyznacz z kazdego rzutu 10
kos¢mi $rednia, mediane oraz srodek. Dla uzyskanych 100 war-
tosci Sredniej, 100 median i 100 srodkowych narysuj odpowiednie
histogramy. Wyznacz odchylenia standardowe tych wielkosci i
ocen ktéry estymator jest najlepszy. Srodek n liczb zdefiniowany
jest: xg = %(xmax+mmm), Tmaz 1 Lmin 58 maksymalng i minimalng
wartoscig z n liczb.

Zad 17. Wynik pomiaru napiecia za pomoca woltomierza ana-
logowego klasy 1% o zakresie pomiarowym U, g, = 15V, i mak-
symalnej liczbie dzialtek «,,., = 7bdziatek, wyniost ay = 62, 5dz.
Oblicz wartos¢ zmierzonego napiecia oraz niepewnosé¢ standar-
dowa i rozszerzona pomiaru (bezwzgledna i wzgledna).

Zad 18. W wyniku pomiaru natezenia pradu multimetrem ana-
logowym uzyskano nastepujace wyniki (w mA):



20 22 18 2119 22 18 23 1,7 24 1,6
WYyzZnacz:
a) wartosé¢ Srednia,
b) estymator odchylenia standardowego,
¢) estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej,
d) niepewnosé¢ standardowa z ztozona.

Multimetr jest klasy 5%, pomiar wykonywany byl na zakresie
I, =5mA.

Zad 19. Pokdj zmierzono miarka z podziatka centymetrows i
uzyskano wyniki:

r=(551+0.01)miy=(4.02£0.01)m.

Ponadto stwierdzono, ze $ciana jest nierowna i oszacowano nie-
rownomiernos¢ na 100mm. Oszacuj niepewnosci pomiaru dtugo-
sci bokéw i wyznacz niepewno$é pola powierzchni.

Zad 20. W celu pomiaru objetosci kuli wykonano 11 pomiaréw
obwodu. i uzyskano (w mm):

40 44 36 42 38 44 36 46 34 48 32

zakladajac, ze pomiar wykonano miarka z podziatka milime-
trowa wyznacz objetos¢ i niepewnos¢ objetosci.

Zad 21. W celu wyznaczenia rezystancji wykonano pomiary na-
piecia U i natezenia pradu I. Natezenie pradu zmierzono am-
peromierzem cyfrowym o bledzie wzglednym 1% i rozdzielczosci
dwoch ostatnich cyfr, a napiecie woltomierzem analogowym klasy
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5%. Wyniki pomiaréw przedstawione sg w tabelce:

I(mA) I — zakr(mA) U(V) U — zakr(V)
2,00 3 1,00 3
5,00 10 2,0 3
8,00 10 4,00 10
13,0 30 6,0 10
17,0 30 9,0 10
20,0 30 11 30
31,0 100 15 30
40,0 100 20 30

Wyznacz metoda najmniejszych wspotczynnik nachylenia prostej
na ptaszezyznie (U, I) i na tej podstawie opor elektryczny korzy-
stajac ze wzoru otrzymanego w zadaniu 2. Narysuj wyniki po-
miarowe na wykresie zaleznosci U = f(I), zaznacz stupki btedéw,
narysuj prosta (na oko) najlepiej pasujaca do danych oraz okre-
sla na rysunku btad (graniczny) wyznaczenia rezystancji. Ktéra
sktadowa bledu jest wieksza systematyczna (instrumentalna) czy
przypadkowa? Oblicz blad wynikajacy z rezystancji wewnetrznej
woltomierza (R, = 10kQ2/V).

Zad 22. W celu wyznaczenia pola powierzchni pokoju wykonano
pomiary dlugosci Scian miarka o z podziatka milimetrows. Do-
ktadno$¢ z jaka udato si¢ przytozy¢ miarke do Sciany wynosi 4mm.
Natomiast ustalono, ze $ciany sa nieréwne i ta nierownos¢ wynosi
ok Iem. Wyznacz pole powierzchni i niepewnos¢ pola powierzchni
jesli zmierzone dtugosci Scian wynosza: 5,21m i 4,03m. Wylicz
sktadowe niepewnosci granicznej wynikajaca z btedéw pomiaru

dhugosci poszczegdlnych Scian. Niepewnosé catkowitg wyznacz



zaktadajac, ze sktadowe btedow sa niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi.

Zad 23. W celu wyznaczenia wysokosci budynku zmierzono dtu-
gos¢ cienia hy preta (o wysokosci hy = 1m) i dtugosé cienia bu-
dynku hy. Dhugosé cienia preta wyniosta hy = 1m, przy czym
rozmycie cienia wyniosto Ah; = lem, natomiast dlugosé cienia
budynku wynosi he = 10m, a rozmycie tego cienia Ahy = 10cm,
pomiary cienia preta i dhtugosci preta wykonano miarka z po-
dziatka 1mm, natomiast dtugos¢ cienia budynku tasma miernicza
z podziatka 1em. Wyznacz wysokosé budynku i niepewnosé (wyli-
czenie wysokosci bez niepewnosci nie zalicza). Niepewnosé catko-
wita wyznacz zaktadajac, ze rozmycie cienia mozna potraktowaé
jako btad graniczny i sktadowe bledéw sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi (czyli sumowanie jest zgodnie z pierwiastkiem kwadra-
tow).

Zad 24. Termometr rezystancyjny sktada sie z opornika, kto-
rego opor zalezy od temperatury, zrodta pradowego oraz wolto-
mierza, ktérego wskazania wyskalowane sg w °C na podstawie
wzorw: R(t) = Ro(1 + ao(t — to)), gdzie ap jest wspdlezynni-
kiem temperaturowym odnoszacym si¢ temperatury t,. Wypisz
zrodia bledow, korzystajac z ogdlnego schematu pomiaru i wy-
nikajacej z niego klasyfikacji zrédet btedéw. Napisz roéwnanie
pomiaru czyli rownanie opisujace zalezno$¢ mierzonej tempera-
tury od napiecia i natezenia pradu. Rezystancja termometru dla
t=20.00°C (0,01°C) wynosi (100, 00040, 001), wspotczynnik tem-
peraturowy platyny (odniesiona do 20°C) amy = (0, 004040, 0001)
1/K (0,0001 jest bledem granicznym). W wyniku pomiaru napie-
cia uzyskano u=1,010V, a natezenie pradu wynosito I=10,00mA.
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Napiecie i natezenie zmierzono przyrzadem cyfrowym wyswietla-
jacym cztery cyfry, na zakresach odpowiednio 2V i 20mA. Klasa
obu przyrzadéw wynosi 0,2% (btad przyrzadu cyfrowego ma dwie
sktadowe: blad kwantowania i btad systematyczny wynikajacy z
klasy przyrzadu). Wyznacz temperature i jej niepewnos¢.

Zad 25. W celu wyznaczenia przys$pieszenia grawitacyjnego g
wykonano pomiar okresu drgan wahadta matematycznego. Wy-
licz g (i jego niepewnosc) jesli czas 10 wahnieé zmierzony stope-
rem wynosi 119 = 20, 2s, dtugo$¢ wahadta L = 1,03cm. Blad gra-
niczny stopera wynosi 0,1s, dtugos¢ mierzono miarks z podziatka
Imm. Oblicz niepewnos$¢ uwzgledniajac refleks (ok. 0,2s). Btad
pomiaru dtugosci spowodowany niedoktadng lokalizacja Srodka
zawieszonego ciata, jak i osi obrotu. Ciato miato ok. 2cm promie-
nia i srodek mozna okresli z doktadnosciag S5mm. Do zawieszenia
ciata uzyto przewodu w igelicie o $rednicy 0,7mm. Btad okre-

Slenia punktu zaczepienia szacujemy na maksimum 2mm. Przy-
L

g )
oszacuj btad g spowodowany uzyciem tego wzoru jesli kat wahniec¢

Spieszenie grawitacyjne wylicz z przyblizonego wzoru T =

wahadta wynosi 20°.
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