Rozwigzanie i uwagi do kol. z dn. 28-11-2013

Zadanie 1. Zaléz, ze zbiér zdarzen elementarnych sklada sie z N elementéw: (aq,as,...,an).
Prawdopodobiefstwa zdarzen elementarnych oznaczymy p; = P(a;).
Wartosci zmiennej losowej wynosza X (a;) =y;, dlaj=1,...,N.

Podaj definicje (wzory dla rozktadu dyskretnego)

a) wartosci oczekiwanej

b) odchylenia standardowego.

Wyjasnij uzyte symbole. Podaj przyklad, w ktérym wykorzystujemy monete do gry.
Rozwigzanie

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej dyskretne;j:

N
E(X) = ijyj, (1)

wartosci zmiennej losowej X (a;) oznaczone sa w zadania jako y;, i nie powinno si¢ uzy¢ innych oznaczen,
chyba ze wprowadzono w rozwigzaniu wlasne oznaczenia, co powinno by¢ opisane.

Odchylenie standardowe zmiennej losowej X z definicji: o(X) = \/E (X — E(X))?. We wzorze tym mamy

warto$¢ oczekiwana wielkodci (X — E(X))?. Jedli wykorzystamy wzor u na wartosé oczekiwang (1) (dla zmiennej
losowej dyskretnej) otrzymamy:

N
o(X) = ij (y; — E(X))%. (2)

Odchylenie standardowe jest miara rozrzutu danych pomiarowych.

Przyklad: moneta ma dwa stany (N = 2) orzel ,,0” ireszka ,R” , zgodnie z oznaczeniami zadania zapiszemy
je jako a1 = O i ag = R. Przyjmiemy, ze prawdopodobienistwa sa rézne: p(a;) = p(O) = p1 i p(az) = p(R) = p2,
dla celéw wykonania obliczen zalozymy, ze p1 = 0,251 p; = 1—0,25 = 0, 75. Przyjmie my, ze gra polega na tym,
ze za orta dostajemy 8z1 (czyli X (a1) = X (O) = 8zl) z za reszke placimy 4zl, czyli czyli X (az) = X(R) = —4zl.
Wartosé oczekiwana wynosi: E(X) = p1 X(0) + p2 X(R) = 0,25 - 821 — 0,75 - 421 = —1zl (gra nie optaca sig).
Odchylenie standardowe o(X) = 1/0,25(8 — (—1))2 + 0, 75(—4 — (—1))2 = /27 ~ 5,2 (jednostka tez sa zlote).

Zadanie 2. Oméw metode najmniejszych kwadratow. Wyprowadz wzér dla przypadku wyznaczenia nachy-
lenia a funkcji liniowej y = ax, gdy wszystkie pomiary {x;, yi}fil wykonane zostaly z taka sama niepewno$cia.
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Udowodnij, ze wspolczynnik nachylenia wynosi a = . Wypisz wszystkie zalozenia.
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Rozwiagzanie

Metoda najmniejszych kwadratéw stosuje sie w celu najlepszego dopasowania funkcji do danych do$wiad-
czalnych. Dopasowanie funkcji polega na wyborze jednej z funkcji ze zbioru funkeji nazywanej rodzing funkcji.
Rodzina funkcji opisana jest wzorem z parametrem, ktorego wartosé nalezy wyznaczy¢.

Funkcja o postaci y = ax jest jedno-parametryczng rodzing funkcji liniowych. w celu wyznaczenia parametru

a nalezy poszuka¢ minimum funkcji:
N

I(a) =Y (yi — ax;)” (3)

i=1
gdzie y; i x; sa danymi pomiarowymi, dla ktérych spodziewamy sie zaleznosci y = a . Warunek minimum ma

postac: dfl(aa) = 0, obliczamy pochodna:
a N N N
2
Ta Z (yi —ax;)” = 22 (ys — az;) (—x;) = —QZyimi + QZax? =0 (4)
i=1 i=1 i=1 i=1
N
Po przeksztalceniach otrzymujemy a = =
> @?
i=1
Zadanie 3. Zmienna losowa opisana jest rozktadem danym w tabelce. i xll lp i2
Wyznacz: Warto$é oczekiwang F(X ), odchylenie standardowe o (X)), wartosé 5| 2 1/ 4
oczekiwana kwadratu zmiennej losowej F(X?) . 5| 4 1; 4

Rozwiazanie
W zadaniu dana jest zmienna losowa i jej rozktad. Nalezy wyliczy¢ warto$é oczekiwana (oznaczymy ja m)

N
ze wzor: m = E(X) = . p;z; oraz odchylenie standardowe (wygodniej wyliczyé o(X) w tabeli) ze wzoru:
i=1

N
o*(X) = ij (w; — B(X))® ()



BED i Pi; T, —m pi(x; —m)? 7 pit?
11 0,5 0,5 -1 0,5 1 0,5
212 025 0,5 0 0 4 1
3141 025 1 2 1 16 4
[ TEX)=]Ypzi=2]c*(X)=]> pilzi—m)*=1,5] E(X?) = [ > piz? =5,5 |

Warto$é oczekiwana réwna jest wige E(X) = 2, odchylenie standardowe o(X) = /1,5, a E(X?) = 5,5.
Mozna sprawdzié, ze zachodzi wzér: E(X?) = 0%(X) + (E(X))?2=1,5+22=5,5

Typowe bledy

Nie mozna wyliczaé¢ éredniej z trzech liczb 1,2,4 bowiem te liczby nie sa préba losowa (czyli wynikiem
eksperymentu) ale sa warto$ciami zmiennej losowej dla zdarzen elementarnych.

Czestym bledem jest uzycie wzoru na odchylenie standardowe z wartoscia srednia, np:
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Wzér ten jest bledny! Przypomina on réwnanie (5) ale zamiast wartosci oczekiwanej E(X) jest $rednia T,
co jest niepoprawne. Podobnie we wzorze na warto$¢ oczekiwana nie moze by¢ czynnika %

N
Wzér: E(X) = 4 Y pia; jest bledny.
i=1
Zadanie 4. W wyniku pomiaru natezenia pradu miernikiem analogowym klasy 5% na zakresie 5mA
uzyskano nastepujace wyniki (w mA):’ 4 \ 4.8 \ 3,2 \ 4,6 \ 3.4 \ 4,0 \ 4,0 \ 3.4 \ 4.8 \ 3,2 \ 4,6 ‘
Wyznacz:
a) warto$é érednia
b) estymator odchylenia standardowego (odchylenie standardowe préby),
¢) estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej,
d) niepewno$¢ rozszerzona zlozona (catkowita).
UWAGA przyjmij w przyblizeniu ze: /10 - 11 &~ 10. Podaj wzory z ktérych korzystasz.
Rozwiazanie
Obliczamy $rednia: j%(4+4,8+3,2+4,6+3,4+4,0+4,0+3,4+4,8+3,2+4,6) =4, gdzie N = 11
oraz x; wartosci zmierzonego natezenia pradu.
Estymator odchylenia standardowego wynosi:

N
s(X) = \/Nl_1 ;(xi—a?)Q =/ ~ 0,63

Estymator odchylenia standardowego wartosci Sredniej s(

7 danych dotyczacych miernika wynika btad graniczy AI = 5%5m
Niepewnos¢ ztozona pomiaru natezenia pradu u(I) = \/82(X) + %(A = \/io +3(0,25)2 = /{5 + 55 &

4 2 _
\/ o6 T 100 = WNOZZL

Niepewnos¢ rozszerzona na poziomie ufnosci p = 0,95 wynosi Uy g5(1) = 2 - u(I) = 0,5

Zadanie 5. W celu wyznaczenia rezystancji wykonano pomiary napiecia i natezenia pradu. Natezenie
pradu zmierzono amperomierzem analogowym klasy 2% a napiecie woltomierzem cyfrowym o bledzie wzglednym
1% i rozdzielczosci dwéch ostatnich cyfr (czyli réwnej dwa razy ostatnia cyfra). Uzyskane wyniki sa nastepujace:
natezenie I = 2, 5mA na zakresie 3mA, oraz U = 8,00V na zakresie 20,00V. Wyznacz rezystancje i jej niepew-
noé¢. Wylicz skltadowe niepewnosci granicznej wynikajac z bledéw woltomierza i amperomierza. Niepewnosé
calkowita (zlozona) wyznacz zakladajac, ze sktadowe bledéw sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Rozwiazanie

Natezenie pradu I = 2,5mA, blad graniczny AI = 2%3mA = 0.06mA.

Napiecie elektryczne U = 8,00V, blad graniczny AU = 1%8V +2-0,01V =0, 1V.

Rezystancja R = % =3 g:r/lA = %‘ kEQ = 3,2kQ. Rézniczka zupelna opisuje bledy (czyli bledy prawdziwe
ktérych nie znamy):
dR dR 1 U
dR dUdU + a7 d IdU 72 d (7

Bledy sa zmiennymi losowymi, zakladamy, ze maja rozklad jednostajny w przedziale o promieniu réwnym
bledowi granicznemu (nazwijmy go Ax), odchylenie standardowe rozkladu jednostajnego wynosi o = %Aa:.
Niepewno$¢ standardowa réwna jest odchyleniu standardowemu:

o= (535) + (R 5) - 5 i)+ (o) oo 0

Niepewno$¢ standardowa pomiaru rezystancji wynosi 0,05 k€.




