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ZASADY ZALICZANIA:
@ 4 kartkéwki po 20 min, kazda za 5 punktoéw,
@ w przypadku przejscia na tryb zdalny kolokwia zaliczajace
moga odby¢ sie stacjonarnie,
@ praca domowa - sprawozdanie z wtasnych pomiaréw za 20
punktow
WARUNKI ZALICZENIA:
@ zaliczenie kartkéwek (od 11 p
@ zaliczenie pracy domowej od 11 p
oceny na podstawie liczby punktow:

@ 5.0-0d 91%

@ 45— o0d 81%

@ 40—-o0d 71%

@ 3.5-0d 61%

@ 3.0 — od 51% (od 22p)
@ ndst — od 0 do 51%



SLUBOWANIE AKADEMICKIE
Slubuje:
@ strzec godnosci akademickiej i dobrego imienia Politechniki
Warszawskiej,

e wytrwale zdobywa¢ wiedze i umiejetnosci oraz stale je
pogtebiad,

@ docieka¢ prawdy, gtosi¢ ja oraz dawaé jej Swiadectwo swoim
postepowaniem,

@ przestrzegaé zasad tolerancji Swiatopogladowe;,

@ przyczynia¢ sie do pomnazania dorobku spotecznosci
akademickiej Politechniki Warszawskiej.



ILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw

realizacja prawdy i tolerancji w pomiarach i analizie danych

Prawda
zgodnos¢ zdan orzekajacych z rzeczywistoscia

Jak poréwnac teorie z doswiadczeniem?

1. Poréwnujemy opis doswiadczenia z teorig
2. Opis doswiadczenia wymaga analizy danych

Swiatopoglad

zbidr lub system przekonan, ,oglad intelektualny”

metoda naukowa

1. eksperyment - metoda pracy doswiadczalnej
2. teoria - model matematyczny




Co bedzie?
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__PROBABILISTYKA _Metoda Najmnieszych kwadratéw Testowe
Co bedzie?

zbidr recept: jak analizowa¢ dane doswiadczalne?
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| interpretowaé wyniki



__PROBABILISTYKA _Metoda Najmnieszych kwadratéw Testowe
Co bedzie?

zbidr recept: jak analizowa¢ dane doswiadczalne?

Kazdy kto ma dobry przyrzad twierdzi, ze mierzy¢ umie, ale ...

wyznaczaé niepewnos¢ (btedy)
| interpretowaé wyniki

jest sztuka



PROBABILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw stowz

Co jest niezbedne aby zrozumie¢ analize danych

doswiadczalnych?




PROBABILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw stowz

Co jest niezbedne aby zrozumie¢ analize danych

doswiadczalnych?

Teoria pomiaréw

Metrologia - technika mierzenia, budowa przyrzadéw
Prawa fizyki

Teoria prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna
Analiza sygnatéw

Elektronika



BILISTYKA  Metoda Naj
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BILISTYKA  Metoda Naj

Co jest niezbedne aby zrozumie¢ analize danych

doswiadczalnych?

@ Teoria pomiaréw
Metrologia - technika mierzenia, budowa przyrzadéw
Prawa fizyki

o
o
@ Teoria prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna
@ Analiza sygnatéw

o

Elektronika

my mamy 10 godzin ¢éwiczen (po 10 tygodniach beda
konsultacje)
a kiedys to byt to jedynie wyktad wstepny do laboratorium
45minut.
a ja teraz w 10 x 45min mam Was nauczyc¢
statystyki, analizy danych i pisania sprawozdan



Program studiéw

© Matematyka
© Fizyka ogélna i dziaty podstawowe:
e Mechanika
Elektrodynamika
Mechanika kwantowa
Optyka
Fizyka statystyczna i termodynamika
Fizyka ciata statego, pétprzewodniki, przewodniki jonowe
Fizyka jadra atomowego

© Analiza danych doswiadczalnych
@ Elektronika: od obwoddéw elektrycznych do mikrokontroleréw.

© Programowanie



Program przedmlotu ODD

Pomiar, organizacja eksperymentu, zbieranie danych.

Teoria pomiardw, teoria reprezentacji.
Reprezentacja przedziatowa, pomiar z btedem
systematycznym.

Btad i niepewnos¢ pomiaru. Statystyczna analiza niepewnosci.

Podstawy probabilistyki: Zmienna losowa, rozktad
prawdopodobienstwa, warto$¢ oczekiwana, wariancja, rozktady
statystyczne, niezalezna zamienne losowe, korelacja.

Elementy statystyki: préba losowa, histogram, estymatory
wartosci oczekiwanej i wariancji, Srednia z proby losowej,
wariancja sredniej z préby losowe;j,

Testowanie hipotez statystycznych.

Metoda najmniejszych kwadratéw,

Pisanie sprawozdan z badan (z eksperymentu), raport.
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eksperymentu, WNT, 1992.

@ A. Plucinska, E. Plucifski, Elementy probabilistyki, PWN, W-wa, 1979.



STYKA Metoda Najn
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Pomiary studentéw i pomiary nauczycieli

Studenci beda mierzy¢ w
Laboratorium
wielkosci fizyczne,

aja

bede musiat mierzy¢
wiedze i umiejetnosci

wyznaczajac przy pomocy
zadan, testdéw i
sprawozdan
wartos$¢ wielkosci
wiedzy i umiejetnosci

¥

Rysunek: Temida, zrédto Wikipedia



A Metoda Najn szych kwadratéw

Eksperyment domowy

Jakis$ dobry pomyst ... poszukaé w umysle



PR

dratov

CEL WY LABORATORIUM

Moim celem, jako nauczyciela, jest nauczy¢:
@ Wiedza:
e definicja pomiaru
e zasady organizacji eksperymentu.
e podstawy probabilistyczne i statystyczne analizy danych
e metody analizy danych empirycznych
© Umiejetnosci:
e organizowa¢ pomiar, zbudowa¢ uktad pomiarowy
e mierzyé
e analizowa¢ dane
e pisal raport
© Kompetencje
e jaka role petnig pomiary w zyciu spoteczenstwa (przemyst,
handel).



PR Metoda Naj zych kwadratéw T

ORATORIUM

CEL WYKLADU | LAB

Moim celem, jako nauczyciela, jest nauczy¢:
@ Wiedza:
e definicja pomiaru
e zasady organizacji eksperymentu.
e podstawy probabilistyczne i statystyczne analizy danych
e metody analizy danych empirycznych
© Umiejetnosci:
e organizowa¢ pomiar, zbudowa¢ uktad pomiarowy
e mierzyé
e analizowa¢ dane
e pisal raport
© Kompetencje
e jaka role petnig pomiary w zyciu spoteczenstwa (przemyst,
handel).

Studenci chca zaliczyé

i tu bywaja sprzecznosci interesoéw.
Ja bym chciat aby$my to pogodzili




ABILIS KA Metoda Najm wa

Gdzie ucza analizy danyc

Analiza danych z podstawami matematycznymi i metrologia jest
tylko na fizyce

Studia inzynierskie

Metrologia jest na studiach technicznych: elektronika, elektryczny,
mechatronika (nie ma na informatyce), ale brak im fizyki.

Matematyka

Matematycy ucza sie statystyki ale nie umieja mierzy¢

Nauki spoteczne

Psycholodzy, socjolodzy, ekonomisci majg statystyke ale nie
rozumieja rachunku prawdopodobienstwa i brak im matematyki.




Ale tylko FIZYCY
moga by¢ najlepsi



Macie by¢ elitg intelektualng
i elita metrologiczng.

Taki jest moj plan.



Macie by¢ elitg intelektualng
i elita metrologiczna.

Taki jest moj plan.

| czy Wasz tez?



ILISTYKA Metoda Najn szych kwadratéw

Przystepujemy do mierzenia Swiata

Metoda naukowa w fizyce:

@ Pomiar - zrédtem informacji

© Model matematyczny - jezyk opisu zjawisk



PROBABILIS K/

Planowanie eksperymentu, siedem faz eksperymentu

@ Cel badan i model wyjsciowy badanych zjawisk. Zebranie
danych literaturowych, opracowanie teorii.

© Zebranie zespotu badawczego o odpowiednich kompetencjach,
plan finansowy.

© Dobor narzedzi badawczych, zestawienie uktadu pomiarowego,
testowanie i zapewnienie warunkéw.

@ Woykonanie eksperymentu pomiarowego i odczytanie wskazan
przyrzadéw pomiarowych (odczyty z przyrzadéw sa danymi
surowymi i wymagaja opracowania).

© przetworzenie uzyskanych danych: wykonanie obliczen w celu
wyznaczenia wartosci mierzonych wielkosci (dla zatozonego
modelu zjawiska).

@ Ocena niepewnosci (,rachunek btedéw”)

@ Interpretacja wynikéw, zbadanie zgodnos¢ z teorig, wnioski i
dalsze plany.



Cel badan i model wyj$ciowy badanych zjawisk. Zebranie
danych literaturowych, opracowanie teorii

Cele badan:

© poznawcze

© aplikacyjne
W obu przypadkach postugujemy sie modelem.
Rola modelu:

@ Wyodrebnianie obiektu.

@ Definicja mierzonej wielkosci.

© Metoda pomiarowa i konstrukcja przyrzadéw pomiarowych.
ad.1-kazdy obiekt jest wyrézniany z rzeczywistosci.
ad.2—definicja wielkoSci mierzonej jest parametrem modelu.

ad.3—przyrzad jest skonstruowany na podstawie teorii, modelu
zjawisk.



TYKA Metoda N wac

Zespét badawczy, srodki finansowe

Dobor wspotpracownikéw i organizacja pracy:

© Uzupetniajace sie kompetencje. Zbyt wielu waskich
specjalistéw z jednej dziedziny moze by¢ utrudnieniem.
Dla trudnych zadan niezbedne sg zespoty interdyscyplinarne.
Zespét studencki—podziat zadan.

© Zasady wspdtpracy: nalezy wykorzystywaé zalety a nie wady.
Nadmierne wytykanie wad generuje konflikty, utrudnia
wspotprace.

© Klarowny obieg informacji, tworzenie przejrzystych
dokumentéw, protokétéw i raportéw.



STYKA Metoda Najn
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Jak wszystko jest gotowe to eksperyment wykona matpa
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Jak wszystko jest gotowe to eksperyment wykona matpa
a tym bardziej ...student



YKA Metoda Naj

Wykonanie eksperymentu

Jak wszystko jest gotowe to eksperyment wykona matpa
a tym bardziej ...student

Analiza i interpretacja wynikéw

Czy uzyskaliSmy potwierdzenie teorii czy tez nowe zjawisko?
Przyczyny odstepstw teorii od pomiardw.

Dobér parametréw réwnan teoretycznych

Testowanie hipotez statystycznych.



Wykonanie eksperymentu

Jak wszystko jest gotowe to eksperyment wykona matpa
a tym bardziej ...student

Analiza i interpretacja wynikéw

Czy uzyskaliSmy potwierdzenie teorii czy tez nowe zjawisko?
Przyczyny odstepstw teorii od pomiardw.

Dobér parametréw réwnan teoretycznych

Testowanie hipotez statystycznych.

Analiza niepewnosci.

Najtrudniejszy element sprawozdania.
podam recepty i mozliwe wyjasnienia.



System pomiarowy

Sygnat pomiarowy

komputer

System
pomiarowy

Wplyw przyrzgdéw
na obiekt

Sterowanie

enia, zakidcenia W

Oddziatywania na obiekt i uktad pomiarowy



PF

Rodzaje pomiaréw, dwa typy pomiardw:

© pomiar bezposredni,
warto$¢ mierzonej wielkoSci pokazuje przyrzad, przyktady
masa (cigzar) mierzona waga szalkowa, dtugo$¢ mierzona
linijka, czas mierzony zegarkiem, napiecie mierzone
woltomierzem

© pomiar posredni:

B wyznaczenia wartosci mierzonej wielkosci poprzez wyliczenie ze
wzoru opisujacego zjawisko:

z=f(x,y) (1)

gdzie: x i y wielkosci mierzone bezposrednio. np: R = U/I,
gdzie: U—-napiecie zmierzone woltomierzem,
I-natezenie pradu mierzone amperomierzem.

B metoda najmniejszych kwadratéw, metoda statystyczna analizy
zaleznosci zmierzonych empirycznie.



STYKA Metoc

Pomiar

Wielkos¢ fizyczna [ -
reprezentowana funkcja
Dyt

®5: VR (2

Wartos¢ wielkosci:
wartos¢ funkcji @3 dla
obiektu a € V:

®s(a) (3)

jesli wartos¢ zmierzona
oznaczymy X to:

x=®g(a)  (4)

liczby
rzeczywiste



Sygnat opisuje oddziatywanie pomiedzy obiektami

— technologia pudetkowa.

obserwator

system
sygnat

—

Sygnat przekazuje informacje:
wyrézniany:

wyjscie

@ nosnik sygnatu - wielko$¢ fizyczna, dzieki ktérej zachodzi

oddziatywanie

@ tre$¢ sygnatu, informacja o badanej rzeczywistosci.



Skfadniki systemu pomiarowego

Pomiar wielkosci
ekstensywnej, dwie
operacje:
@ skfadanie obiektdw,
@ komparacja obiektéw.

Empiryczny system
obserwacyjny:

(V,=<,0) (5)

V, zbiér obiektéw (ciat),
< - relacja poprzedzania
okreslona przez
komparator,

o - operacja skfadania
obiektéw.

sktadanie obiektéw i ich komparacja.

T
_——h

A

Relacja poprzedzania b < a



PROBABILISTYKA Metoda Najmni

Pomiar - hom

System empiryczny:

(V,<,0) (6)
system liczbowy
(R, <, +) (7)
Pomiar ¢:
®: V>R (8)

wiasciwosci ¢:

d(aob) = P(a) + (b
a<bs d(a) <d(b

~— ~—
—~~

=~
o ©
~— ~—



PROBABILISTYKA Metoda Najmniesz

ch kwadratéw Testow

Wstep do rachunku prawdopodoblenstwa - pojecia

podstawowe

Q — zbiér zdarzen elementarnych,

jest to zbidr elementéw, z ktérego mozemy ztozy¢ wszystkie
zdarzenia.

Zdarzenia maja postac¢ podzbioru zbioru zdarzeh elementarnych
Zdarzenie A C Q

Zbi6r zdarzen elementarnych Q = {[1, }




PROBABILISTYKA M

Prawdopodobienstwo

Definicja prawdopodobienstwa:
Prawdopodobiefistwo P to miara na przestrzeni I = 2 wszystkich
podzbioréw Q:
P:T —[0,1]
P spetnia wiasnosci:

e P()=1

e P(0)=0

e P(AUB) = P(A) + P(B) jezeli ANB =10
gdzie () zbiér pusty, Q wszystkie zdarzenia elementarne.
Prawdopodobienstwo opisuje populacje czyli zbiér obiektéw
(zesp6t statystyczny) a nie opisuje pojedynczych zdarzen.



PROBABILISTYKA

Wyznaczanie prawdopodobienstwa
Model teoretyczny: zaktadamy, ze wszystkie zdarzenia
elementarne (lub inny zbiér) sa jednakowo prawdopodobne, wtedy:

_ e
=0
gdzie A = #A - liczebnoé¢ (licznoé¢) zbioru A, Q — liczebnos¢ Q.

przyktad - rzut koscig zaktadamy, ze wszystkie zdarzenia s3
jednakowo prawdopodobne, wtedy dla kazdego zdarzenia:

(11)

Qll x|

P(A) =

P(boky) = % (12)



PROBABILISTYKA Metoda Naj

/Zmienna losowa

Zmienna losowa:
X Q=R (13)

Q — zbidr zdarzen elementarnych, R — liczby rzeczywiste.

x = X(w) — warto$¢ zmiennej losowej dla zdarzenia losowego

w € Q.

Zmienna losowa dyskretna — zbidr zdarzen losowych jest
przeliczalny: Q = {w1, w2, ...,wk} = {wk},K:l ={wx:k=1,...K}
gdzie: K - liczno$¢ zbioru zdarzer elementarnych Q, {wy} -
skrécony zapis zbioru zdarzen elementarnych.

Zmienna losowa ciggta - zbiér Q jest nieskonczony i " ciagty”.

xx = X(wk) — realizacja zmiennej losowej — wynik eksperymentu
losowego.



PROBABILISTYKA

Przyktad

rzucamy koscig

przestrzen zdarzen elementarnych:

Q = {boky, boky, boks, boka, boks, boke }
wartosci zmiennej losowe;j:

X1 = X(bokl) =1

X2 = X(bokg) =2
X3 = X(b0k3) =3
X4 = X(b0k4) =
X5 = X(b0k5) =

X = X(bok6) =6

Ale wartosci zmiennej losowej moga by¢ inne:
xk=k>+3czylixy =41ix =7itd...

Eksperyment losowy rzucamy koscig N razy i uzyskujemy ciag
zdarzen (realizacji zmiennej losowej X):

X1, X0, X3y ooy XNy« ooy XN

Przyktad: 1,1,2,2,6,4,5,3,3,2,4,4,5,6,6,6,3,2,3,4,4,5, ..
w realizacjach zdarzen losowych liczby moga sie powtarzac.



PROBABILISTYKA Metoda Naj

/Zmienna losowa

Zmienna losowa — funkcja X, ktéra zdarzeniom przyporzadkowuje
liczby: X : Q — R.

Zbior zdarzen elementarnych

— A
x\\ ; A 4_
P

prawdopodobienstwo

A - zdarzenie

w

\
X (w) . o .
S=X(A)- obraz zdarzenia A na osi liczhowej

Miara probabilistyczna: u zbiorowi S € R przyporzadkowuje
prawdopodobienstwo, S = X(A).



PROBABILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw

Dystrybuanta

F(x)=P (Xﬁl (—oo,x]) (14)

gdzie X1 jest funkcjg odwrotna do zmiennej losowej.
X~1(S) przeciwobrazem zbioru S, czyli zbiorem zdarzeh
elementarnych w € Q, dla ktérych X(w) € S.

W skrécie pisze sie: F(x) = P ((—00,x]) = P(—00 < X < x)



PROBABILISTYKA Metod

Gesto$¢ prawdopodobienstwa

Gestosé¢ prawdopodobienstwa definiuje wzér:

Dystrybuanta jest réwna polu pod wykresem gestosci
prawdopodobienstwa.



PROBABILISTYKA

Wartos¢ oczekiwana:

E(XX)= Y xkp (16)

k=1,K

xk = X(wk) — warto$¢ zmiennej losowej dla zdarzenia losowego
w € Q.

Zmienna losowa dyskretna:

Q= {w1,wp, o, wi ) = {wi}E, = {wp : k=1,..,K}

K - liczno$¢ zbioru zdarzen elementarnych €2,

pr prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia wy:

Pk = P(X = xk)



PROBABILISTYKA

Wartos$¢ srednia z préby losowe;.

Préba losowa - wynik powtérzenia eksperymentu:

a) N razy rzucamy koscia

b) Rzucamy N ko$émi.

Takie dwa eksperymenty s3 réwnowazne jesli zbiér obiektéw jest
powieleniem jednego obiektu.

W badaniach biologicznych i spotecznych zaktadamy, ze obiektem
badan jest cata populacja.

Srednia z préby:
X = xg = N Z X; (17)

gdzie: x; wynik i-tego eksperymentu Iosowego, i-ty pomiar. {x;} -
zbidr realizacji zdarzen losowych.
Suma w 17 jest po zbiorze realizacji.

Srednia z préby losowej jest estymatorem wartoéci oczekiwanej



PROBABILISTYKA

Twierdzenie:

K
X = Xsr = ZXkPk (18)
k=1

Gdzie: {xk}k=1k - zbior zdarzer elementarnych,
Suma we wzorze (18) jest po zbiorze zdarzen elementarnych
Dowéd:

gdzie: Zszl jest suma po zdarzeniach elementarnych
vazl jest suma po realizacjach.
w granicy:
lim — = E(X) (20)

k— 00 N
k=1,N



PROBABILISTYKA

WHtasnosci wartosci oczekiwanej:
E jest operatorem liniowym:
E(X+Y)=EX)+E(Y)
E(aX) = aE(X)



PROBABILISTYKA

Przyktady obliczania wartosci oczekiwane;j:
Zatbézmy, ze kosé jest niedokfadnie wykonana prawdopodobiernistwa

rézne,
kazdemu wylosowanemu symbolowi przyporzadkowujemy warto$é
liczbowa x;

Nr pi Xi piXi

1 0.4 1 0.4

2 0.15 10 1.5

3 0.25 5 1.25

4 0.03 25 0.75 (21)

5 0.15 8 1.2

6 0.03 95 1.9

>pi= 1.0 X(pi-x)= 7



PROBABILISTYKA

Odchylenie standardowe — miara rozrzutu.
(0(X))? = ok = V(X) (22)

V(X) — wariancja

V(X) = E[(X - E(X))’] = pr(Xf —E(X)?  (23)



PROBABILISTYKA

Witasnosci wariancji:
VIX] = 0?[X] = 0% = E[(X)?] - E*(X) (24)

Dowéd: V[X] = E[(X — E(X))?] = E[X? — 2XE(X) + E*(X)] =
E[X?] — 2E(X)E(X) + E?(X)

czyli

V[X] = E(X?) — E%(X)

Wariancja sumy zmiennych losowych nieskorelownych:

VIX+Y)=V(X)+ V(Y) czyli o(X+Y)=4/02(X)+c2(Y)

Jest to zasada propagacji niepewnosci standardowe;.



PROBABILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw

przyktad

odchylenie standardowe zdarzenia dwupunktowego
P(A)=poraz P(B)=1—p

wartoséi zmiennej losowej:

x(A)=1loraz x(B) =1

Wartos¢ oczekiwana E(X) =1p+0(1 —p)=p
wariancja

V(X) = p(1 - p)* +0(0 — p)* = p(1 — p) (26)



PROBABILISTYKA

odchylenie standardowe — zdarzenia rownomierne —np. trafianie do
celu. E(X) =25

i poxi oxi—E(X) (x—E(X)? (x— E(X))?p
1 L0 —25 6.25 et
2 i 1 —1.5 2.25 &
3 i 2 -0.5 0.25 &
4 i 3 0.5 0.25 &
5 i 4 1.5 2.25 &
6 % 5 225 6.25 %
suma 1 suma = 175 — 2 9167

o?(X) = i( x; — E(X))? = 2.9167
o(X) = 1. 7



PROBABILISTYKA

Dystrybuanta dla zmiennej losowej dyskretnej:

F(x) =) p(x) (28)

x;i <x

dla zmiennej losowej ciagtej:

Flx) = / F(€)de (29)



PROBABILISTYKA

Rozktad normalny

f(x) = ——=e 27 (30)

gdzie: o — odchylenie standardowe
1 — wartos¢ oczekiwana.

0.2 0.3 04
I

34.1%

0.0 01




PROBABILISTYKA Metoda Najmnieszych kwadratéw

Rozkfad rownomierny

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x):

F(x) = C dla a<x<b
o 0 da x<alubx>b

f(x) A

(b—a)

<Y

Wartos$¢ oczekiwana E(X) = = (b+ a)

Odchylenie standardowe: V(X) = o2(X) = 1—12 (b— 3)2 = %A2x

N =



Metoda Najmnieszych kwadratéw

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Badane zjawisko (obiekt) opisane jest réwnaniem

y =f(x) (31)

W wyniku pomiaréw mamy serie danych {x,-,y,-},’-V:1
Zadaniem jest znalez¢ funkcje najlepiej pasujaca do danych
doswiadczalnych.

Mamy dwa zagadnienia:
© dobdr rodziny funkcji,

@ okreslenie kryterium dopasowania.



Metoda Najmnieszych kwadratéw

Rodziny funkcji

Rodzine funkcji opisuje sie wzorem, w ktérym funkcja zalezy od
prametru:
przyktady funkcji:
@ funkcja liniowa: f(x) =ax+ b
ai b sa parametrami (ktére wskaznikuja rodzine funkgji
liniowych).
@ funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢
ta rodzina ma trzy parametry.
Ogdlnie moze by¢ dowolny wielomian n—tego rzedu.
@ funkcja wykfadnicza f(x) = ae(®)
parametry a i b nie wyczerpuja mozliwosci.

. xX—a . :
© wymierna: f(x) = Aib, jest to przypadek ilorazu
X —_—
wielomiandéw pierwszego rzedu.

A
© funkcja Lorentza f(x) = b—(x—ap



Metoda Najmnieszych kwadratéw

Kryteria dopasowania

Kryterium dopasowania jest minimalizacja miary / réznicy
pomiedzy danymi doswiadczalnymi a funkcja opisana wzorem.

Celem jest taki dobdr paramteréw opisujacych funkcje, dla ktérych
miara réznicy pomiedzy danymi doswiadczalnymi a réwnaniem
funkcji jest jak najmnigjsza.

Przyktadem miary najczesciej stosowanej jest suma roznic
kwadratow:

N

I(a,b,c, ) = Z(Yi - a,b,c(x))2 (32)

i=1

Szukamy takich parametréw a, b, ¢ dla ktérych ta zaleznos¢ jest
minimalna.

Uzywa sie tez sumy kwadratéw ale z wagami zaleznymi od
niepewnosci pomiardw.



Metoda Najmnieszych kwadratéw

przyktad, dopasowanie danych do prostej

Szukamy takiego a dla ktérego miara odlegtosci /(a) jest
najmniesza.

N

I(a,b,c, ) = Z(Yi - a,b,c(x))2 (33)

i=1

Dla funkgji liniowej f(x) = ax + b szukamy minimum:

N
I(a) = Z (yi — (ax; + b))? (34)



Metoda Najmnieszych kwadratéw

przykfad, dopasowanie danych do prostej f(x) = ax

szukamy minimum:

N
I(a) = Z (axi)) (35)

Czyli:

d d &

_ N2

dal(a) - da ; (.yl aX’) (36)
d N ) N
4a 2( yi — ax;) :2§(y;—(ax;+b))(—a) =0
czyl_ -

N

N N 2. YiXi
> yixi —a Y, x? = 0 ostatecznie: a = ':,\}
i=1 i=1



Testowanie hipotez

W wyniku obserwacji mamy dane pomiarowe {x,-}lNzl.
Nie znamy rozktadu prawdopodobienstwa a chcemy odpowiedzie¢
na pytanie: czy na podstawie zmierzonych wartosci mozna
powiedzieé, ze

© wartos¢ oczekiwana jest réwna pewnej liczbie a,

© dwa obiekty a i b dla ktérych wykonano pomiary a; i b;
(i=1,---,N) charakteryzuja sie r6znymi wartosciami
oczekiwanymi.

© empiryczny rozktad statystyczny jest zgodny z hipoteza f.



Testowanie hipotez

. .. . N
W wyniku obserwacji mamy dane pomiarowe {x;};_ .
Nie znamy rozktadu prawdopodobienstwa a chcemy odpowiedzie¢
na pytanie: czy na podstawie zmierzonych wartosci mozna
powiedzieé, ze

© wartos¢ oczekiwana jest réwna pewnej liczbie a,

© dwa obiekty a i b dla ktérych wykonano pomiary a; i b;
(i=1,---,N) charakteryzuja sie r6znymi wartosciami
oczekiwanymi.

© empiryczny rozktad statystyczny jest zgodny z hipoteza f.

Zasada weryfikacji hipotezy:
Okreslamy z jaki prawdopodobienstwem moze by¢
zaobserwowany wynik uzyskany w doswiadczeniu,
przy zatozeniu, ze prawdziwa jest hipoteza.



Hipoteza: czy warto$¢ oczekiwana jest réwna a czyli:
Ho : E(X) = a.

A fx)

Jedli prawdopodobienstwo P(X < a) jest mate (mniejsze od «) to
mamy powdd odrzucenia hipotezy.

P(X < a) = / f(x)dx < (37)

Zazwyczaj a = 0,05



Testowe

Jak policzy¢ test z danych doswiadczalnych.

(] -1

% ".' }
a + E(X] +
X, =E(X)-K,o E(X)+K,o

Y

Przedziat ufnosci
P(E(X) — Kpo(X) < X < E(X) + Kpo(X)) =p (38)

czyli: E(X) — Kpo(X) > a

gdzie: p =1 — 2, warto$¢ oczekiwana E(X) i odchylenie
standardowe zastepujemy estymatorami. K, wspétczynnik zalezny
od rozktadu prawdopodobiensta.



Testowe

Test chi-kwadrat hipotezy o rozkfadzie statystycznym.

f . \
flA[H,) flA|H,)

Obszar
odrzucenia

e

PN

Miarg réznicy pomiedzy danymi eksperymentalnymi {x;} a
rozktadem hipotetycznym p; jest:
K K

2 (ni — Nipi)? (fc — pi)?
goy ol 5 Gonl
—~  Npk — Pk
ni—liczba wystapien wynikéw z k—tego przedziatu.
K

_ H Py Z _ Ny Zz
N = kzl ni—ilos$¢ préb. fi = J—zaobserwowana czgstosc.



Dane doswiadczalne: x;, dzielimy na przedziaty:
A p

n, punktéw pomiarowych
w k-tym przedziale

ay a, @y a ag X
plerwszy g .
przedzial k-ty przedzial

W kazdy przedziale powinno by¢ przynajmniej 12 punktéw (aby
rozktad zmiennej ny byt zblizony do normalnego).
pr—prawdopodobienswo tego, ze wynik jest w przedziale k—tym
[ak—1, ak]:

ak

Pk = P(ak_l,X < ak) = / f(X)dX (40)

ak—1,



Testowe

Dziekuje za uwage
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