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Harmonogram ¢éwiczen

zesp 1 2 3 4 5 6 7
1—4 | czas—dl | ohm wah rez X gamma
5—8 | czas—dl | ohm chi? gamma M axwell Broglie
9—12 | czas —dl | ohm | Maxwell Broglie lepkosc | prz — ciepl
13 —16 | czas — dl | ohm | lepkosc | prz — ciepl itd

Ohm—¢w.1, Metody pomiarowe ...

czas-dl — éw.1A - statystyka pomiaréw czasu i dtugosci

ohm — ¢w.1 - weryfikacja prawa Ohma, metoda najmniejszych
kwadratéw x? — éw.7, Statystyczny charakter rozpadu
promieniotwdrczego

lepk— ¢w.19, Laminarny przeptyw cieczy.
odb— ¢éw.30, Badanie odbicia Swiatta od powierzchni dielektryka
rez— Rezonans elektryczny éw25..



Zrédta informagji

www.if.pw.edu.pl\~murba

na mojej stronie mozna znalez¢:

instrukcje pisania sprawozdan, instrukcje do ¢wiczen, regulamin,
skrypt z opracowywania danych doswiadczalnych dla wydz Fizyki.
Jesli nie ma instrukcji na mojej stronie nalezy zapoznac sie z
instrukcja ze strony CLF.

http:\ \clf.if.pw.edu.pl

strona CLF (uzytkownik student, hasto fizyka).
Zamieszczone s3 instrukcje, regulaminy.

Materiat obowiazujacy

To co w instrukgji (mojej i z CLF), wiedza ogdlna z fizyki
(podreczniki), wiedza matematyczna z probabilistyki statystyki.
Nie nalezy traktowac instrukcji jako jedynego zrédta informaciji



CEL ZAJEC, czyli co was czeka

© Fizyka - przypomniec sobie podstawy fizyki z liceum

© Pomiar - zapoznac sie z przyrzadami pomiarowymi

© Statystyczna analiza danych - opracowa¢ statystycznie dane
zebrane samodzielnie

@ Sprawozdanie - napisa¢ raport z wykonanych pomiaréw i
zinterpretowad otrzymane wyniki
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Zazwyczaj Matematycy analizuja cudze dane,
taka okazja samodzielnego zbierania danych moze sie juz nie
zdarzy¢.



stawni matematycy

e Newton zapoczatkowat fizyke jako ,,Matematyczne podstawy
filozofii przyrody - byt profesorem matematyki na
uniwersytecie w Cambridge.

e Gauss analizowat dane dla geodezji, opracowat metode
najmniejszych kwadratéw, statystyke, tw Gaussa i inne
no i ... zyt niezle,

e Riemann, najgenialniejszy matematyk, robit ogélna teorie
pola, zapoczatkowat geometrie rézniczkowa - ale umart za
mtodu na gruzlice lub mukowiscydoze.

@ Penrose - matematyczne podstawy fizyki, jest profesorem
matematyki na uniwersytecie w Cambridge.
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CO TO FIZYKA

Fizyka to: model matematyczny i metoda pomiarowa

skad sie wzieta fizyka?

z ciekawosci — ale na poczatku byta matematyka

W starozytnej Grecji matematyka byta w krélowa nauk, ale byta
matematyka przyrody a nie nauka abstrakgcji.

Dopiero w XIX wieku matematyka oddzielita si¢ od opisywania
przyrody.

Niestety rozwdd matematyki z fizyka jest trwaty

No czasem jaki$ matematyk zdobedzie nagrode Nobla z ekonomii



REGULAMIN

© Warunkiem zaliczenia laboratorium jest zaliczenie
wszystkich 13 éwiczen.

@ Podstawa zaliczania: Ocena z wejsciéwki (pisemnej) i
sprawozdania.

© w planie 15 spotkan: wyktad wstepny, 13 ¢éwiczen i termin do
odrabiana.

@ Protokét — doktadny zapis przebiegu ¢éwiczen, aparatura,
schematy, wyniki pomiaréw, niepewnosci. Kazdy protokét
musi by¢ podpisany przez prowadzacego laboratorium.
Protokét musi mieé pieczatke i pisany musi by¢ dtugopisem,
sprawozdanie nie moze by¢ zaliczone jesli nie ma protokotu.

© Sprawozdanie (jedno na zesp6t) zawiera: opis podstaw
teoretycznych, metode pomiaru wyniki, opracowanie i wnioski.

© Prawo autorskie - sprawozdanie zawiera jedynie wtasng prace.



I. PRZEPISY PORZADKOWE

1. Na ¢éwiczenia nalezy przychodzi¢ punktualnie.

2. Odziez wierzchnia nalezy zostawiaé w szatni.

3. Palenie tytoniu, spozywanie positkéw i uzywanie telefonéw
komérkowych w laboratorium jest zabronione.

4. Studenci obowigzani s3 do przebywania w czasie pracy w
laboratorium wytacznie przy swoim stanowisku pomiarowym.
5. Nie wolno zamyka¢ obwodéw elektrycznych przed sprawdzeniem
ich przez prowadzacego ¢wiczenia.

6. Nie wolno modyfikowaé uktadéw pomiarowych.

7. Po zakorficzeniu pomiaréw nalezy:

a) zgtosi¢ prowadzacemu zakonczenie pracy,

b) wytaczy¢ zasilanie urzadzen pomiarowych,

c) uporzadkowa¢ stanowisko pracy.



I. PRZEPISY PORZADKOWE, cd.

8. Przyrzady odbiera sie od studentéw na 15 min. przed
zakonczeniem éwiczen. W przypadku wczesniejszego wykonania
pomiaréw studenci opracowuja sprawozdanie.

9. Komputery stuzg wytacznie w celu wykonania éwiczenia.
Wszelkie inne dziatania (uzycie wtasnych nosnikéw pamieci,
uzywanie innych programéw niz wskazany) skutkuja
natychmiastowym usunieciem zespotu z zajeé.

10. Studenci wykonujacy ¢wiczenia, w ktérych stosowane s3 zrédta
promieniowania, zobowiagzani sa do zapoznania sie z odpowiednimi
przepisami wywieszonymi w sali B.

Asystent prowadzacy ¢éwiczenia jadrowe pobiera preparaty do
¢wiczen przed zajeciami, a po skonczeniu zaje¢ zdaje pobrane
zrédta.

11. W przypadkach szczegdlnych nie ujetych w regulaminie decyzje
podejmuje prowadzacy zajecia w porozumieniu z kierownikiem
laboratorium.



Il. ORGANIZACJA PRACY W LABORATORIUM

1. Cwiczenia wykonywane sa w zespofach trzyosobowych.

2. Na drugie zajecia studenci obowigzani s3 dostarczy¢ teczki (1
na zespdt). Teczka powinna by¢ opisana zgodnie ze wzorem
podanym w gablocie.

3. Kazdy zesp6t wykonuje protokét i sprawozdanie.

4. Przed ¢wiczeniem kazdy student powinien przygotowaé protokédt
wedtug wzoru podanego w gablocie.

5. Protokét musi by¢ wykonany na papierze podaniowym (arkusz
kancelaryjny) w kratke (format A4x2 ). Tabelka informacyjna na
pierwszej stronie protokétu musi by¢ wypetniona w catosci i po
zakonczeniu ¢éwiczenia protokét na kazdej stronie musi byé
opatrzony podpisem prowadzacego ¢wiczenia lub kierujacego
przedmiotem.



Il. ORGANIZACJA PRACY W LABORATORIUM, cd. 6.
Wyniki pomiaréw nalezy wpisywac do protokétu w formie tabel,
ktére powinny by¢ zaprojektowane przed przystapieniem do
¢wiczenia z zaznaczeniem jednostek, w jakich wyrazane s3
poszczegdlne wielkosci.

Protokdét musi byé czytelny, a wyniki pomiaréw wpisane
atramentem lub dtugopisem.

7. Protokét sprawdza i podpisuje prowadzacy ¢éwiczenie.
Protokét bez podpisu prowadzacego jest niewazny.

Na podstawie wynikéw zawartych w protokédle kazdy student
sporzadza sprawozdanie.

8. Przy wykonywaniu pomiaréw nalezy przestrzega¢ polecen
zawartych w instrukcji do ¢wiczenia. W razie watpliwosci nalezy
zwréci¢ sie o pomoc do prowadzacego ¢éwiczenie.



Il. ORGANIZACJA PRACY W LABORATORIUM, cd 9.
Protokoty wraz z dotaczonymi do nich sprawozdaniami sg zbierane
na nastepnych zajeciach przez opiekuna grupy z jednoczesnym
odnotowaniem tego faktu na liscie.

Nie oddanie sprawozdania w przewidzianym terminie powoduje
obnizenie koncowej oceny z ¢éwiczenia.

10. Na sprawozdaniu prowadzacy ¢wiczenie zaznacza dostrzezone
btedy, niedociagniecia oraz braki i wpisuje wystawiona ocene lub
oddaje sprawozdanie do poprawy.

11. Sprawdzone sprawozdania wraz z protokotami przechowywane
sg w teczkach. Do uzyskania zaliczenia ¢wiczen wymagany jest
komplet sprawdzonych sprawozdan. Brak protokétu lub
sprawozdania jest powodem nie zaliczenia danego ¢wiczenia.



I1l. ZASADY ZALICZEN

1. Na ocene koncowa z ¢éwiczenia sktada sie ocena z kolokwium
wstepnego, pisemnego (,wejscidwka”) i ocena ze sprawozdania.
2. Do zaliczenia ¢wiczen laboratoryjnych wymagane jest uzyskanie
pozytywnych ocen z wszystkich wykonanych ¢wiczen.

3. W czasie zaje¢ w laboratorium student zdaje kolokwium
pisemne, ktérego materiat obejmuje:

* ogblne wiadomosci z dziatu ktérego dotyczy dane éwiczenie.

* wiadomosci szczegdtowe na temat badanego zjawiska.

* znajomos$¢ metody pomiarowej stosowanej w danym éwiczeniu.
Ocena niedostateczna z kolokwium wstepnego moze by¢
poprawiona na najblizszych zajeciach.



I1l. ZASADY ZALICZEN - sprawozdanie

4. Sprawozdanie z ¢wiczenia powinno zawieraé:

* krétka czesé teoretyczng: cel éwiczenia, istota badanego
zjawiska, podstawowe definicje i wzory,

* metoda wykonywania pomiaréw,schematy ukfadéw pomiarowych,
* tablice z wynikami pomiaréw,

* wykresy na papierze milimetrowym lub logarytmicznym

* analize danych, obliczenia wyznaczanych wielkosci i niepewnosci
pomiarowych,

* fizyczna interpretacje wynikéw i wnioski wtasne obejmujace:
zgodnosci z teoria, gtéwnych zrédet btedéw, metody poprawienia
pomiaréw, poréwnanie z danymi literaturowymi.

5. Prawo autorskie (Copyright) zabrania umieszcza¢ w
sprawozdaniach przekopiowanych:

oryginalnych czesci tekstu, wzoréw lub rysunkéw

z instrukgji, ksiazek czy internetowych Zrédet.

Wozory, rysunki, tekst i schematy muszg wykonane samodzielnie.



I1l. ZASADY ZALICZEN - ¢éwiczenia niezaliczone

4. Jedno niezaliczone ¢éwiczenie moze by¢ poprawione w terminie
dodatkowym, ustalonym przez opiekuna grupy.

5. Prowadzacy ¢wiczenie ma prawo nie dopuscié studenta do
wykonywania pomiaréw, jezeli stopien przygotowania uniemozliwia
wykonanie przez niego pomiaréw poprawnie i ze zrozumieniem. W
tym przypadku student moze uzupetnié swoje przygotowanie w
czasie zaje¢, majac jednak mniej czasu na wykonanie pomiaréw.
6. Niewykonanie pomiaréw w czasie zaje¢ powoduje nie zaliczenie
¢wiczenia.



I1l. ZASADY ZALICZEN - nieobecnosci

7. Nieobecnos$¢ na zajeciach:

* nieobecnos¢ nieusprawiedliwiona na zajeciach laboratoryjnych
powoduje, ze éwiczenie bedzie niezaliczone,

* jedno ¢wiczenie zalegte z powodu nieobecnos$ci usprawiedliwionej
moze by¢ wykonane w terminie dodatkowym, wyznaczonym przez
opiekuna grupy,

* dwa lub wiecej ¢wiczenia zalegte z powodu nieobecnosci
usprawiedliwionej moga by¢ odrobione, ale wymaga to odrebne;j
decyzji kierownika laboratorium.



Regulamin BHP

Wykonywanie ¢wiczen w laboratorium fizyki wigze sie z
koniecznoscia pracy z urzadzeniami elektrycznymi, laserami oraz
stycznoscig z promieniowaniem jonizujacym oraz mikrofalami.
Pomimo, ze stosowana aparatura posiada zabezpieczenia fabryczne
a obstuga laboratorium dodatkowo instaluje konieczne blokady i
ostony zabezpieczajace, to wykonywanie ¢wiczen wymaga od
studentéw zachowania niezbednej ostroznosci. Ze wzgledu na
stosowanie bardzo wielu urzadzen i przyrzadéw oraz czesta ich
wymiane, w przypadkach budzacych watpliwosé nalezy zwracaé sie
do prowadzacego ¢wiczenie.



Praca z urzadzeniami elektrycznymi

Podczas przeptywu pradu przez ciato cztowieka nastepuja zmiany
wskutek wydzielania znacznych ilosci ciepta, zjawisk elektrolizy i
podraznienia uktadu nerwowego.

Przecietna opornoé¢ ciata ludzkiego wynosi okoto 1M € = 10%0),
ale wskutek réznych czynnikéw zewnetrznych moze obnizy¢ sie do
1k = 10001).

Poniewaz natezenie pradu przemiennego wynoszace 24 mA nie
wywotuje powazniejszych nastepstw, przyjeto na tej podstawie
napiecie 24 V uznawad jako bezpieczne. Wiekszos$¢ przyrzadéw i
miernikdw uzywanych w pracowni zasilana jest napieciem
zmiennym 220 V.

Uktady zasilane z baterii nie s niebezpieczne, ale prad baterii
moze zniszczy¢ przyrzady. Ukfady zasilane bateryjnie moze
wiaczy¢ tylko prowadzacy.



Pracujac z urzadzeniami elektrycznymi nalezy przestrzegaé
nastepujacych zasad bezpieczenstwa:

* wiaczaé uktad (np. do sieci, generatora, baterii) mozna tylko po
sprawdzeniu go przez prowadzacego zajecia i w jego obecnosci,

* nie wolno dokonywaé samowolnie zmian w obwodach
elektrycznych,

* wszelkie zmiany w obwodach elektrycznych nalezy dokonywaé po
uprzednim wytaczeniu zrédet napiecia,

* nalezy pamietaé by w momencie wtaczenia mierniki byty
ustawione na zakres najwiekszy a zasilacze na minimalny,

* przed witaczeniem napiecia suwaki opornic powinny by¢é w pozycji
Srodkowe;j,

* niedopuszczalne jest wycigganie przewodéw z kontaktu w inny
sposéb jak trzymajac za wtyczke,



W razie nagtego wytaczenia napiecia z sieci nalezy wytaczyé
wszystkie urzadzenia elektryczne i wtaczy¢ w odpowiedniej
kolejnosci, dopiero po pojawieniu sie napiecia, w razie
zaobserwowania nieprawidtowosci w dziataniu uktadu nalezy go
bezzwtocznie odtaczy¢ od Zrédta napiecia.



Praca z laserami

Uzywane w pracowni lasery wysytaja promieniowanie w zakresie
promieniowania widzialnego i z tych wzgledéw zakres zagrozenia
jest poréwnywalny do napromieniowania $wiattem (biatym). Lasery
uzywane w pracowni posiadajg moc kilku mW.

Oddziatywanie wysytanego przez nie promieniowania na skoére
mozna uzna¢ za nieszkodliwe. Oddziatywanie $wiatta laserowego
na oczy jest szkodliwe i postugujac sie laserem nalezy przestrzegaé
nastepujacych zalecen:

* nie wolno dopusci¢ do bezposredniego dziatania wiazki Swiatta
laserowego na gatke oczng,

* nie wolno postugiwaé sie w sposéb nie kontrolowany
przedmiotami odbijajagcymi promieniowanie (lustra), ktére moga
skierowaé promieniowanie laserowe w oczy osoby postronnej.



Prace ze Zr6dtem mikrofal

Mikrofale (fale elektromagnetyczne o dtugosciach lezacych w
zakresie od 30 cm do 0,1 cm ) w oddziatywaniu na organizm ludzki
wywierajg skutek cieplny. Przegrzewaja i niszcza komérki zaréwno
na powierzchni jak i w gtebokich partiach ciata. Przy pracy ze
zrédtem mikrofal nalezy przestrzegal nastepujacych zalecen:

* nie wolno zbliza¢ si¢ do nadajnika ( anteny nadawczej) na
odlegto$é mniejsza niz 20 cm,

* zbliza¢ gtowy (oczu) do obszaru skolimowanej wigzki mikrofal,

* nie nalezy bez potrzeby przebywaé w strefie promieniowania
anteny nadawcze;j.



Praca ze Zzrédtami promieniowania jonizujgcego
Promieniowanie jadrowe, a takze promieniowanie rentgenowskie
wywiera ujemny wptyw na organizm ludzki poprzez jonizacje
czasteczek, z ktérych sktadajg sie podstawowe jednostki organizmu
- komérki. Jonizacja pociaga za soba dalsze procesy
fizyko-chemiczne prowadzace do zaburzen syntezy biatek i
przemiany weglowodorowej. Wrazliwo$¢ komérek jest wprost
proporcjonalna do szybkosci ich rozmnazania i odwrotnie
proporcjonalna do stopnia zréznicowania. Z tego powodu,
najbardziej wrazliwe s3 gonady i szpik kostny a najmniej wrazliwe
s rece, przedramiona i stopy. Z powyzszego wynika, ze o stopniu
szkodliwosci biologicznej promieniowania decyduje jego zdolnos$¢ do
jonizacji. Dla celéw ochrony radiologicznej wprowadzono pojecie
wspoétczynnika skutecznosci biologicznej (WSB). Dla
promieniowania rentgenowskiego, gamma i beta WSB = 1, dla
czastek alfa, protondéw i neutronéw WSB = 10. W laboratorium
studenci pracujg ze zrédtami zamknietymi, ktérych moc dawki nie
stwarza zagrozen biologicznych.



Ze wzgledu na fakt, ze dawka pochfonieta przez organizm
kumuluje sie konieczne jest zachowanie niezbednej
ostroznosci:

* Ochrona przez odlegtosc jest podstawowa zasada ochrony
radiologicznej. Wynika z faktu, ze moc dawki promieniowania jest
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci od zrédta.
Dlatego nawet w przypadku korzystania ze stabych zZrédet
izotopowych nie nalezy ich bra¢ do reki. W celu przeprowadzanie
Jjakichkolwiek manipulacji ze zrédtami promieniotwdrczymi nalezy
postugiwac sie manipulatorami, pesetg lub szczypcami. W czasie
wykonywania éwiczenia zrédta promieniowania nalezy umieszczac
na stole laboratoryjnym w mozliwie duzej odlegtosci.



* Ochrona przez osfony.

Umieszczajac miedzy zrodtem a eksperymentatorem odpowiednio
gruba ostone mozemy niemal w dowolnym stopniu zmniegjszy¢
poziom promieniowania.

Najtatwiej ostoni¢ sie przed promieniowaniem alfa dla ktérego
kartka papieru lub kilkunastocentymetrowa warstwa powietrza
catkowicie pochtaniaja to promieniowanie.

W celu ostabienia promieniowania beta stosuje sie ostony z
materiatow o maftej liczbie atomowej, Z np. ze szkta organicznego i
aluminium.

Promieniowanie gamma jak réwniez rentgenowskie jest najbardziej
przenikliwe. Poniewaz wspdtczynnik ostabienia promieniowania jest
tym wiekszy im wieksza jest liczba porzadkowa, ostony przed tym
promieniowaniem wykonuje sie gtéwnie z otowiu.



BN
SPRAWOZDANIE

Nie przepisywa¢ instrukgji i nie kopiowa¢ rysunkéw (prawo
autorskie).

Podac¢ uzasadnienie wyliczen. (nie moze by¢ ,gotego” wyniku
liczbowego.

Sprawozdanie skfada sie z:

@ Wstep: opis zjawiska, teoria , wyprowadzenie wzoréw
uzywanych w opracowaniu. Metoda obserwacji zjawiska.
Mozliwie krétkie.

Uktad pomiarowy, zasady pomiaru, opis przyrzadéw
Wyniki pomiaréw, tabele, wykresy.
opracowanie danych, statystyki, obliczenia, analiza
niepewnosci.
Whioski:
e czy zgodno$¢ z teoria?
Gtéwne zrédfa btedéw, co najwieksze?
Jak zmniejszy¢ niepewnos¢.
poréwnaé z wynikami pomiaréw z literatury, tablic,<internetu.



System pomiarowy

Sygnat pomiarowy

komputer

System
pomiarowy

Wplyw przyrzadéw
na obiekt

Sterowanie

zenia, zaklocenia W

Oddziatywania na obiekt i uktad pomiarowy



Rodzaje pomiaréw, dwa typy pomiardw:

© pomiar bezposredni,
warto$¢ mierzonej wielkosci pokazuje przyrzad, przyktady
masa (ciezar) mierzona waga szalkowa, dtugo$¢ mierzona
linijka, czas mierzony zegarkiem, napiecie mierzone
woltomierzem

© pomiar posredni:

B wyznaczenia wartosci mierzonej wielkoSci poprzez wyliczenie ze
wzoru opisujacego zjawisko:

z = f(z,y) (1)

gdzie: x i y wielkosci mierzone bezposrednio. np: R =U/I,
gdzie: U—-napiecie zmierzone woltomierzem,
I—natezenie pradu mierzone amperomierzem.

B metoda najmniejszych kwadratéw, metoda statystyczna analizy
zaleznosci zmierzonych empirycznie.



Btad i niepewnosé

Btad réznica pomiedzy wartosciag zmierzona a poprawng
(,,prawdziwg"):

xo — warto$¢ poprawna (,,prawdziwa”)

Z warto$¢ zmierzona (odczytana z przyrzadu)

Az — btad.
T=x0+Ax (2)



Btad i niepewnosé

Btad réznica pomiedzy wartosciag zmierzona a poprawng
(,,prawdziwg"):
xo — warto$¢ poprawna (,,prawdziwa”)
Z warto$¢ zmierzona (odczytana z przyrzadu)
Az — bfad.
T =x0+ Az (2)

ALE
Nie znamy ani wartos$ci prawdziwej ani btedu,
mamy tylko odczyt z przyrzadu.



Btad i niepewnosé

Btad réznica pomiedzy wartosciag zmierzona a poprawng
(,,prawdziwg"):
xo — warto$¢ poprawna (,,prawdziwa”)
Z warto$¢ zmierzona (odczytana z przyrzadu)
Az — bfad.
T =x0+ Az (2)

ALE
Nie znamy ani wartos$ci prawdziwej ani btedu,
mamy tylko odczyt z przyrzadu.

Mozemy tylko oszacowa¢ btedy, takie oszacowane nazywamy:

NIEPEWNOSCIA



Zrédta btedéw

Zrédtem bledéw sa:
© Model obiektu, zatozenia dotyczace jezyka opisu obiektéw.

© Doprowadzenie wielkosci mierzonej do przyrzadu, zaktécenia
sygnatéw.

© Whptyw przyrzadu na obiekt mierzony.

@ Wzorce — odniesienia, wzgledem ktérych mierzone s3 wartosci
wielkosci
Wzorcowanie — przenoszenie wartosci wzorcowej na przyrzad.

© Dziatanie przyrzadu pomiarowego, histereza, nieliniowosci,
btad przetwarzania.

© Btedy odczytu.

@ Btedy interpretacji



Metody szacowania niepewnosci — publikacje i organizacje

Metody szacowania niepewnosci ujete sg zasadami 1ISO
(International Organization for Standardization www.iso.org).
Podstawowy dokument

GUIDE TO THE EXPRESSION OF UNCERTAINTY IN
MEASUREMENT, ISO/GIMP

w skrécie ,,Przewodnik”

BIMP — Bureau International des Poids et Mesures
Dokument ten zostat ratyfikowany przez

Gtéwny Urzad Miar Rzeczpospolitej Polskiej



Fizyczna klasyfikacja btedéw - model ,stary”

Zatozenia modelu:

@ istnieje warto$¢ ,prawdziwa” zy (nazywana w metrologii
poprawna)
© wynik pomiaru X rézni sie wartosci prawdziwej o wartosc
btedu Az:
T=x0+ Ax (3)
© bfedy s3 addytywne - btad jest suma sktadnikéw opisujacych
rézne zrédta btedéw

@ dwa typy btedéw: przypadkowe i systematyczne
Az = Az + Ax, (4)

Axs—sktadowa systematyczna btedu,

© Aux,— sktadowa przypadkowa btedu,
zaktadamy, ze Az, jest zmienna losowa.



Btad systematyczny, btad graniczny

Zatézmy, ze pomiar jest jednokrotny lub tez sktadowa przypadkowa
jest bardzo mata.

T =x9+ Az (5)

jesli Az € [—AZmaz, ATmaz]
to: zp € [T — AZpmaz, T + AZipag| cO zapiszemy:

0 = T+ Apaz® (6)
inaczej: wynik pomiary reprezentowany jest przedziatem:

[Z — AZmaz, T+ AZmaz] (7)



Jesli wielko$¢ mierzona jest suma dwéch wielkosci:
z = x + y to wynik reprezentowany jest przedziatem:

[{Z’ - Axma;ra T+ Axma:v] + [g - Ayma;ra g + Aymax] = (8)
- [fi + 37 - (Axmaz + Aymam)v T+ Zj + Awma:ﬁ + Aymaz] (9)
gdzie Az i Ay sa btedami granicznymi wielkoéci z iy, a Z i 7,
wynikami pomiardéw, tak wiec:
AZmar = ATmaz + AYmas Oraz: (10)
Z=T+Y (11)

wzlr powyzszy opisuje propagacje btedu granicznego.

ALE
wPrzewodnik” (GUM) zaleca, aby w kazdy przypadku stosowac
model probabilistyczny.



Metody wyznaczania niepewnosci — dwa algorytmy

GUM wyréznia dwie metody wyznaczania niepewnosci:
A. metoda A oparta o metody statystyczne serii danych czyli
korzystajac z rozktady textita-posteriori
B. metoda B wykorzystujaca inne niz statystyczne metody w celu
wyznaczenia rozktadu a-priori.
Metoda statystyczna polega na analizie statystycznej serii
pomiaréw
Metoda niestatystyczna — polega na ustalenie rozkfadu
prawdopodobienstwa a-priori opisujace mozliwe rodzaje btedéw na
podstawie:
analiza systemu pomiarowego i oceny sktadowych systematycznych
(nielosowych) i przypadkowych wynikajacych z:
budowy przyrzadu, doktadnosci wzorcowania, oddziatywan
srodowiska (zakftécen), doprowadzenia mierzonej wielkosci do
przyrzadu, wptywu przyrzadu na obiekt, modelu obiektu
mierzonego.



Metoda statystyczna oceny niepewnosci

{xz}f\il seria N danych pomiarowych wykonanych jednym
przyrzadem w warunkach powtarzalno$ci dla tego samego obiektu.
Estymator wartosci zmierzonej — Srednia z préby:

1 N
1=

Niepewnos$¢ standardowa = estymator odchylenia standardowego
wartosci Sredniej:

u(@) = s(z) = 5 ({2t (13)



Estymacja niepewnosci

s estymator odchylenia standardowego:

N
s(@) = s ({e)lY,) = J > @ (1)

=1

Odchylenie standardowe $redniej:

s(z) = s(x) (15)

b
VN

Niepewno$¢ standardowa u(x):

u(w) = s(2) = s ({2}, ) = J ey - e (s)



Niestatystyczne metody szacowania niepewnosci

Btad systematyczny — nie zmienia sie przy kolejnych pomiarach.
Nie znamy btedu i szacujemy niepewnos$é na podstawie analizy
dziatania przyrzadu i metod pomiarowych.

Zazwyczaj przyjmujemy, ze niepewnoscia jest bfad graniczny —
maksymalna warto$¢ btedu jaka wynika z analizy przyrzadu
(oznaczamy A,q,2 lub w skrécie Az).

Przedziat [ — Apaa®, T + Az interpretujemy jako przedziat,
w ktérym na pewno znajduje sie warto$¢ prawdziwa (poprawna).



Niestatystyczne metody szacowania niepewnosci

Btad systematyczny — nie zmienia sie przy kolejnych pomiarach.
Nie znamy btedu i szacujemy niepewnos$é na podstawie analizy
dziatania przyrzadu i metod pomiarowych.

Zazwyczaj przyjmujemy, ze niepewnoscia jest bfad graniczny —
maksymalna warto$¢ btedu jaka wynika z analizy przyrzadu
(oznaczamy A,q,2 lub w skrécie Az).

Przedziat [ — Apaa®, T + Az interpretujemy jako przedziat,
w ktérym na pewno znajduje sie warto$¢ prawdziwa (poprawna).

zazwyczaj bedziemy pomija¢ oznaczenie max i przedziat bedziemy
oznaczaé:[T — Ax, T + Ax]. Jezeli szukana wielko$¢ x:

T0 €T — Az, T+ Azx] & 20 =T+ Ax (17)

gdzie £— warto$¢ zmierzona.

Przyktad mierzymy dtugosé¢ miarka z podziatka milimetrows,
zazwyczaj przyjmujemy niepewno$¢ 1mm.



niepewno$¢ ztozona (catkowita)

Btad catkowity jest sumg sktadowych:
Ax = Az g+ Azp (18)
catkowite odchylenie standardowe:
0?(Az) = 0*(Azs) + 0*(Azp) (19)

odchylenie standardowe sktadowej typu B

Jesli btad maksymalny wynosi Az, to przy zatozeniu, ze sktadowa
ta ma rozktfad jednostajny:

Az,
V3

O'(AQZB) = (20)

niepewnos$¢ ztozona (catkowita)




Niepewno$¢ rozszerzona ztozona

Niepewno$¢ ztozona (catkowita) rozszerzona dla
prawdopodobienstwa p:

=K, \/ z)) Aw) (22)
gdzie Ky g5 = 2.0, (p =0, 95).
Ax sktadowa systematyczna (aparaturowa) niepewnosci przyrzadu.

s(Z) — estymator odchylenia standardowego wartosci $redniej z
danych pomiarowych.



Rozpoznania statystyczne, test hipotez

Stephen T. Ziliak ai
Deirdre



Waga - komparator ciezaru i sprawiedliwosci




Sprawiedliwo$¢ -czy Slepa Temida?

Sprawiedliwo$¢ - Poczucie stusznosci.
Jesdli zatozymy, ze:
@ procesy spoteczne s3 opisywalne procesem stochastycznym

@ poczucie sprawiedliwosci (poczucie stusznosci) mozna opisaé
warto$cig oczekiwang procesu stochastycznego

to



Sprawiedliwo$¢ -czy Slepa Temida?

Sprawiedliwo$¢ - Poczucie stusznosci.
Jesdli zatozymy, ze:

© procesy spoteczne s3 opisywalne procesem stochastycznym

@ poczucie sprawiedliwosci (poczucie stusznosci) mozna opisaé
warto$cig oczekiwang procesu stochastycznego

to spoteczny proces sprawiedliwy musi by¢ martyngatem
Definicja: martyngat proces stochastyczny (ciag zmiennych
losowych), w ktérym warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej w
momencie t, gdy znamy wartosci do jakiego$ wczesniejszego
momentu s, jest rbwna warto$ci w momencie s.

Czyli ciag Y,, jest martyngatem w stosunku do ciagu X, jesli dla
wszystkich n spetnia warunki:

E|Y,| < 0o oraz E(Yi1 | X1,...,Xn) = Y, (23)



Sprawiedliwos¢ - problemy

@ Czy zmienna losowa opisujaca proces spoteczny moze by¢
addytywna, czyli czy warto$¢ oczekiwana jest statystyka
adekwatna?

© Czy miara addytywnos¢ miary probabilistycznej odzwierciedla
wartosciowanie ludzi?
propozycja:

© Nie ma addytywnosci, potrzebne s3 statystyki pozycyjne,
zamiast $redniej mediana (Srodek jest rozumiany intuicyjnie)

@ reguta wyboru lepszego zazwyczaj opiera sie na normie max,
czyli miarach maksytwnych

Miara II jest maksytywna jesli
II(AU B) = max(II(A), II(B)) (24)

zamiast probabilistyki niezbedne sg zbiory rozmyte.



Cwiczenie 1A - testowanie hipotez i analiza niepewnosci

Przebieg ¢wiczenia:
© pomiar czasu spadania zakretki (100 pomiaréw)
© pomiar wtasciwosci refleksu
© pomiar Srednicy preta lub dtugosci przedmiotu suwmiarka (30
pomiaréw) i mikrometrem (100 pomiaréw).
obliczenia:
© Ssrednia i estymator odchylenia standardowego
© przedziat ufnosci
© niepewnosd
@ pordéwnanie czasu lotu z teorig

© test hipotezy dotyczacy rozktadu

e normalny
e Weibulla
e jednostajny



Weryfikacja hipotez statystycznych

Hipoteza — model teoretyczny zjawiska,
Weryfikacja hipotezy — badanie zgodnosci modelu zjawiska z
danymi empirycznymi.

Metoda statystyczna weryfikacji hipotezy

Hipoteza: H i P(A|H\)—prawdopodobiernistwo tego, ze uzyskamy
wynik obserwacji A jesli prawdziwa jest hipoteza Hy.
Kryterium odrzucenia hipotezy P(A|Hy) jest zbyt mate.
Typowe hipotezy Hy:
© wartos¢ oczekiwana jest réwna pewnej liczbie a,
© dwa obiekty a i b dla ktérych wykonano pomiary {ai}f\fl i
{bj}?/:bl charakteryzuja sie réznymi wartosciami oczekiwanymi.
© empiryczny rozktad statystyczny jest zgodny z hipoteza f.
Konstrukcja testu hipotezy:
Zaktadamy hipoteze, ustalamy wielkos$ci obserwowalne
(statystyke), wyliczamy P(A|H)



Hipoteza: czy warto$¢ oczekiwana jest réwna a czyli:
Hy : E(X) = a. Wynik obserwacji: dane pomiarowe {x;}1* .

A fix) .
X

P(X <a)

Jedli prawdopodobienstwo P(X < a) jest mate (mniejsze od «) to
mamy powdd odrzucenia hipotezy.

P(X <a)= / f(z)dr < a (25)

Zazwyczaj o« = 0,05



Moc testu, btad drugiego rodzaju

a = P(A|Hy) - poziom istotnosci testu: prawdopodobienstwo
odrzucenia hipotezy gdy Hy prawdziwa H jesli jest prawdziwa

& f
[(AlHy)

B =1— P(A|H;) - moc testu: prawdopodobienstwo nieodrzucenia
hipotezy zerowej gdy jest fatszywa (gdy prawdziwa jest
alternatywna).



Jak policzy¢ test z danych doswiadczalnych.
A p

o=

o=

- K i
at gy A y
x,=E(X)-K,o E(X)+K,o

Y

Przedziat ufnosci

P(E(X)—-Kpo(X) <X <E(X)+ Kyo(X))=p (26)
jesli wynik pomiaru a - E(X) — K,0(X) > a to hipoteze E(X)
odrzucamy.
gdzie: p = 1 — a, warto$¢ oczekiwana E(X) i odchylenie

standardowe zastepujemy estymatorami. K, wspétczynnik zalezny
od rozktadu prawdopodobienstwa.



test chi-kwadrat

Test chi-kwadrat hipotezy o rozktadzie statystycznym.
Miarg réznicy pomiedzy danymi eksperymentalnymi {z;} a
rozktadem hipotetycznym p; jest:

K K
Xzzzw Ny e 2 fk—Pk (27)
k=1

k=1
ng—liczba wystapien wynikéw z k—tego przedziatu.
K
N = kzl nj—ilos¢ préb. fj, = r—zaobserwowana czestosc.
UWAGA
Jesdli ng > 10 to mozna zatozyé, ze ny ma rozktad normalny i
wtedy x? ma rozktad x2.



p-value:

(28)




Dane do$wiadczalne: z; Y, = (z1,...,7y), porzadkujemy i
dzielimy na przedziaty o podobnej liczebnosci (niekoniecznie takiej
samej szerokosci):

W kazdy przedziale powinno by¢ przynajmniej 10 punktéw (aby
rozktad zmiennej ny byt zblizony do normalnego).

ng ma rozktad dwumianowy.

granice przedziatéw oznaczmy ay, czyli k—ty przedziaty ma postac:
[ak,l, ak].

W k—tym przedziale jest nj danych.

Do statystyki chi—kwadrat musimy wstawié liczbe nj punktéw
pomiarowych w przedziale k—tym, oraz prawdopodobieistwo pj
znalezienia wyniku w tym przedziale policzone dla rozkfadu
prawdopodobienstwa hipotetycznego f.



n, punktéw pomiarowych
w k-tym przedziale

o a; k-1 3 ay X
pierwszy : .
przedziat kety przedaiat

pr—prawdopodobienstwo tego, ze wynik jest w przedziale k—tym
[ak—1, ax]:

e = Plag_1 < X < az) / F(@)dz = Flay)— Flag_1) (29)

ak—1,

F' dystrybuanta dana w tablicach lub programach komputerowych



Wyznaczenie parametréw rozktadu

© rozkiad jednostajny - krance ap i as: dystrybuanta:

T—aq

P@={ L, o

0 gdy T <ajix>ao

@ rozkfad normalny - warto$¢ oczekiwana m i odchylenie
standardowego o

(z —m)?

f(z) = Cexp———r

© rozkfad Weibulla dwa parametry A i k:

Flz)=1—e G (32)



Estymatory parametréw

Dane pomiarowe x1, ..., xy, estymatory maja postaé

© krance rozktadu - min(zy,...,zy) | max(zy,...,xN)

N
© wartos¢ oczekiwana - m = % > &y, odchylenie standardowe:
n=1

1 N

2 2
s°(x) = — Ty —M
© parametry rozktadu Weibulla - estymacja parametréw
dystrybuanty

Estymator dystrybuanty F'(z) ma posta¢:

~ f(zi < x)
F(z) = 20 =2)
(@) = BB (33)
gdzie f(z; < x) liczna wynikéw pomiaréw z; (dla i=1,...,N)

ktére s3 mniejsze od .



Weibulla. Rozkfad Weibulla opisany jest dystrybuanta:
Fl)=1-e¢ & (34)

gdzie A i k s3 parametrami rozktadu. W celu wyznaczenia
parametréw rozktadu Weibulla nalezy wykresli¢ empiryczna
dystrybuante w nastepujacym uktadzie wspoétrzednych: na osi
pionowe;j

y=1In(—In(1 — F(x))), a na osi poziomej z = Inz. Zalezno$¢
(34) w nowych wspétrzednych .y w funkgji z” ma postaé funkcji
liniowej: y = kz — kln A. Jedli ta funkcje zapiszemy jako

y = az + b, to wspoétczynniki sg rbwne a = ki b= —kln \.
Wykonaé nalezy taki wykres dla empirycznej dystrybuanty I wg.
wzoru na dystrybuante empiryczng i metoda najmniejszych
kwadratéw wyznaczy¢ nachylenie a i wspétczynnik staty b.
Parametry rozktadu wyliczamy jako:

k=ai )= e‘g.



wyznaczenie parametréw rozktadu jednostajnego

Wykreslamy dystrybuante i metoda najmniejszych kwadratéw
ustalamy parametry a i b réwnania liniowego:

F=ax+b (35)

s 1 sy ap
gdzie: a = oy | b= T

08

Rysunek: Dystrybuanta empiryczna pomiaru czasu



Cwiczenie 1-Metody pomiarowe i opracowywanie danych
doswiadczalnych.

Cwiczenie ma nastepujace czedci:

@ Pomiar rezystancji i sprawdzanie prawa Ohma, metoda
najmniejszych kwadratow.

© Pomiar $rednicy preta. Wyznaczanie niepewnosci catkowite;j.
Histogram.

© Pomiar czasu spadania matego ciata i badanie rozktadu (test
hipotezy i matoda chikwadrat)
Wykona¢ N = 30 pomiaréw $rednicy preta w réznych
miejscach.



Histogram

Wykonujemy eksperyment N razy

Histogram - rozktad czestosci wystepowania zjawiska:
jest to wykres: n(zy)

HISTOGRAKM

20

M | [ | I
T T
290.4 299.6 290 8 300 3002
Y

MICHELSO.DAT

Prawdopodobienstwo empiryczne:

o (w1 =

it
O)
€



Prawo Ohma: liniowy zwigzek I = i

napiecie elektryczne U — bodziec wymuszajacy przeptyw pradu I.
Natezenie pradu elektrycznego— przeptyw wymuszony napieciem
elektrycznym.

Nalezy szukaé ogblnej postaci réwnania I = aU + I

lub

U=al+U



Fizyka prawa Ohma

tadunki poruszaja sie w osrodku lepkim — lepko$¢ — zderzenia z
siecig krystaliczna. Sity dziatajace na tadunek:

ﬁ = ﬁpole + ﬁzdev'zenia = QE =+ 717 }/ v

qE
4_60—-~
Wypadkowa sita réwna jest zeru: o o < >

qE+75:O
v:gE’:,uE
Y

gdzie p - ruchliwosé. Predkos$¢ jest proporcjonalna do natezenia
pola elektrycznego - jest to liniowo$¢ wynikajaca ze zderzen z siecig
krystaliczng.

Zderzenia z siecia - energia kinetyczna

fadunkéw zamienia sie w ciepto.



Prad elektryczny - ruch tadunkéw

dq
tezeni du: [ = —
natezenie pradu T

dg = enAdl = enAvdt
prad I = enAvdt o ‘f_{

gestos¢ pradu

j= % = env = enpuE m‘. A Powierzchnia
zapisujemy to jako:

poniewaz I = Aj = AcF a

j=ok (37) FE = % to:
gdzie o = enp - przewodnosé . Ao 28
wtasciwa. Napiecie: U = — T (38)
el U = Fi _ Eql — El jest to prawo Ohma, gdzie
g ¢ g 1_ 4z
R 1

B
ogélnie Uy g = [ Edl
A



Schemat woltomierza
Jesdli amperomierz jest na zakres I, to aby zbudowaé voltomierz na
zakres U, musimy uzy¢ opornika:

U, 1
By — =2 — [ —
VT I,

RV%}‘

1
Czton I jest rezystancja na jeden volt.
4

(39)




Pomiar rezystancji matych (w stosunku do rezystancji woltomierza)

Iy=I+1Iy (40)
) 5 S U
Zmierzona wartos¢ R = o warto$¢ mierzona R = T
A
U R?
U U s

Czyli: AR=R—R= R= —
2 I+1y [+% R+ Ry




POMIARY

Wykonujemy pomiary:
@ amperomierzem cyfrowym
@ woltomierzem analogowym
dla trzech zakreséw woltomierza analogowego: 1V, 3V, 10V,.
dla kazdego zakresu woltomierza dane dobra¢ tak aby:
© najmniejsza warto$¢ napiecia nie byta mniejsza od % zakresu,
np. dla zakresu woltomierza analogowego na zakresie 10V
nalezy wykona¢ pomiary dla napie¢ z przedziatu [3V — 10V/]
© zakres pomiarowy amperomierza nalezy tak dobra¢ aby nie
zachodzita potrzeba zmieniania zakresu amperomierza dla
serii pomiaréw wykonanych w jednym zakresie woltomierza.
Powinni$my uzyskac trzy serie pomiaréw, dane w kazdej serii
wykonane sg bez zmiany zakresu woltomierza i
amperomierza.
Caty czas kontrolowa¢ czy prad nie jest za duzy i czy wskazania nie
.skacza".



Przyktad pomiaréw
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Dla wszystkich obliczen rezystancji wyznaczy¢ niepewnosc:

a) metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczy¢:

i) wyznaczy¢ parametry prostej (nachylenie i punkt
poczatkowy),

ii) odchylenia standardowe s(a) wspdétczynnika nachylenia i
s(b) statej.

b) metoda niestatystyczng na podstawie zastosowania wzoru
R=U/I przy maksymalnej wartosci napiecia dla danego
zakresu (danej serii) - okresli¢ niepewnos$¢ ztozong wynikajaca
z btedéw aparaturowych

c) obliczy¢ btad spowodowany pradem woltomierza.

Poréwnaé wyniki rezystancji uzyskane z kazdej serii i dwoma
metodami i okresli¢ czy ,efekt dekadowy” jest mniejszy od
niepewnosci aparaturowych.



Metoda najmniejszych kwadratéw

dla zaleznosci I = a U + Iy wyznaczy¢ parametry metoda
najmniejszych kwadratéw.

Wykonujemy dla kazdego zakresu (jak i dla danych tacznych)
obliczenia:

© wspdfczynnik nachylenia a i stata Iy
@ odchylania standardowe powyzszych parametréw s(a) i s(b).
© niepewnosci rezystancji.

Rezystancja R = —,

btad rezystancji w?/nikajqcy z btedu wspoétczynnika a:

AR = —%Aa,

niepewnos¢ rezystancji u(R) = —s(a)
a



Sktadowa aparaturowa rezystancji

Dla kazdego z zakreséw wyznaczyé rezystancje na podstawie
jednego pomiaru dla najwiekszych wartosci napiecia i natezenia
pradu:

U

R=— (41)

Niepewnos$¢ tak wyznaczone rezystancji mozna oszacowac jedynie
metoda B czyli okreslajac sktadowa aparaturowa up
(instrumentalna) niepewnosci pochodzaca od btedéw przyrzaddw:

wstr) = () 2L (SRR

gdzie: AU i AI - btedy graniczne wyznaczone z danych przyrzadu.
Poréwnaé odchylenie standardowe nachylen uzyskanych dla kazde;j
serii z niepewnos$cia opisujaca btedy aparaturowe.




Wyznaczanie niepewnosci na podstawie danych producenta

Przyrzady analogowe
Dla przyrzadéw analogowych podana jest klasa niepewnosci g,
niepewnos$¢ wyznaczamy jako:

gdzie x, jest zakresem pomiarowym przyrzadu wykorzystywanym w
danym pomiarze.

Klasa okreslana jest w procentach i opisuje niepewnos¢ wzgledem
zakresu pomiarowego.

Przyrzady cyfrowe

Dla przyrzadéw cyfrowych okresla sie dwa parametry opisujace
niepewnos¢: sktadowa addytywna Ax, i multiplikatywna
(niepewnos$¢ wzgledna 7).

Az = vz + Az, (44)

gdzie = — wynik pomiaru, v — niepewno$¢ wzgledna (zazwyczaj w
procentach), Ax, — sktadowa addytywna niepewnosci.



btad spowodowany pradem woltomierza:

R?
AR =" 45
Ry (45)

gdzie: R — zmierzona rezystancja, Ry rezystancja woltomierza.
Wyprowadzié ten wzér.

Dla woltomierza analogowego podana jest rezystancja wewnetrzna
poprzez kQ2/V

Przyktad: jesli miernik ma 20k€2/V to na zakresie 10V rezystancja
wynosi 200kX2.

Wynika to z tego, ze woltomierz jest amperomierzem
(mikroamperomierzem) potaczonym szeregowo z rezystorem
wyskalowanym wg prawa Ohma.

Woltomierz cyfrowy ma 10M () niezaleznie od zakresu.



INNEE————————
OBLICZENIA DLA KAZDEJ SERII (3 serie)

© wyznaczy¢ nachylenie metoda najmniejszych kwadratéw i z
tego wyliczy¢ rezystancje

© okresli¢ niepewnos¢ nachylenia na podstawie estymatora
odchylenia standardowego s, dla wspétczynnika nachylenia.
Niepewno$¢ u(a) = s,

© Wyznaczy¢ rezystancje z danych o najwyzszym pradzie i
wyznaczy¢ niepewnos$¢ rézniczka zupetna.

@ okredli¢ btad spowodowany rezystancja woltomierza.

2 o o o o

Ap = g—v, gdzie R- zmierzona rezystancja, Ry rezystancja
woltomierza.

Poréwnaé wszystkie uzyskane nachylenia i ich niepewnosci.
We wnioskach opisaé przyczyny réznic niepewnosci i wartosci
rezystancji.



Wyznaczanie rezystancji z jednego punktu pomiarowego

T AL

N

>
u, U

N

Rysunek: Wykres pomiarowy, punkty s3 elipsami. Pomiary bez zmiany
zakresu przyrzaddéw. Rozrzut punkéw spowodowany rezystancja stykow.

. : U
Rezystancja z najlepszego pomiaru: Ry = I—N
N



Niepewnos¢ rezystancji

R U e 4B _ U dR _1

T A T T Ay T
Niepewnos$¢ rozszerzona sktadowej systematyczne pochodzacej od
przyrzadu:

wsl) = o) = (22)' 21 (4R)'A0

gdzie: AU i Al wyznacza sie z danych przyrzadu.
Catkowita niepewno$¢ wynika ze wzoru na sktadanie niepewnosci:

w(R) = \/ (s(B) + up(R)? (47)

R wartoé¢ érednia serii pomiarowej. s(R) odchylenie standardowe
wyznaczone metoda najmniejszych kwadratéw.



Przedyskutowaé czy trzeba uwzglednia¢ btad spowodowany
woltomierzem.

Zrobié tabele:

nr | wielkos¢ serial | seria2 | ... | catos¢
rezystancja z MNK

niepewno$¢ rezystancji z MNK
rezystancja R=U/I

niepewno$¢ aparaturowa

niepewno$¢ od rezystancji woltomierza
niepewno$¢ catkowita, ztozona

O OY | W N —




@ poréwnac sktadowe niepewnosci (opisane powyzej dla réznych
zrédet btedéw) dla wszystkich zmierzonych zakreséw (serii
pomiarowych) i okresli¢ czynnik dominujacy.

@ Pokazaé na czym polega efekt dekadowy (zmiana wyznaczonej
rezystancji przy zmianie zakresu), podac réznice
wyznaczonych rezystancji dla réznych zakreséw.

© Sprawdzi¢ czy rdznice wartosci rezystancji uzyskane dla

poszczegdlnych zakresédw mieszcza sie¢ w granicach btedéw
granicznych aparaturowych.



METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Badane zjawisko (obiekt) opisane jest réwnaniem

y = f(z) (48)

W wyniku pomiaréw mamy serie danych {mi,yi}i]\il
Zadaniem jest znalez¢ funkcje najlepiej pasujaca do danych
doswiadczalnych.

Mamy dwa zagadnienia:
© dobdr rodziny funkcji,

@ okreslenie kryterium dopasowania.



Kryteria dopasowania
Kryterium dopasowania jest minimalizacja miary I réznicy
pomiedzy danymi doswiadczalnymi a funkcja opisana wzorem.

Celem jest taki dobdr parametréw opisujacych funkcje, dla ktérych
miara réznicy pomiedzy danymi doswiadczalnymi a réwnaniem
funkcji jest jak najmnigjsza.

Przyktadem miary najczesciej stosowanej jest suma réznic
kwadratéw:

I(a,b,c,---

Mz

fabc )) (49)

7,:1

Szukamy takich parametréw a, b, c dla ktérych ta zalezno$¢ jest
minimalna.

Uzywa sie tez sumy kwadratéw ale z wagami zaleznymi od
niepewnosci pomiardw.



przyktad, dopasowanie parametréw prostej
f(x) = ax + b do danych {z;, yz}f\il

gdy niepewnosci pomiarowe wszyskich punktéw s3 takie same
szukamy minimum:

otrzymujemy:

N N N
nY T — D T > Ui
i=1

g=—=t___ = = (51)
nYa? - (2 )
=1 i=1

1 (X N
b:N<Zyi—a;xi):y—aa_c (52)

i=1



W?zory na a i b mozna zapisaé nastepujaco:

N
R
a= Z:]\}— (53)
> (@ — &)°
i=1
oraz:
b=y—az (54)
gdzie:
1 & 1 &
D YRS &
=1 =1

odchylenie standardowe zmiennej a:

)= (S “))2 "25” L
(S@-2?) Lo

=1




Model pomiaru, mamy dane pomiarowe {xz,yl}zj\il kazdy pomiar
zmiennej Y obarczony jest btedem przypadkowym e:

Y=f(X)+e=aX+b+e (57)

€ - zmienna losowa opisujaca btad wyznaczenia wartosci y.
Odchylenie standardowe o(Y) = o(¢)
Zmienna € w kazdym doswiadczeniu ma realizacje ¢;:

¥ — axy + b+ e (58)

estymator wariancji s(y):

n

1 < 1
20\ 2 _ A )2
5°(y) = N 2 ;1 ST N2 ;1 (y; — ax; — b) (59)



estymatory odchylenia standardowego:

N N
Syy =Y Sy=2_ Ui
i=1 i=1
al 2
oraz suma kwadratéw btedéw: 05 = Z (yi — ax; — by)

wzory na a i b: a = L (Nsm —(S2)?) i b= L (S,Sus — SeSuy)
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