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Sktadowe opisu:

© stan obiektéw - model matematyczny
© metoda obserwacji
© dynamika - zalezno$¢ czasowa

stan obiektéw rzeczywistosci

Stany obiektéw - wektory w jakiej$ przestrzeni stanéw, réznie
oznaczenia ¥ = |U) = U = U bedziemy uzywali |¥)

Pomiar - obserwacja

K) pomiar klasyczny - jest to co widaé, obserwacja:
e nie zmienia stanu obiektow,
e jest to co wida¢ (wzrok widzi a nie interpretuje).
Q) pomiar kwantowy - widzimy za posrednictwem przyrzadu:

e obserwujemy poprzez stany przyrzadu pomiarowego,
e przyrzad filtruje stany rzeczywistosci.

ER = - = =



Dynamika - sterowanie systemem

X(0) —»t W) > fulo)

Rysunek: Stan systemu obserwowanego, |z(t)) - wejscie (bodzce
wejsciowe), |u(t)) - wyjscie, |U(t)) - stan wewnetrzny

Ogodlna postac réwnania stanu czyli zaleznosci od czasu W (t) w
przyblizeniu liniowym:

[T(1)) = U(t — to) [¥(0)) + C [u(t)) (1)

U(t —to) - operator ewolucji,
C - operator oddziatywania wejscia
t - czas (chwila obserwacji), tp - moment poczatkowy wzgledem

ktérego mierzymy czas.



Operator ewolucji

Operator ewolucji ma postac:

A . S(t—tg)
Ut —to) == 7 (2)

Gdzie:

S(t —to) - dziatanie

h - stata Plancka, ¢ = v/—1 - jednostka urojona

linia ewolucji pokazuje kolejne stany uktadu.



Wektor - podstawowe wtasnosci

Wektor ma zdefiniowane nastepujace wtasciwosci:
@ dodawanie u] 4+ us = W (inaczej |uy) + |ug) = |u))
© mnozenie przez liczbe aut = U,
a - liczba rzeczywista lub zespolona.

© iloczyn skalarny dwéch wektordéw u i v: (u|v) = «




wektory - podstawowe aksjomaty

WEKTORY oznacza sie a lub @ lub w notacji Diraca |a).
Przestrzen wektorowa V nad ciatem algebraiczny C zdefiniowana
jest przez wtasciwosci:
dla kazdego |a),|b),|c) € Vi a, 8 € C zachodzi:
@ dodawanie (przemienne i faczne): |a) + |b) = |¢)
@ mnozenie przez liczbe: afa) = |b)
© liniowos¢ dodawania:
a(la) +1b)) = ala) 4 o |b)
(a+ ) la) = ala) + Bla)
Q iloczyn skalarny — liniowy funkcjonat dwdch zmiennych (-|):
V*xV—>C:
(((a])|(18)) = (alt) € C,
wiasciwosci iloczynu skalarnego:
e zamiana kolejnosci - sprzezenie: {(a|b) = (bla)”
e mnozenie przez liczbe: (ala(|b))) = a (a|b)
e dodawanie: {c|(|a) + |b))) = (c|a) + {c|b)



BAZA

Zbiér wektordw |e,) € V gdzie n € N nazywamy baza przestrzeni
wektorowej V, jesli kazdy wektor |a) € V mozna przedstawié¢ w
postaci kombinacji liniowej wektoréw bazowych:

a) = Z an |en) (3)

Jedli (ep|em) = On m, gdzie 0y, jest delta Kroneckera to baza jest
ortonormalna. W bazie ortonormalnej:

((anlen)) | (bm lem))) = anbm (€nlem) On,m wigc:

- () ()

33 i enlem) = 03 b = i (4)

gdzie a* liczba zespolona sprzezona do a.



ILOCZYN SKALARNY

w postaci macierzowej:
b1
(alp) =[a; ... ap) || =D apbn (5)
by, "

macierz kolumnowa to wektor a pozioma to kowektor.

lloczyn skalarny wyznacza dtugosé
rzutu: (a|b) = apl|b||, gdzie:

ap jest to dtugosé rzutu wektora |a) w
kierunku wyznaczonym przez wektor |b),
||b]| dtugos$¢ wektora |b),

dtugos¢ wektora zgodna jest z ‘eb> - wektor jednostkowy
iloczynem skalarnym: ||b]|? = (b|b) o [ |b

oo [blalle,)



ILOCZYN SKALARNY - operator rzutowania

lloczyn skalarny - zadaje rzut le,le,la
wektora |a) na kierunek |e,): | o Kierunku
|an) = (enla) |en) = |en) (€nla) e,

Wektor |a,) ma dtugosé wektor o diugosci e, |a

an = {enla)
" ! Rysunek: Rzut wektora |a)

Kazdy wektor jest kombinacja liniowa sktadowych:
@)= lan) =D anlea) =) _len)an =) _len) {enla) (6)

Gdzie: a,, = (en|a) P, = |ey) (en| - operator rzutowania,
S P, =>len) (en| =1, gdzie I - operator jednostkowy.



lloczyn skalarny - rzut

le) lellelu

|e | - wektor jednostkowy, wersor
o - kat pomiedzy wektorami

Rysunek: iloczyn skalarny i rzut.

iloczyn skalarny - kosinus kata:

(ulv) = ful [v] cos(a) (7)



iloczyn skalarny, dtugos¢, rzut

|e | - wektor jednostkowy, wersor

u

- wersor zadaje kierunek |
lele)=1

Plu)=|e)le|u le) |e)lelu

P=le)le| - operator rzutowania

Rysunek: Operator rzutowania



Baza przestrzeni wektorowej

Aby cokolwiek zaobserwowac¢ potrzebny jest uktad wspétrzednych.

Vol = le.!
‘elﬁ><(\e1|us,s—u1|e1f
U, U, -sktadowe wektora |u)

Rysunek: Wektor w uktadzie wspétrzednych

Wektor - suma sktadowych (7 = (u1, uz))

lu) = le1) (e1|u) + [e2) (ea|u) = u1 |e1) + uz |ea) (8)
up = {e1|u) oraz wug = (ea|u) (9)



Baza - wiele wymiaréw

Zatézmy, ze potrzeba jest N wektoréw bazowych (przestrzen jest
N-wymiarowa):

N
[u) =D len) {enlu) (10)

Wozory zapisane poprzednio dla dwéch wymiaréw dziataja dla
dowolnej liczny wymiaréw (nawet nieskonczonych).



Operatory liniowe

Operator jest to funkcja na wektorach:
Alu) = |v) (11)

W wyniku dziatania operatora A na wektor |u) otrzymujemy
wektor |v).

o

Liniowos$é
Alu A(lu) + Jug)) = A(lur)) + A(luz))  (12)

Rysunek: dziatanie
operatora na wektor



Operatory liniowe, twierdzenie spektralne

Operator liniowy:
O A(la)+ b)) = Ala)y + Alb)
@ A(ala)) = aAla), gdzie a € C
Kazdy operator liniowy A mozna roztozy¢ na sktadowe:

A=Y "a,P, (14)

gdzie P, = |e,) (ey| jest operatorem rzutowania.
Operator A spetnia zagadnienie wtasne:

Alen) = o |en) (15)
podstawiajac otrzymujemy:

A |€n> = Zampm ‘€n> = Qn |€n> (16)

poniewaz Py, |e,) = Py, |en) Onm to z sumy zostaje_jeden czton.



Twierdzenie spektralne

Kazdy operator liniowy moze by¢ przedstawiony jako kombinacja
linowa operatoréw rzutowania:

N
A=>"a,p, (17)
n=1

gdzie:

P, - rzuty na wektory |e,), |e,) - stany wiasne
an - wspbtczynniki - wartosci wtasne operatora A.
Stany wtasne tworza baze:

A len) = an|en) (18)



dziatanie operatora

|el e u =u1|el

u A

€

Rysunek: Operator dziata na sktadowe

A |u> = Azun |€n> = ZU”A |€n> = Zanun |€n> (19)



Pomiar

pomiar rzutowanie na stany wtasne przyrzadu pomiarowego

a, —»|e,
RN A
L3 a —|e,)

Rysunek: Pomiar - rzutowanie na stany wtasne

POSTULAT KWANTOWY
prawdopodobienstwo przejScia w stan wiasny:

p (1) = len) ) = (ulen) (enlu) = cos*(a) (20)

Stany |¥) s3 unormowane: (¥|¥) =1



Pomiar kwantowy - rzut

1

e,, - wektor jednostkowy,
wektor wlasny operatora pomiaru

a,, - kat pomigdzy wektorami

P =P (|0) = len) ) = (ulen) (enlu) = cos*(an)  (21)

Srednia warto$ci pomiaréw wielko$ci opisanej operatorem A w
stanie |¥):

(A) =" anpn = (W] A|0) (22)



POMIAR KWANTOWY

Przyrzad pomiarowy opisany jest
operatorem A:

T A=> a,P,,

|a —-‘el e
E:) ®, gdzie P, =) |en) (en] -
n
T 2 — operator rzutu na kierunek len)
foton i
o el Pryzmat Nicola Prawdopodobienstwo zmiany
stanu po pomiarze:

Rysunek: Pomiar polaryzacji fotonu, Pn = P(la) = |en)) =
o, wartoéé wihasna stanu |e,,) (alen) (enla) = |(en]a)|?

Wartos¢ Srednia

Zanpn = Z Qnp, a|€n en|a> Z <a|en> On <en|a> =

:Z (a| anPr |a) 6L|Z:O‘nP la) = (a| Ala)
n

(23)



Zaktadamy ze baza jest ortonormalna:

(enlem) = Onm (24)
Baza - wektory wtasne operatora pomiaru:

Alen) = an len) (25)

Moéwimy, ze jest to reprezentacja A, np reprezentacja potozeniowa.

Funkcja falowa:
U(z) = (es|¥) (26)

U(z) - z-owa sktadowa wektora x.
lez) - wektor wtasny pomiaru potozenia, opisuje stan w ktérym
czastka jest doktadnie w punkcie x.



/asada nieoznaczonosci

Pomiar dwoch wielkosci

Dwie wielkosSci reprezentowane operatorami AiB.
Operator A ma wartosci wiasne a,, i wektory wtasne |ay,),
operator B ma wartosci wtasne b,, i wektory wiasne |by,)

Oznaczenie

wartosci wtasnej d odpowiada wektor wiasny |d)
— nawiasy |) dopisane do wartosci wtasnej oznaczaja wektor.

Twierdzenie

Wektory wtasne dwéch operatoréw AiB sg identyczne
(|an) = |bn) wtedy i tylko wtedy gdy operatory komutuja:




Od nieréwnosci tréjkata do zasady nieoznaczonosci

Nieréwnos¢ tréjkata dla dwéch wektordw |X) i |Y):
X[+ Y] = [X +Y] (28)
s3 to zespolone wektory (elementy przestrzeni Hilberta) wiec
1 X|? = (X|X) ezl |X| = V(X]|X) (29)
kwadrat lewej i prawej strony réwnania (28):

(X] + |Y])2 = (X|X) + (V]Y) + 20/(X]X) (V]Y)  (30)
X + Y2 =((X] + (Y])(1X) +|Y)) =
= (X[X) + (YY) + (X]Y) + (Y|X)

czyli korzystajac z (30): 2/(X|X) (YY) > (X|Y) + (Y |X).
dla wektoréw rzeczywistych (Y| X) = | X||Y| cos(a) wiec
nieréwno$¢ ta ma postaé cos(a) < 1



Od nieréwnosci tréjkata do zasady nieoznaczonosci

(X|X) (YY) > (X]Y) +(Y]X) (31)

Niech A i B operatory samosprzezone, wstawiamy:
X) = A|T) i|Y) = iB|T)
do powyzszego réwnania:
1 X|? = (X|X) = (U|ATA|T) = (V| A?| D)
Y|? = (YY) = —i* (¥|B*B|¥) = —* (¥|B*|¥)
(X|Y)+ (Y|X) =i ((¥|ATB|¥) — (V|BTA|¥)) =i (¥|[4, B]|¥)

czyli:

— (U|A?| W) (V|B?|¥) > (T|[A, B]|¥) (32)



/asada nieoznaczonosci

Pomiar: przejscie ze stanu |¥) w stan witasny:
e pomiar wielkosci A, przejscie: |¥) — |ay,)
e pomiar wielkosci B, przejscie: |¥) — |by)
Jedli Ai B nie komutuja, to wynik pomiaru zalezy od kolejnosci
pomiaréw.
Miarg btedu jest odchylenie standardowe:

) = ((a42) = ( (4= (4))") (3)

gdzie operator btedu AA = A — <A>
Dla dwéch operatoréw otrzymujemy nieréwnosé:

oX(4)o*(B) = (847 ((AB) > —i (([4.8] ED



Zasada nieoznaczonosci, ped i pofozenie

Zasada nieoznaczonos$ci wyrazona jest nieréwnoscia
(pierwiastkujemy réwnanie (34)):

o(Bo(B) 2 /-1 (([4.8])) (3

Jedli:
o A jest operatorem pofozenia & =z
@ B jest operatorem pedu (sktadowa x) p, = —iha%,
to komutator:
[ac —zhaam} ih (36)
wtedy:
<[§37ﬁ2]> =ih (37)
i mamy:

o(x)o(ps) = AzAp, > %h (38)



Réwnanie Schrodingera

mgt W(t)) = H |¥(t)) (39)
Gdzie H - hamiltonian: "
=2 (40)
ped po = —ihg;
) w9

0 om (3$)2q’(tv z)+ V(t,z)¥(t,x) (41)



Réwnanie Schrodingera - wyprowadzenie

operator ewolucji

Stany sa unormowane wobec tego operator ewolucji zachowuje
dtugosé:
U(t)=e & ¥(0) (42)

le~ "] =1

réwnanie rézniczkowe wyprowadzamy z réwnania

charakterystycznego
postulazty de Broglie'a: F = hwézg: Rky, w= 24, k=21
E=£ 4+ V(z)ztego w= "% 4 v(z),

poniewaz % & —iw i a% <> ik, to mamy réwnanie Schrodingera.

y

0 (pon b 0
762(1%:2: wt) _ _Zwez(kzx wt) oraz 76(

kpr—wt) _ _ i(kzz—wt)
ot Ox koo

LA~



PARADOKS EPR (Einstein, Podolsky, Rosen, 1935)

iy

spin zero

A
Y

Rysunek: Rozpad czastki o spinie zerowym na dwie o spinach
potéwkowych

Klasycznie stany 1 i | s3 niezalezne:
1 1
2 2

Pk (Ta J/) = (44)

Kwantowo wiadomo, ze stan 1 skorelowany jest ze stanem |:

Po(t ) = 3 (45)



Nieréwnosci probabilistyczne

Dla dwéch dowolnych zdarzen A i B: P(AN B) < P(A) Dla
trzech dowolnych A, B i C:

P(ANBNC)< P(ANDB) (46)

Przyktad 1.: A - ciato przyciagane jest przez magnes,

B - ciato ptywa na wodzie

C - jest biate

P(ANB)=0, P(ANC) =p1, P(CNB) = pa,
P(ANBNC) =0 czyli nierébwnos¢ (46) jest spetniona.
Przyktad 2. Foton w stanie |u) wpada w polaryzator
Trzy mozliwosci A =1, B =—, C' =7,

Jedli nic nie wiemy o stanie |u) to:

P() = P(=) = P(/) = cos*(5) = 3

Wtedy P(1 N =) =0, P(t N ) = P(—=n 7 = (1)
Ale: P(t N "N —) = (%)3 czyli

PN /" "N—=)2PtN—-)=0



nierownos¢ Bella'a

,On the Einstein Podolsky Rosen paradox”,1994

p(a7 b) + p(av b/) =+ p(alv b) - p(alv b,) < 2 (47)

p(a,b) - korelacje wynikéw pomiaréw a i b.

a’ zdarzenie przeciwne do a

To réwnanie wynika z probabilistyki, ale eksperyment kwantowy
temu zaprzeczyt.



eksperyment Aspecta, 1982
& vl e V2 K

Rysunek: Eksperyment korelacji fotonéw, Zrédto Wikipedia

S - Zrédto dwdch rodzajéw fotondw:
1

[p(v1,12)) = NG

{10 +1-=—)} (48)



Zasada Holograficzna

Nie ma lokalnosci gdy stany witasne uktadu fizycznego s3 inne niz
stany wtasne operatora potozenia. Stany wtasne uktadu fizycznego
wyznaczone s3 przez zagadnienie brzegowe.
wg. Wikipedii:
Zasada holograficzna (Gerardus't Hooft i Leonard Susskind)
© .silna wersja” - opis kazdego tréjwymiarowego ciata lub
rejonu przestrzeni zawarty jest na dwuwymiarowej powierzchni
otaczajacej to ciato
@ ,staba wersja” - caty Wszechswiat moze by¢ postrzegany jako
dwuwymiarowa struktura informacyjna ,namalowana” na
horyzoncie kosmologicznym.

Zasada holograficzna — wyjasnia paradoks informacyjny czarnych
dziur w teorii strun.



Wiele ciat

jak opisaé stan wieloczastkowy

niech stany czastek s3 opisane w bazie |ex) lub |k).
jak opisa¢ stany wieloczastkowe.

produkt tensorowy

| A\

Stany mozna opisa¢ na parach |(k,1)).

nieodroznialnosé

czastki s3 nieodrdznialne:
e fermiony - nie moze by¢ wielu w jednym stanie

@ bozony - moze by¢ wiele w jednym stanie



Wiele ciat - kwantowanie pola

operatory kreacji i anihilacji

niech stany jedno-czastkowe sg opisane w bazie |k).

stany wieloczastkowe opisujemy jako wzbudzenia stanu prézni |@),
dla stanu dwuczastkowego: |(k,1)) = a; a; |@)

gdzie az jest operatorem kreacji stanu |k),

|@) opisuje préznie fizyczna.

fermiony i bozony

Reguta antykomutacyjna Jordana-Wignera definiujaca operatory
dla fermiondw:

{ai7aj} {az ) ] — 0 {a“aj } ”L]’

gdzie {a;,a;} = a;a; + aja; - antykomutator,

Reguta komutacyjna Bosego definiujaca operatory dla bozonow:
(G, a5] = [a:',aj] =0, [ai,a;'] = 045

gdzie [a;, a;] = a;a; — aja; - komutator.



Informacja

Miara informacji

Odwzorowanie:
I:T—R (49)

gdzie T przestrzen komunikatéw (teksty),
R - zbiér liczb rzeczywistych.

czy jest reprezentatywne
teoria reprezentacji - homomorfizm struktur



ciag dalszy w innej prezentacji



