Cw. 43 Pomiar C,/Cy metoda fali stojacej,
(Wyznaczanie C,,/C,, dla powietrza metoda rezonansu akustycznego)

Michat Urbanski

1. Proces adiabatyczny

Proces termodynamiczny zachodzacy w pewnym uktadzie jest adiaba-
tyczny jedli uklad nie wymienia ciepta z otoczeniem. Zazwyczaj mamy
z tym do czynienia z procesem adiabatycznym, gdy proces zachodzi na
tyle szybko, ze mozna uznaé, ze ilosé¢ ciepla jaka zostala dostarczona (lub
odebrana) do uktadu wynosi prawie zero czyli AQ = 0. Zasada zachowania
energii ma postaé¢: AU = AQ+AW, gdzie AU - zmiana energii w procesie,
AQ - ilo$é ciepla dostarczona do uktadu, AW - iloéé pracy dostarczona do
uktadu. W przypadku gazu doskonalego AU = nCy AT, gdzie Cy - ciepto
wlasciwa przy staltej objetosci, AT - przyrost temperatury, AW = —pAV.
Jesli AQ =0 to:
nCy AT = —pAV (1)

Roéwnanie (1) jest réwnaniem rézniczkowym, w celu rozwiazania tego réw-
nania nalezy wyeliminowaé¢ jedna ze zmiennych, Korzystajac z réwnania
stanu gazu: pV = nRT, mamy: p = nR%, po podstawieniu do (1) mamy:

T
nCy AT = —nRVAV (2)

po rozdzieleniu zmiennych:

- 3)

Calki te sa logarytmami w odpowiednich granicach. Po przeksztalceniach:
R R
ToVy Y =TV, (5)
Poniewaz Cp, — Cy = Ri k= G2 wiec:
T2‘/2H—1 — Tl‘/lﬁ—l (6)

R
Réwnanie to zapisuje sie jako: TV ¢v = const. Podstawiamy do réwnania

7 . _ pV . .
(6) réwnanie T' = -For i mamy:

p2Vy' = p1Vf° (7)

co zapisujemy jako: pV* = const.

2. Roéwnanie fali i metoda pomiaru

Wspélezynnik C),/Cy wyznaczany jest posrednio przez wyznaczenie pred-
kosci dzwieku (wyprowadzenia wzoréw sa w instrukcji na stronie CLF).
W celu wyznaczenie predkosci dzwieku nalezy wyznaczyé¢ dla okreslonej
czestotliwosci dtugosé fali akustycznej metoda fali stojacej. Fala stojaca
powstaje pomiedzy dwoma odbijajacymi ptaszczyznami w wyniku natoze-
nia sie fali odbitej z pierwotna. Mozna to opisa¢ nastepujacym wzorem:

O(t,x) = Aj cos(wt — kx) + Ay cos(wt + kx) (8)



gdzie Aj cos(wt — kx) opisuje fale padajaca o amplitudzie A; propagujaca
sie zgodnie z osia x a Ag cos(wt + kx) opisuje fale odbita o amplitudzie A
propagujaca sie przeciwnie do zwrotu osi x, w oznacza czesto$é fali:
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gdzie T jest okresem fali (okres czasowy), k jest liczba falowa:
211
E=—"" 10
. (10)

gdzie A — dtugosé fali (okres przestrzenny!).

Gdyby odbicie bylo bez strat to amplituda fali padajacej A; bytaby
réwna amplitudzie fali odbitej As, jednak tak nigdy nie jest.

Wzor (8) przeksztalcimy stosujac wzory na sume kosinuséw: cos(a) +
cos(f) = 2005(0‘+6)cos( 6) i réznice kosinuséw: cos(a) — cos(f) —

2 s1n(°‘+5 ) sin( 5= 5). Po wstawieniu otrzymujemy:

Ay + As A1+ Ay

O(t,z) = cos(wt + kz) + cos(wt — kx)+

A —A

= T2 cos(wt + kz) — cos(wt — kx) =

= (A1 + Ay) cos(wt) cos(kz) — (A1 — As2) sin(wt) sin(kz) (11)

Wyrazenie cos(wt) cos(kx) opisuje drgania o czestoéci w o amplitudzie
cos(kx) zaleznej od punktu. Maksima wypadaja w punkcie z spelniajacym
warunek kx = %JrnH. Poniewaz liczba falowa k dana jest wzorem (10) wiec
miejsca (wartosci x) gdzie jest maksimum fali ®(¢, z) opisane sa wzorem:

z(n) = 2 + n% (12)

A — Ay

gdzie z(n) oznacza n-te maksimum.

Odlegtosci maksiméw sa wiec odlegle o polowe dlugosci fali % Ponie-
waz we wzorze (2) mamy skltadnik proporcjonalny do réznicy amplitud to
maksimum fali otrzymujemy gdy cos(kx) = 11 sin(kz) = 0 1 wartos¢ mak-
simum wynosi A; + A2 a minimum nie jest zerowe bowiem w punkcie, w
ktorym ®(t, z) osiaga minimum mamy cos(kx) = 0 i sin(kz) = 1 i wartos¢
minimum wynosi |[A; — As.

'Funkcja f jest okresowa jedli dla kazdego = zachodzi f(z +T) = f(x), gdzie T jest
okresem.

3. Predkos$¢ dzwieku w powietrzu

Fala akustyczna jest fala poprzeczna i polega na propagacji zageszczen i
rozrzedzen powietrza. Poniewaz mozna zalozyé, ze zageszczenia sg pro-
cesem na tyle szybkim, ze cieplo nie zdazy przedyfundowaé z obszaru
podniesionego ci$nienia, gdzie nastepuje lokalne zwigkszenie temperatury
powietrza. Przemiana gazowa zachodzaca w warunkach izolacji termicznej
(dQ = 0) jest procesem adiabatycznym opisanym réwnaniem pV"* = const
(gdzie p - ciSnienie gazu, a V - objetosé). Dla procesy adiabatycznego
mozna otrzymac¢ réwnanie:

aw__.p (13)
av V
gdzie k = g—“;, C, - cieplo wlasciwe (molowe) przy stalym cisnieniu, Cy -
cieplo wlasciwe (molowe) przy stalej objetosci.
Na podstawie zaleznosci (13) mozna wyprowadzi¢ predkosé fali dzwie-
kowej:
p

v= /K= (14)
p
gdzie p — gesto$¢ powietrza. czyli:
2P
K=v"— 15
) (15)

Obliczenia wspélczynnika k nalezy wykonaé korzystajac z ci$nienia ba-
rometrycznego na podstawie danych opublikowanych tego dnia na stronie
stacji meteo Wydziatu Fizyki PW http://www.if.pw.edu.pl/ meteo/ (pa-
mietaj, ze dane meteo przeliczone sa na poziom morza). Gesto$é powietrza
nalezy wyznaczy¢ na podstawie tabel lub wykreséw réwnania stanu po-
wietrza. Mozna skorzystaé z wikipedii angielskiej (hasto density of air) lub
stron po$wieconych obliczaniu gestosci powietrza w funkcji temperatury,
ci$nienia i wilgotnosci. Przyjaé¢ wilgotno$é wzgledna 40%. Wzér na gestosé
powietrza:

Pd
RyT R T

Gdzie pg - ci$nienie suchego powietrza pg = p — py,

P(pd,T,pv) (16)



Py - cidnienie czastkowe pary wodnej, wyznacza sie na postawie ci-
$nienia pary nasyconej psqo: dla danej temperatury: p, = psat, @
wilgotno$¢ wzgledna (przyja¢ 40% =z bledem granicznym 10%). Ci-
Snienie pary nasyconej wody mozna znalezé na wikipedii angielskiej
http://en.wikipedia.org/wiki/Vapour_pressure_of water.

R; =287.058 J/(kg-K) — stala gazowa suchego powietrza

R, =461.495 J/(kg-K) — stala gazowa pary wodnej.

T — temperatura w Kelwinach.

4. Opis pomiaréw

Dla trzech czestotliwosci wykonaé¢ pomiary polozenia:

1) miniméw i maksiméw napiecia na mikrofonie

2) punktéw o fazie zgodnej i przeciwnej

Uwaga

Punkty o fazie zgodnej i przeciwnej nie muszg pokrywaé sie z punktami
o maksymalnej i minimalnej amplitudzie.

5. Opracowanie pomiaréw

W celu wyznaczenia dlugosci fali nalezy dla kazdej czestotliwosci wykonaé
wykresy:

1) miniméw i maksiméw amplitudy w funkcji numeru maksimum i mi-
nimum. Minima powinny mie¢ numery poldéwkowe tak aby punkty
na plaszczyznie (x,,n) (x,- warto$é n-tego polozenia) ulozyly sie na
jednej proste;j.

2) polozenia z(n) punktéow o fazie zgodniej i przeciwnej, przy czym na-
lezy je ponumerowaé¢ tak aby punkty o fazie zgodnej mialy numery
calkowite a o fazie przeciwnej numery poléwkowe.

Nastepnie metoda najmniejszych kwadratéw nalezy wyliczyé dlugosé

fali dla trzech czestotliwosci i wyliczy¢ predkosé ze wzoru:

v=5=Af (17)

gdzie: X\ - wyznaczona dtugoéé fali, f — czestotliwosé generatora.

Odlegtosci pomiedzy maksimami fali stojacej wynosza potowe diugo-
sci fali (dlugosé fali oznaczymy A). Podobnie odleglosci pomiedzy punk-
tami o fazie zgodnej powinny znajdowaé¢ w odleglosci rownej wielokrotnosci
dhugosci fali. Jesli ponumerujemy kolejne maksima to otrzymamy funkcje
x(n), gdzie n numer maksimum. Poniewaz odleglosci punktéw wynosza %,
czyli z(n+1)—z(n) = 3§ to réwnania (12) wynika, ze funkcja ta musi mie¢
postaé ciagu arytmetycznego z(n) = xo —i—n% gdzie x( - dowolna stala. Na-
lezy metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczy¢ nachylenie funkcji z(n),
wsp6lezynnik nachylenia réwny jest poléwcee fali (jesli maksima ponume-
rowane sa kolejnymi liczbami naturalnymi a minima potéwkami).

y=A(x)sin (wt)

Rysunek 1: Fala stojaca, w kazdym przekroju z drgania opisane sg row-
naniem y = A(z)sin(wt), gdzie amplituda A(z) zalezy od polozenia:
A(z) = Acos(kx)

Wynik nalezy zebra¢ w tabeli zawierajacej dla trzech czestotliwosci wy-
znaczone wartoéci dlugosci fali (dwie wartosci jedna z miniméw i maksi-
moéw, druga na podstawie fazy zgodnej i przeciwnej), wartosci predkosci
dzwieku oraz wartosci parametru k.

Na wykresach zaleznosci potozenia maksiméw i miniméw od numeru
maksimum, oraz na wykresach zaleznosci polozenia punktéow o fazach
zgodnych i przeciwnych nalezy narysowa¢ prosta uzyskana metoda naj-
mniejszych kwadratéw i przedyskutowaé problem sensownosci uzyskanych
wynikow. Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie czy obserwowane maksima i
minima moga by¢ podstawa wyznaczenia odpowiednich weztéw i strzatek
fali.



6. Analiza niepewnosci

Nalezy wymieni¢ zrédta btedéw pomiarowych oraz bltedéw ktére sa ble-
dami metody (np. uzyskane minima i maksima nie moga by¢ podstawa
wyznaczenia dtugosci fali).

Nalezy wyznaczy¢ niepewnosé uzyskania diugoéci fali w metodzie naj-
mniejszych kwadratéw (odchylenie standardowe wspélezynnika nachyle-
nia). Dla danych ci$nienia zalozy¢ blad graniczny danych pomiarowych ze
strony Wydziatu Fizyki PW ma blad graniczny 0.2 hPa. (przeliczyé¢ dane
na Paskale). Dla gestosci powietrza oszacowaé btad graniczny na podstawie
wzoru z wikipedii angielskie;j.

W celu wyznaczenia niepewnosci k nalezy wzor (15) zapisa¢ w postaci
rozniczki dla btedow:

1
Ak = ZUBAU—{—vzpr—vQ%Ap (18)
p p p

gdzie Ap, Av i Ap sa bledami cis$nienia, predkoéci i gestosci.
Dla niepewnoéci uzyskamy:

) = [ )+ Gl + BB (19)

Gdzie u(p), u(p) i u(v) sa niepewnosciami (czyli odchyleniami standar-
dowymi o) odpowiednio ci$nienia, gestosci i predkosci.

Odchylenie standardowe szacuje sie na podstawie bledu granicznego.
Jedli blad graniczny pewnej wielkosci wynosi Az to niepewno$é u(x) =
o(x) = % Blad graniczny ci$nienia (jak napisano wyzej) 0.2 hPa, btad
graniczny gestosci wynika z rézniczkowania wzoru (16) (analogicznie do
(19)).

Blad graniczny predkosci i niepewnosé wynika ze wzoru (17). Przy-
jaé¢ blad graniczy pomiaru czestotliwosci rowny rozdzielczosci generatora
(ostania cyfra). Niepewno$é¢ dtugosci fali wynika z metody najmniejszych
kwadratéw. Jesli zrozniczkujemy (17) to mamy: Av = AAf+ fAN 1z tego
wprost niepewnoséé¢ predkosci: u(v) = /(Au(f))2 + (fu()))?

7. Wnioski

Whioski powinny obejmowadé: 1) Opisaé¢ w skrocie zasade pomiaru, uzyte
przyrzady, 2) wymienié Zrédla bledéw pomiarowych i zasady okreslenia
niepewnosci, 3) przeanalizowaé, ktora skladowa niepewnosci jest najwiek-
sza (w obliczeniach nalezy podaé¢ skladowe niepewnosci), 4) podaé¢ ewen-
tualne metody lepszego pomiaru i sposoby zwiekszenia dokladnosci, 5)
poréwnaé¢ wartoéé uzyskanego wspdtczynnika k z danymi literaturowymi
na temat powietrza 6) zinterpretowaé uzyskany wynik analizujac liczby
stopni swobody molekul azotu i tlenu.

8. Problemy i zadania

Zad 1. Podaj definicje procesu adiabatycznego, wyprowadz réwnanie
C

p
\or . , . : . P
(7) ¢v = const. Zapisz réwnanie adiabaty gdy w postaci zaleznoéci ci-
$nienia od temperatury.

Zad 2. Podaj definicje gazu doskonatego.

Zad 3. Udowodnij, ze dla gazu doskonalego zmiana energii wewnetrznej
zalezy jedynie od temperatury, dla kazdego typu procesu: AU = nCy AT.
Stata Cy jest réwna cieptu wlasciwemu przy stalej objetosci, réwnanie
opisujace zmiane energii wewnetrznej jest identyczne dla kazdego procesu
np. dla procesu izobarycznego tez AU = nCy AT).

Zad 4. Udowodnij, ze C, — Cy = R, gdzie Cy - cieplo wlasciwe przy
stalej objetosci, gdzie C, - cieplo wlasciwe przy stalym cisnieniu, R -
stata gazowa.

Zad 5. W butelce zamknicto gaz pod ci$nieniem p; wigkszym od ci$nienia
atmosferycznego pg i temperaturze rownej temperaturze otocznia Ty. Bu-
telke na chwile otwarto i wypuszczono tyle gazu, ze ciSnienia wyréwnaly sie
i butelke zamknieto ponownie. Wyznacz temperature zaraz po wypuszcze-
niu gazu oraz cidnienie P» jakie bedzie po wyréwnaniu temperatury gazu
w butelce z temperaturg otoczenia. Dane sa: ciSnienie atmosferyczne pg,
temperatura otoczenia Tj, ciénienie poczatkowe py (p1 > po), oraz stala x
gazu. Narysuj proces na plaszczyznie p, T i p, V. Udowodnij, ze w przybli-

zeniu k = Z=P0
pP1—p2



