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Zadanie RS1
Funkcja falowa opisujaca stan pewnej czastki w chwili ¢ = o ma nastgpujaca postaé:
A(a*—x?*) gdy x € [—a,a]

V0= { o gdy x ¢ [~a,a]

gdzie 2 € R,. Wyznacz stata A. Jakie jest srednie polozenie i ped czastki w chwili
t=o?

Odpowiedz: A = v/ ﬁ, (x) =0, (p)=0

Zadanie RS2
Funkcja falowa opisujaca stan pewnej czastki ma nastepujaca postac:

\I/(x, 1‘,') :Ae—/1|x|—iwz

gdzie A€ R,, w € R . Wyznacz stata A. Jakie jest srednie potozenie i sredni kwadrat
polozenia czastki?

Odpowiedz: A=+ 2, (x) =o, (x*) = =

Zadanie RS3
W nieskonczonej studni potencjatu, zdefiniowanej na przedziale x € [—a,4], znajdu-
je si¢ czastka w stanie opisywanym funkcja falowa:

X

¢(x)=Asin* —

2a

Wyznacz stala A i srednig energie kinetyczng czastki w tym stanie.

b’

6ma*

Odpowiedz: A* = £, < T >=

*Skompilowane z wielu zrédet. Tylko do uzytku na zajeciach.
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Zadanie RS4

0 a
Wyznacz unormowane stany stacjonarne i dozwolone wartosci energii dla czastki
znajdujacej si¢ w nieskonczonej studni potencjatu o szerokosci 4 (patrz rysunek) przy
zaloZeniu, ze energia czastki E > o. Wykaz, ze te stany stacjonarne spelniaja zasade
nieoznaczonosci.

Y
jninth

Odpowiedz: ¥, (x,t) = \/Esin ("ﬂ—”x)e_ e E

_ n*nh
n 2ma’

Zadanie RSs
Wyznacz unormowane stany stacjonarne i dozwolone wartosci energii dla czastki
znajdujacej si¢ w tréjwymiarowej, nieskonczonej studni potencjatu (czyli w pudetku):

V)= o dlarefo,a] x [0,b] % [o,c]
Y7 w pozostatych przypadkach

przy zalozeniu, ze energia czastki E > o.

iE,
oMy g

. . . n,m . _
Odpowiedz: \I/ﬂx’ny’nz(x,y,z, t) =4/ --sin (nifx) sin (}7y> sin <nzﬂz)e il

En,,n},,nz = b:_,f [(%)2 + <%>2 + <%>2i|

Zadanie RS6
Iloczyn skalarny dwéch funkeji falowych ¥, i ¥ moze zostaé zdefiniowany w na-
stepujacy sposob:

(\I/I,\DZ):J\I/’I‘ W, dx

przy czym granica tej catki zalezy od kontekstu (na przyklad dziedziny lub okresu
funkeji ¥, 1 0,). Wykaz, ze tak zdefiniowany iloczyn skalarny jest odwzorowaniem
addytywnym wzgledem obu parametréw:

(lel’\Ijz +\IJ3) = (\I]I’\PZ)-’_(\pI’\I]})

(\I}I +\II3"IJz) = (\II1>\I"2)+(\I}3’\I]2)

Wykaz réwniez, ze zachodza nastepujace réwnosci dla dowolnego ¢ € C:
(\I}v C\I'lz) =c (\Ijl’ \Ijz)

(C\III"I}z) = C* (\III"I}z)
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Zadanie RS7
Dyskretna baza ortonormalng nazywamy zbiér funkeji {#,,(x)} (#, : R — C, n € Z),
pomiedzy ktdrymi zachodzi, miedzy innymi, nastepujaca zaleznos¢ (ortonormal-
nos¢):

(n,,1,)=23
Wykaz, ze rozwigzania niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera dla czastki w
nieskonczonej studni potencjatu (zadanie RS4) spetniaja ten warunek.

n,m

Zadanie RSg
Zatbézmy, ze funkcje falowe ¥ (x,¢) 1 ¥, (x, ) sa rozwiazaniami rownania Schrodin-
gera. Udowodnij, ze funkcja falowa W, (x, ¢) bedaca ich liniowa kombinacja:

\Ils(x, t)=c, ¥ (x,t)+c,¥,(x,¢)

gdzie ¢, € Cic, € C to dowolne stale, jest rOwniez rozwiazaniem réwnania Schrédin-
gera. Ile beda wynosity iloczyny skalarne (¥ ,¥,), (¥, ¥,)i (¥,,¥,), jezeli funkcje
falowe ¥ 1 ¥, s3 ortonormalne (zadanie RS7)?

Odpowiedz: (¥ ,,¥,)=c,, (¥,,¥,)=c,, (¥,,¥,)=|c |’ +|c,|* (tu warto zauwazyc,
ze jest to z definicji catka kwadratu modutu W)

Zadanie RS9

Najbardziej ogblne rozwiazanie réwnania Schrodingera, z uwagi na jego liniowosc,
dla czastki w nieskoriczonej studni potencjatu (zadanie RS4) moze zostal przedsta-
wione jako superpozycja wielu stanow stacjonarnych (zadanie RSg):

U(x,t)=> ¢,V (x,t)

gdzie U, (x,t) to n-ty stan stacjonarny, a ¢, € C to pewna stata (waga). Zal6zmy,
ze dla pewnej czastki w nieskonczonej studni potencjatu o szerokosci @ (V = o gdy
x € [0,a], V = 0o gdy x & [0,4]) ksztalt funkgji falowej w chwili ¢ = o dany jest w
nastepujacy sposob:

U(x,0)=Ax(a—x)

Wyznacz dla tej czastki stala A i poszczegdlne wartosci wspdtczynnikéw c,. Podpo-
wiedz: przy wyznaczaniu c, nalezy skorzystac z ortogonalnosci stanéw stacjonar-
nych (patrz zadania RS7, RSg) - problem ten jest analogiczny do wyznaczania wspot-
czynnikoéw wektora w pewnej ortonormalnej bazie (gdyz, w istocie, jest to dokfad-
nie wyznaczanie wspotczynnikow wektora w pewnej ortonormalnej bazie - naszym
wektorem jest funkcja falowa a baza poszczegblne stany stacjonarne).

815

Odpowzédé: A= ‘/Z? ,C, = nm) gdy n jest 1.11eparzyste
¢ ) gdy gdy 7 jest parzyste



x Zadanie RS10
Po jakim czasie czastka w nieskoniczonej studni potencjatu znajdzie si¢ znowu w sta-
nie poczatkowym:
W(x,T)=P(x,0)

jezeli w chwili poczatkowej znajdowala sie w dowolnym stanie ¥(x, o) (niekoniecznie
stacjonarnym)?
Odpowiedz: T = 2

* Zadanie RS11
Wyznacz wzoér na prad prawdopodobienstwa j(x, t):

) 7] < v Jur >
j(x,t)= ¥ — — — U

2mi dx  Ox

rézniczkujac gestosé prawdopodobienstwa |¥|? po czasie 1 uzywajac réwnania Schrédin-
gera do zamiany pochodnych na pochodne po potozeniu.

x Zadanie RS12
Wyznacz prad prawdopodobienstwa (zadanie RS11) dla funkgji falowe;:

\I/(x t) — Aeiikx—iwt

Odpowiedz: j(x,t) = ﬂ:% lAl*

x  Zadanie RS13
Wyznacz prad prawdopodobienstwa (zadanie RS11) dla czastki w nieskoficzonej stud-
ni potencjatu o szerokosci a (zadanie RS4), jezeli czastka znajduje si¢ w n-tym stanie

stacjonarnym:
2, i _iEyt
W (x,t)=4/—sin| —x )e 7
a a
gdzie
n*rth’
ﬂ:
2ma’

Jaki bedzie prad prawdopodobienstwa w przypadku czastki znajdujacej si¢ w stanie
bedacym nastepujaca liniowa kombinacja n-tego 1 m-tego stanu stacjonarnego:

W, (x,1)= % [, (x, )+ T, (x,1)]
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Odpowiedz: ] (x,t) =o,

].n,m(xs t) = ZZZZ [(n + m)sinm — (n — m)sin (E,—E,)t

Nitsl 7

(n+m)rrx]

Zadanie RS14

Wyznacz, korzystajac z pradu prawdopodobienistwa, wspétczynnik odbicia R i trans-
misji 7' dla ,stopnia” potencjatu o wysokosci V, w przypadku kiedy energia £ > V,
1E€o, V.

- o (kk) e akk, g, _ JimE g _ AV,
Odpowiedz:dla E > V: R = ETh) T = N by =YL = Vel
Eelo,V,[:R=1,T=0

Zadanie RS15

-—-

Wyznacz wspélczynnik odbicia R 1 transmisji T dla odwrdconego ,stopnia” poten-
cjatu o glebokosci V, w przypadku, kiedy energia £ > o.

. s (k=R 4k .k, A 2m(E+V,) _ amE
Odpowiedz: R = Ei T= TR k = b, =

Zadanie RS16

-V
-a a 0

Wyznacz parzyste i nieparzyste unormowane rozwiazania niezaleznego od czasu
réwnania Schrédingera dla czastki o energii E €] — V., o] znajdujacej si¢ w skonczo-
nej studni potencjatu o glebokosci V, i szerokosci 2a. Znajdz, w obu przypadkach,
réwnania na dopuszczalne wartosci energii (uwaga: rownan tych nie daje si¢ anali-
tycznie rozwiktal). Dla energii E > o znajdz wspdtczynnik transmisji. Dla jakich
wartosci energii fala catkowicie przejdzie przez bariere (studnie)?
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Odpowiedz:

k
ef1 cosk,a ek‘x

gdy x €] — 00, —a[

at+
Rozwigzani J)=1{ T gdy x € [~a,~a]
0zZwljzania parzyste: X)= /ﬂ-i‘i —d
kl
efr1icosk,a | oy
e ™ edy x €]a,o0[

o

Warunek dla energii stanéw parzystych: k, =k, tgk. a

_ asmlf 2 ok gdy x €] — 00, —a[
ﬂ+K
. L. sink,x
Rozwigzania nieparzyste: ((x) = pn gdy x € [—a,—4]
,el
ek[nsinkzde_/g‘x gdyx e]ﬂ,OO[
a+,€i
Warunek dla energu stanow nieparzystych: kb, = —k, ctgk,a
T:[I—l— (E+V)sm ( 2m(E+V)>]
E +V, = whin
gma

Zadanie RS17
Wyznacz unormowane stany stacjonarne i robwnanie na dopuszczalne poziomy ener-
gii dla czastki w poruszajacej si¢ w potencjale:

V. dlax€Jo,q]
V(x)=1{ V, dlax€la,b]
oo w pozostatych przypadkach

gdzie V, > V| > o. Zal6z, ze energia czastki E > V,. Jakie bedzie prawdopodobien-
stwo tego, ze czastka znajdzie si¢ w obszarze [0,4]?

Odpowiedz:
Asink x dla x € [0,4]
d(x)= A;:;:;sin/e (b—x) dlaxela,b]
o w pozostatych przypadkach

kZCtg/ez,B+/e Ctg/ea:o,A—Z:Z I:I_smzlea_i_Sln ka%]
p:Az% I:I_smz/ea] ﬁ b—2
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Zadanie RS1g
Wyznacz rownanie na dopuszczalne poziomy energii dla czastki w poruszajacej sie
w potencjale:

V., dlax€]—o00,0]
_ ) v, dlax€lo,L]
V(x)= V, dlaxe[L,4o0[

gdzie V, >V, >V, > o. Zaldz, ze energia czastki V, <E < V.
Odpowiedz: tgk,L = kkftkl—
TR

2

Zadanie RS19

0 a
Wyznacz wspotezynnik transmisji dla prostokatnej bariery potencjatu o szerokosci
a i wysokosci V. w przypadku, kiedy energia czastki E >V, E=V io<E< V..

Odpowiedz:
E>V,:T= |:I + kf_kj) sin’ k a] k= ‘/Z;TE, k,= 2m(E-V,)

0

RE 2 e
E:VO:T:[I—i—(Tﬂ)ziI_I’k: Z;nE
o<E<V:T= |:1 + <kz';+::> sinh kza] S, =1 ZZE, k, zm;:/"_E)
Zadanie RS20
Czastka o masie m porusza si¢ w potencjale:

00 gdy x €] — 00,0[

V(ix)={ - Zf gdy x € [0,4]
) gdy x €]a, 00[

W ilu stanach o energii E € [—2Z, 0] moze znalez¢ si¢ czastka. Podpowiedz: kon-

ma’

, . . L, .
cowke zadania nalezy rozwiazac graficznie.

3257
ma* ’O] :

Odpowiedz: Istnieja 3 stany stacjonarne o energii E € [—
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Zadanie RS21
Zatbézmy, ze rozwiazanie niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera ma nastepu-
jaca postal
o= 1) sbrrel oo
¢, (x) gdy x € [x,,+oo[

Udowodnyij, ze dla dowolnego potencjatu bedacego funkeja V: R — R (|V(x)| < 00),
pierwsza pochodna ¢/(x) musi by¢ ciagta. Wykaz réwniez, ze mozemy dokladnie
okresli¢ jak zachowuje si¢ nieciaglos¢ pochodnej ¢(x) w przypadku deltoidalnego
potencjatu V(x) = —c8(x — x,). Podpowiedz: w obu przypadkach nalezy obustron-
nie scatkowa¢ niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera w najblizszym otoczeniu
punktu x,.

Odpowiedz:
dd, dyg, | o gdy V(x) zachowuje si¢ ,przyzwoicie”
dx T dx T\ - ¢(x,) nieciagtos¢ dla potencjatu deltoidalnego

o

Zadanie RS22

Wyznacz stany stacjonarne i dopuszczalne wartosci energii dla czastki w potencjale
deltoidalnym V(x) = —ad(x), ktdrej energia E < o. Dla energii £ > o wyznacz
wspotezynnik transmisji 1 odbicia. Pamietaj, ze w punkcie x = o pierwsza pochodna
funkgji falowej nie bedzie ciagta z uwagi na deltoidalny potencjat (zadanie RS21).
Odpowiedz: ¥(x,y) = @e_%lxl_%t, E= —’;’7"‘: (istnieje tylko jeden stan stacjo-
narny!)

R= [+ ] 7= e 25]”

Zadanie RS23
Wyznacz réwnanie na dopuszczalne poziomy energii dla czastki poruszajacej sie w
potencjale niesymetrycznej studni z bariera deltoidalna:

v, dlax €[o,a[
c8(x) dlax=a
v, dlax €]a, b]

00 w pozostatych przypadkach

V(x)=

gdzie V, >V, > o. Zal6z, ze energia czastki E > V,.

Odpowiedz: k,ctgk, 5+ k, ctghka=— Z;”f, B=b-a




*k

*k

Zadanie RS24
Wyznacz réwnanie na dopuszczalne poziomy energetyczne dla czastki znajdujacej
si¢ w potencjale V(x) = —a[8(x)+ 8(x — )] (a,/ €R,), jezeli jej energia E < o.

oAde 2kl 2k \? 1 _ V=amE _ 2ma
Odpowiedz: e _<I_E>’k_ s, B=2

Zadanie RS2

Wyznacz rdOwnanie na dopuszczalne poziomy energetyczne dla czastki znajdujace;j sie
w potencjale V(x) = —a[8(x —a)+ S(x +4a)] (a,a € R,), jezeli jej energia £ < o.
Dla E > o wyznacz wspotczynnik transmisji.

Odpowiedz: Dla rozwiazah parzystych: e~ = % — 1, dla rozwiazan nieparzy-
. ——zku —_ _ éléi M — v —a2mE . — 882

StyCh' € =1 ma’ gdZIC k= o T= 8804 4+48 4+ 14+(48 > —1) cos (4ka)+48 sin (4ka)’

S =_"1k

2ma

Zadanie RS26
Wyznacz unormowane stany stacjonarne i dopuszczalne poziomy energii dla czastki
swobodnej poruszajacej si¢ po okregu, ktdrego obwod wynosi L. Podpowiedz: Roz-
wiazania elementarne beda dwa - jedno dla ruchu zgodnie i jedno dla ruchu przeciw-
nie do wskazdwek zegara.

Odpowiedz: ¢(x) = ﬁei

amnx

_ Pk’
, E=21

mL*

Zadanie RS27
Wyznacz ogblne rozwiazanie rownania Schrodingera dla czastki swobodne;.

Odpowiedz: ¥(x,t) = le? fj;o ¢(/€>ei(/ex—%zz> Ak

Zadanie RS2g
Wyznacz ¥(x, t) dla czastki swobodnej, jezeli w chwili poczatkowej jej funkcja falo-
wa miafa postac:
_ [ A gdyx€]—a,a]
Y(x,0)= { o gdyxé¢]—a,a
Dobierz stata A tak, aby funkcja falowa byta unormowana.
hk?

Odpowiedz: ¥(x,t) = —= f::’ %ei(k’“_ﬁg dk

2aT1
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Zadanie RS29
Wyznacz U(x, t) dla czastki swobodnej, jezeli w chwili poczatkowej jej funkgja falo-
wa miata postac:

U(x,0) = Ae W

gdzie a i A to dodatnie, rzeczywiste state (A nie jest znana).

) dk

Odpowiedz: ¥(x,t) = “ZZ f+°° ——¢ (ke

—00 k*+a?

Zadanie RS30
Wyznacz U(x, t) dla czastki swobodnej, jezeli w chwili poczatkowej jej funkgja falo-
wa miata postac (paczka Gaussowska):

U(x,0)=Ae ™"

gd21e a 1 A to dodatnie, rzeczywiste state (A nie jest znana). Wyznacz rowniez &
i wariancj¢ potozenia oraz pedu czastki. Sprawdz, czy zasada nieoznaczonodci jest
spetniona.

2
ﬂ>‘/4 1 e‘#h,flm o= 1462 , o —dhz
x 4a 4

Odpowiedz: ¥(x,t) = <

oxcfp:§v 1462, 0 = 2ba

m

10



