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Zadanie MN1

Udowodnij, ze dla komutatora dwoch operatoréw zdefiniowanego jako [A,B] = AB—
BA zachodza nastepujace réwnosci:

a)[A,B]=—[B,A]

b) [A,B+C]=[A,B]+[A,C]

o) [A,BC]=[A,B]C +B[A,C]

& LA, BY = [B47]

Zadanie MN2
Wyznacz [X,P"], gdzie X to operator potozenia a P to operator pedu. Nastepnie
wyznacz [ X, F(P)], gdzie F to funkcja operatora pedu.

Odpowiedz:[X,P"] =i hnP" ' [X,F(P)]=ihF'(P)

Zadanie MN3
Dla operatoréw A, B i statej A wykaz nastepujace zaleznosci: (A7) = A, (A14)" = 1*AT,
(A+B)I = A"+ B' oraz (AB)' = BTAT.

Zadanie MN4
Udowodnij, ze jezeli w pewnej dyskretnej bazie |#;) operator A jest reprezentowa-
ny przez macierz A,;, wéwczas sprzezenie hermitowskie tego operatora reprezentuje
macierz AT = A% .

] ji

Zadanie MN5

Wykaz, ze po dokonaniu wyboru pewnej dyskretnej bazy ortonormalnej |#;) wynik
dzialania operatora A na ket |¢) daje si¢ przedstawic w formie iloczynu dwéch ma-
clerzy, reprezentujacych operator 1 ket.

Zadanie MN6
Niech kety |#,) oraz |t;,) stanowia dwie dyskretne, ortonormalne bazy. Majac dana
macierz S;;, = (u;] t;,) oraz sktadowe (,| ) pewnego ketu |¢) w bazie |#;), wyznacz

*Skompilowane z wielu zrédet. Tylko do uzytku na zajeciach.



skfadowe tego ketu w bazie |t;,). Zrdb to samo dla operatora A, ktoéry w bazie |;)
reprezentowany jest przez macierz A;; = (u;| A | u;).

Odpowiedz: (1| §) =3, S/Zl- (;] ) Ay = (1l Al 1) =2 SZiAijS/I

Zadanie MN7
Udowodnij, ze operatory Hermitowskie maja rzeczywiste wartosci wilasne.

Zadanie MN8
Udowodnij, ze dla operatoréw Hermitowskich dwa wektory wlasne odpowiadajace
dwém réznym wartosciom wiasnym sa ortogonalne.

Zadanie MN9

Wykaz, ze operator A, ktdrego wektory wlasne |#,) stanowia dyskretna baze orto-
normalna, mozna wyrazi¢ jako A = >7; A, |u,)(u;], gdzie A; jest wartoscia whasna od-
powiadajaca wektorowi | ;).

Zadanie MN10

Wyznacz wektory wiasne i wartosci wlasne dla operatora Py, = ¥} (¥, gdzie dla wek-
tora [¥) zachodzi (¥| ¥) = 1.

Odpowiedz: Wartosci wlasnej 1 odpowiada sam wektor |¥), wartosci wiasnej 0 od-
powiadaja wszystkie wektory |p) z podprzestrzeni ortogonalnej do |).

Zadanie MN11

Udowodnij, ze przy braku degeneracji dwa komutujace ze soba operatory Hermi-
towskie A 1B majat te same wektory wlasne. Udowodnij rowniez, ze przy degeneracji
jestesmy w stanie tak dobrac baze, aby stanowiace ja wektory byty wektorami wia-
snymi zaréwno operatora A jak i B.

Zadanie MN12

Udowodnij, ze slad operatoraA: TrA =3 (u;| A | ;) (gdzie |u, ) to pewna dyskretna
baza ortonormalna) nie zalezy od wyboru bazy Udowodm] roéwniez, ze dla dwoch
operatorow A i B zachodzi TrAB = Tr BA.

Zadanie MN13
Udowodnij, ze jezeli dla pewnego operatora Hermitowskiego A zachodzi A* = 1,
wbwczas oznacza to, ze A = 1.

Zadanie MN14 .
Wykaz, ze dla Hermitowskiego operatora A operator T = e’/ jest unitarny.

Zadanie MN15
Udowodnij, ze wartosci wlasne operatoréw unitarnych sa liczbami zespolonymi o
module jeden. Udowodnij réwniez, ze wektory wlasne operatoréw unitarnych sa do



siebie ortogonalne jezeli odpowiadaja r6znym wartosciom wiasnym.

Zadanie MN16
Wykaz, ze jezeli |#;) sa dyskretna baza ortonormalna a U to pewien operator unitar-
ny, wowezas |#;) = U |u;) rowniez stanowia dyskretna baze ortonormalna.

Zadanie MN17
Niech A 1 U beda operatorami, przy czym U jest unitarny. Dodatkowo, niech |#;)

beda pewng dyskretna baza ortonormalna. Wyznacz operator A, ktérego macierz w
bazie U |u;) jest taka sama, jak w bazie |#,).

Odpowiedz: A= UAU'

Zadanie MN18

Zal6zmy, ze mamy dany operator A i pewien unitarny operator U. Wykaz, ze w
przypadku, kiedy |#;) sa wektorami wlasnymi A, wowczas |#;) = U |u;) sa wektora-
mi wlasnymi operatora A=UAU".

Zadanie MN19
W pewnej bazie kety |¢) 1 |£) maja nastepujaca reprezentacje:

—3; 2
[4y=124i|,|E)=| —i
4 2-3;

Wyznacz bra ({| w tej samej bazie oraz (| ¢).
Odpowiedz: (& = [2,i,2+3i], (&l )y=7+8:

Zadanie MN20
W pewnej przestrzeni kety |,) oraz |¢,) stanowia dyskretna baze ortonormalna.

Dla ketéw |§) =—|d,) +2i|p,) oraz |) =3i|p,) —7i|d,) wyznacz ({] ¢).
Odpowiedz: (&| ¢y =—14—3i

Zadanie MN21

Majac dane kety [¢) = 2: |¢ ) +18,) —alps) +41d,) oraz [€) =3[éy) —ildy) +
5 |¢3 —|@,) (gdzie kety |¢ |#,), |P3) 1|,) stanowia dyskretna baze ortonormalna)
dobierz stata a tak, aby |¢) 1|&) byty ortogonalne.

7i—4

Odpowiedz: a = 75

Zadanie MN22
Dany jest pewien operator A (nie zakladamy nic na temat tego, czy jest on Hermi-
towski). Czy operatory a) (A + AT), b) i(A + A") oraz c) i(A— AT) sa Hermitowskie?

Odpowiedz: a) tak, b) nie, c) tak
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Zadanie MN23

Dany jest pewien operator A, ktorego wektorom wiasnym |a;) odpowiadaja warto-
Sci whasne a;. Zakladajac, Ze istnieje operator odwrotny do A, znajdz jego wartosci
wlasne i wektory wlasne.

Odpowiedz: Wektory wtasne beda takie same, jak dla operatora A. Wartosci wiasne
odpowiadajace wektorom wlasnym beda réwne ai

Zadanie MN24
W pewnej bazie kety |¢) 1|£) maja nastepujaca reprezentacje:

51 3
h=|2 |16=] s
—1 —9%

Czy ket |¢) jest unormowany? Jezeli nie, to go unormuj. Czy kety |¢) i |£) s3 orto-
gonalne?

51
Odpowiedz: Unormowany bedzie ket ﬁ 2 |. Kety |¢) 1 |) nie sa ortogonalne.
—1

Zadanie MN25
W pewnej bazie operator A reprezentowany jest przez nastepujaca macierz:

2 0
A=1(3 1 5
0 — =2

Wyznacz macierz reprezentujaca w tej samej bazie operator odwrotny do A.

—245 2 51
Odpowiedz: A~ = 4+161 6 —4 —10
—31 2t 2—-3

Zadanie MN26
W pewnej bazie operator A oraz kety |¢) 1|&) reprezentowane sa przez nastgpujace
macierze:

5 3421 3 —1+: 6
A=| — 3z 8 1,|¢)= 3 €Y= 11
1—: 1 4 243 5

Wyznacz ket A|¢) ibra ({|A. Sprawdz, czy faktycznie ((§|A) |¢) = (E](A|¢4)). Znajd

macierz reprezentujaca w tej samej bazie operator AT.

—5+17i
Odpowiedz: A|g) = | 17434i |, (£|A=[34—5,26 + 121,20+ 10i ],
114 144
5 i 14
Af=1{3-2i —=3i 1
-3i 8 4
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Zadanie MN27
W pewnej bazie operator A reprezentowany jest przez nastepujaca, macierz:

7 0 0
A=10 1 —
0 1 —1

Wyznacz wartosci wlasne i reprezentacje wektorow wtasnych tego operatora.

1 0
Od, edz: A, =7 —|7)= 10 ’,1 :ﬁﬁﬁ: 1 — ,
powiediid =7 =)= 0|, b=VI= V= s | i
0
A=—V21=]-V2)= —— z(llm

Zadanie MN28
W pewnej bazie operator A reprezentowany jest przez nastepujaca macierz:

0o 3 -1
0

Wyznacz wartoéci whasne i reprezentacje wektoréw whasnych tego operatora. Sprawdz,
czy uzyskane wektory s3 ortogonalne.

1 0
Odpowiedz: A, =1—|1;1)= | 0 ,/12:1—>|1;2>:\/ii 1,
0 1
0
_ _ 1
h=2-)=L 11

Zadanie MN29
W pewnej bazie operatory A i B reprezentowane sa przez nastepujace macierze:

1 0 1 2 1 1
A=|0 0 Of,B=([1 0 -1
1 0 1 1 -1 2

Czy mozna tak dobra¢ baze, aby reprezentacje obu operatoréw byty w niej diago-
nalne (patrz MN11)? Jezeli tak, to znajdz wektory tej bazy oraz przedstaw w niej
macierze odpowiadajace tym dwom operatorom.

1 —1

Odpovw’edz/:|—1):‘/ig -2 ,|2):¢L3 —1[,3)=

1
1
210/,
—1 1 ﬁl
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Zadanie MN30
W pewnej bazie trzy ortonormalne kety reprezentowane s przez nastepujace macie-

1 |1 1 1 |1
le)=—7=|1|:le)=—7=|—1|.l&)=—
VAR 7|5 7
Wyznacz macierze reprezentujace w tej samej bazie operatory rzutu na trzy kierunki
okrelone przez powyzsze kety. Sprawdz, czy faktycznie 3°_, |e;)(e;| = 1.

1 10 1 -1 2
Odpowiedz: [e)(e,|=3 |1 1 0|, |e)e|=¢|—1 1 =2/,
0 0 0 2 =2 4
1 -1 —1
|5’2><€2|:% -1 1 1
-1 1 1

Zadanie MN31
Zatézmy, ze Hamiltonian w bazie ortonormalnych ketéw |¢,) 1 |¢,) reprezentowany

jest przez macierz:
_|P e
= [g h}

gdzie b 1 g to rzeczywiste stafe. Jezeli stan czastki w chwili poczatkowej jest dowolna
(ale unormowana) liniowa kombinacja wektoréw tej bazy: |4(0)) = a|p,) + b |p,)
wyznacz ket opisujacy stan czastki po uplywie czasu ¢.

_i(h+g)t 1

Odpowiedz: |(t)) = %(a +b)e ey [+) + ﬁ(ﬂ . b)e_i(h%)t ),

=41 P=4 1]

Zadanie MN32
W pewnej bazie Hamiltonian H i stan czastki |() reprezentowane sa przez nastepu-
jace macierze:

1 0 1 i
2 0| ) =— |
00 3 V3

Wyznacz prawdopodobiefistwa pomiaru poszczegdlnych energii, <H>, <H*> oraz
zaleznos¢ wektora |¢) od czasu.

2
H=¢4|1

Odpowiedz: P(eq) = 2, P(3¢,) = 3, <H>= 3¢, <H?>= 12,
0 1
() = e o)+ Ze T fea), fe) = (O fer) = 5 | =
=5 Utz 2)> 1€1) = - =7 ;

Zadanie MN33
Zatbézmy, ze w bazie polozeniowej wektor falowy ma nastepujaca reprezentacje:

A
(%)

x2+a2



gdzie a 1 A to pewne rzeczywiste state. Znajdz reprezentacje tego wektora falowego w
bazie pedowej a nastepnie korzystajac z niej wyznacz stata A oraz $redni ped i sredni
kwadrat pedu. Korzystajac z reprezentacji potozeniowej wyznacz srednie pofozenie i
sredni kwadrat potozenia. Sprawdz zasade nieoznaczonosci. Podpowiedz:

T cosax T
dx = — el
0

x2+a? 2a

Odpowieds: A=\ 22, §(p) = /Fe =, (p) =0, (p?) = L=, (x) =0, (x?) =22,
Tx0p = V2%

Zadanie MN34
Wyznacz reprezentacje pedowa wektora falowego dla czastki znajdujacej sie¢ w n-tym
stanie stacjonarnym nieskonczonej studni potencjatu:

V(x):{ 0 dlax €[0,4]

400w pozostalych przypadkach

iyt

Odpowiedz: J(p,t)= 4/ ‘%% [1 _(_1)%;;1’]
nm)—( 5
Zadanie MN35
Do definiowania funkcji operatoréw mozna podejsé na dwa sposoby. Jezeli funkcja
f(x) daje si¢ przedstawic w postaci szeregu potegowego:

woéweczas dla operatora A definiujemy nowy operator f(A) jako:

(oo}

fA)=> 14"

n=0

Jakie beda wartosci wlasne i wektory wilasne operatora f(A)? Jaka postac bedzie miat
operator sprzezony f(A)T jezeli f(x)jest rzeczywista? Korzystajac z powyzszych wy-
nikéw mozemy zdefiniowac funkcje operatora dla przypadku bardziej ogdlnego, kie-
dy nie wymagamy aby funkcja f(x) byla rozwijalna w szereg potegowy. Jezeli kety
|a;) sa wektorami wlasnymi operatora A (i stanowia baze, ale my i tak robimy ciche
zatozenie, ze pracujemy z obserwablami) ktérym odpowiadaja wartosci wlasne «;,
woweczas operator f(A) definiujemy jako:

fA)= Zf(“i) |a; )|

Wykaz, ze w przypadku funkgji dajacych si¢ przedstawi¢ w postaci szeregu potego-
wego te dwie definicje sa réwnowazne.



Odpowiedz: Operator f(A) bedzie miat te same wektory whasne co A. Odpowiadaé
im beda wartoéci whasne f(;). f(A)" = f(AY).

Zadanie MN36

Niech V(X) bedzie operatorem potencjatu, ktéry odpowiada funkeji potencjatu V(x).
Jakie sa jego wektory wlasne? Jakie sa wartosci wlasne? Wyznacz macierz tego opera-
tora w bazie potozeniowej i pedowe;.

Odpowiedz: Jego wektory whasne to |x) (czyli takie same, jak operatora X); war-
tosci wlasne: wektorowi |x) odpowiada V(x). W bazie potozeniowej macierz ope-
ratora potencjatu to (x| V(X) | ') = 8(x — x’)V(x’), natomiast w bazie pedowej
(Pl VX)| p'y = [dx u;(x)V(x)uP/(x), gdzie u,(x) to reprezentacje wektoréw wha-

snych operatora pedu w bazie potozeniowej.

Zadanie MN37
Wyznacz rézniczkowa posta¢ operatora pofozenia X w reprezentacji pedowe;.

Odpowiedz: X = ih %

Zadanie MN38

Wykaz, ze w bazie pedowej dzialanie operatora potencjatu V(X') (odpowiadajacego
pewnej funkgji potencjatu V(x), ktdra mozna przedstawic¢ w postaci szeregu potego-
wego) na wektor falowy |¥) mozna przedstawi¢ w postaci rézniczkowej zaleznosci:

V<ih%>\1/(p)

Zadanie MN39
Rozwiaz w bazie pedowej zagadnienie wlasne dla hamiltonianu czastki swobodnej a
nastepnie przedstaw uzyskane wyniki w bazie polozeniowe;.

Odpowiedz: (p| E;+) = 8(p— vV2mE), (p| E;—) =8(p + V2mE),

ivV2mEx —iv2mEx . . .o
(x| E;+) = @e o, (x| Es—) = ﬁe i, Wszystkie wartosci energii sa do-
puszczalne.

Zadanie MN40

Rozwiaz réwnanie Schrodingera (zalezne od czasu) w bazie pedowej dla czastki swo-
bodnej i udowodnij, rozktad gestosci prawdopodobienistwa pedéw nie zalezy od cza-
su.

Zadanie MN41

Zatbézmy, ze potencjat zalezy od pedu czastki V = ap (gdzie a € R). Rozwiaz w
bazie pedowej zagadnienie wiasne dla hamiltonianu a nastepnie przedstaw uzyskane
wyniki w bazie polozeniowej.

Odpowiedz: (p| E;+)=8(p—p.), (p| E;+) =S (p—p_),



(x|E;+):@eipT+x,(x|E;—): ;ﬁheipf?x,pi:—ma(lq:,/l—l—%),\x/szyst-

kie wartosci energii sa dopuszczalne.

Zadanie MN42
Wyraz operatory X i P poprzez drabinkowe operatory dla oscylatora harmoniczne-

go.
Odpowiedz: X = 4/ %(@_ +a ), P=1i '”Th‘“’(@r —a_)

Zadanie MN43

Wyznacz < x >, < p >, < T > (srednia energie kinetyczna) i < U > (Srednia energie
potencjalna) dla czastki, ktora znajduje sie¢ w n-tym stanie wltasnym Hamiltonianu
oscylatora harmonicznego.

Odpowiedz: < x >=< p>=0,< T >=< U >= ?T“(Zn +1)
Zadanie MN44

Wyznacz ogblne wzory na elementy macierzy reprezentujacych operatory X, P, X?,
P21 PX w bazie wektoréw whasnych Hamiltonianu oscylatora harmonicznego.

vm gdyn=m—1

Odpowiedz: (n| X | m) = %X m+1 gdyn=m+1,
0 wpp
—vm  gdyn=m—1
(n |P|m)_z\/'”f‘°>< \/ +1 gdyn=m+1,
wpp
m(m—l) gdy n=m—2
(n X2 m)= 52 x { TP glyn=m
me \/ (m+1)(m+2) gdyn=m+2
wpp
m(m —1) gdyn=m—2
(n P2 my=—mbe x| —EmED ____glyn=m
Vim+1)(m+2) gdyn=m+2
0 wpp
n(n—l) gdyn=m—2
(n|PX|m):%>< gdy n=m
\/ (n+1)(n+2) gdyn=m+2
wpp

Zadanie MN45
Wyznacz pierwszych 6 X 6 elementéw macierzy reprezentujacych operatory X i P w



bazie wektoréw wtasnych Hamiltonianu oscylatora harmonicznego.

o 1 0 o0 0 o
1 0 v/2 0 o0 ©
e 0 V2 0 W3 o0 o0
Odpowiedz: X = 4/ oo 0 V3 0 ) o I
0 0 0 2 0 +/5
0 0 0 0 V5 0]
(0 —1 0 0 0 0
1 0 —V/2 0 0 0
. elo V20 —/3 0 o0
P=v"%10 o v3 o —2 o
0 0 0 2 0 —/5
o 0o o0 o V5 0 |

Zadanie MN46
Stan czastki |¢) jest pewna liniowa kombinacja wektoréw whasnych |#) Hamiltonia-
nu oscylatora harmonicznego: |¢) = v2A 1) + %A |2) +A|3). Wyznacz stala A oraz

zaleznosc wektora |¢) od czasu. Jakie bedzie srednie potozenie i sredni ped czastki w
funkcji czasu? Jaka bedzie srednia energia catkowita w chwili ¢ = 0?

- 3 _s; _7;
Odpowiedz: A= \/g, [4(2)) = ﬁ[ﬁe 2@N|1) + %e 210 |2) it |3)]’
<x>=0,<p>=0,<H>=2jw
Zadanie MN47
Wyznacz komutatory [L,, L1, [L,,L,),[L,, L], [L% L), [L% L, ], [L%L,].

Odpowied#:[L,,L,]=ibL,,[L,,L,]=ibL,,[L, L ]=ikL,[[*L]=[[*L,]=
[£%L,]=0

A4

Zadanie MN48
Przyjmujac, ze [ = 1, znajdZ macierze reprezentujace operatory 12 L,L,L_,L 1
Ly w bazie wspélnych wektoréw whasnych operatoréw L2 i L.

1 00 1 0 0 010
Odpowiedz: [* =2k |0 1 0O|,L,=%|0 0 O |,L,=+v2h|0 0 1|,
00 1 0 0 —1 0 0 0
0 0 0 010 0 — O
L =v25|1 0 O|,L,=Z|1 0 1|,L,=L|i 0 —i
— bl ,y
010 10 1 0 Zlo i o

Zadanie MN49
W bazie wspdlnych wektoréw whasnych operatoréw L? i L, stan czastki opisuje na-
stepujacy ket (/ = 1):



Z jakim prawdopodobienstwem podczas pomiaru L uzyskamy wartosé 0?

Odpowiedz: P(L, =0)=1

Zadanie MN50
W uktadzie, w ktérym [ = 1, znajdz reprezentacje wektoréw whasnych operatora

. 7 7 7 2
L.L,+L,L, wbazie wsp6lnych wektoréw wiasnych operatoréw L*1L,.

Odpowied?: [0,) = [1,0), [05) = (i |1, 1) + |1, —1)), [o5) = (i |1,1) +|1,—1))

11



