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Zadanie MK1
Funkcja falowa opisujaca stan pewnej czastki w chwili ¢ = o ma nastgpujaca postaé:
[ A(@>—x?) gdy x €[—a,a]
W(x,0)= { o gdy x ¢ [—a,a]

gdzie 2 € R . Wyznacz stata A. Jakie jest srednie polozenie i ped czastki w chwili
t=o?

Odpowiedz: A = \/ #}, (x)=o0,(p)=0

Zadanie MK2
Funkgja falowa opisujaca stan pewnej czastki ma nastepujaca postac:

\I/(x, t) :Ae—/1|x|—iwt

gdzie A€ R,, w € R . Wyznacz stata A. Jakie jest srednie potoZenie i sredni kwadrat
polozenia czastki?

Odpowiedz: A = V2, {x) =0, {x*) ==

Zadanie MK3

0 a
Wyznacz unormowane stany stacjonarne i dozwolone wartosci energii dla czastki
znajdujacej si¢ w nieskonczonej studni potencjatu o szerokosci 4 (patrz rysunek) przy
zalozeniu, ze energia czastki E > o.
e )

Odpowiedz: ¥, (x,t) = \/Esin ("ﬂ—”x)e_l e E, = ’lzﬂ_

2ma

*Skompilowane z wielu zrédet. Tylko do uzytku na zajeciach.
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Zadanie MK4
Iloczyn skalarny dwéch funkeji falowych ¥, i ¥ moze zostaé zdefiniowany w na-
stepujacy sposob:

(T,0,)= J\Iﬂ; U, dx
przy czym granica tej catki zalezy od kontekstu (na przyklad dziedziny lub okresu

funkeji ¥, 1 0,). Wykaz, ze tak zdefiniowany iloczyn skalarny jest odwzorowaniem
addytywnym wzgledem obu parametrow:

(U, 0, +0)=(¥,¥)+(¥,¥,)
(U, +¥,,0,)=(Y,,¥,)+(¥,,¥,)
Wykaz réwniez, ze zachodza nastepujace réwnosci:
(P,c¥,)=c(¥,¥,)
(¢¥,¥)=c"(¥,¥)
dla dowolnego ¢ € C.

Zadanie MK
Dyskretna baza ortonormalng nazywamy zbiér funkeji {#,,(x)} (#,, : R — C, n € Z),
pomiedzy ktorymi zachodzi, miedzy innymi, nastepujaca zaleznos¢ (ortonormal-
nosé):

(#,,1,,)=3
Wykaz, ze rozwigzania niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera dla czastki w
nieskonczonej studni potencjatu (zadanie MK3) spetniaja ten warunek.

n,m

Zadanie MK6
Zatbézmy, ze funkcje falowe ¥ (x,1) 1 ¥, (x, ) sa rozwiazaniami rownania Schrodin-
gera. Udowodnij, ze funkcja falowa W, (x, ¢) bedaca ich liniowa kombinacja:

U (x,t) =c, ¥, (x,t)+c, ¥, (x,¢)

gdzie ¢, € Cic, € C to dowolne state, jest rowniez rozwiagzaniem réwnania Schrodin-
gera. Ile beda wynosity iloczyny skalarne (¥, W), (¥,,¥,) i (¥,,¥,), jezeli funkcje
falowe ¥, 1 ¥ s3 ortonormalne (zadanie MKs)?
.Oc'/povm'edz/: (W, V) =c, (¥, V)=c, (¥,,¥,)=|c,|"+]c,|* (tu warto zauwazyc,
ze jest to z definicji catka kwadratu modutu W)



*xx Zadanie MK7
Najbardziej ogblne rozwiazanie réwnania Schrédingera, z uwagi na jego liniowosc,
dla czastki w nieskonczonej studni potencjatu (zadanie MK3) moze zosta przedsta-
wione jako superpozycja wielu standw stacjonarnych (zadanie MK6):

U(x,t)=> c,¥,(x,t)

gdzie U, (x,t) to n-ty stan stacjonarny, a ¢, € C to pewna stata (waga). Zal6zmy,
ze dla pewnej czastki w nieskonczonej studni potencjatu o szerokosci @ (V = o gdy
x € [0,a], V = oo gdy x €& [0,4]) ksztalt funkgji falowej w chwili ¢ = o dany jest w
nastepujacy sposob:

U(x,0)=Ax(a—x)

Wyznacz dla tej czastki stata A i poszczegdlne wartosci wspdtczynnikéw c,,. Pod-
powiedz: przy wyznaczaniu ¢, nalezy skorzysta¢ z ortogonalnosci stanéw stacjo-
narnych (patrz zadania MKs, MK6) - problem ten jest analogiczny do wyznaczania
wspotczynnikéw wektora w pewnej ortonormalnej bazie (gdyz, w istocie, jest to
doktadnie wyznaczanie wspotczynnikéw wektora w pewnej ortonormalnej bazie -
naszym wektorem jest funkcja falowa a baza poszczegélne stany stacjonarne).

815 ast 1]
Odpovwédz’: A= ‘/Z? ¢, = (nm) ng n jest 1.11eparzyste
¢ o gdy gdy 7 jest parzyste

x  Zadanie MKg
Po jakim czasie czastka w nieskonczonej studni potencjatu znajdzie si¢ znowu w sta-
nie poczatkowym:
W(x, T)=P(x,0)

jezeli w chwili poczatkowej znajdowata si¢ w dowolnym stanie ¥(x, o) (nickoniecznie
stacjonarnym,)?

Odpowiedz: T = 424

x  Zadanie MKo
Wyznacz wz6r na prad prawdopodobienstwa j(x, t):

_ h RAZAS
j(x,t)= U'———V

2mi dx  Ix

rozniczkujac gestos¢ prawdopodobienstwa |¥|* po czasie 1 uzywajac rownania Schrodin-
gera do zamiany pochodnych na pochodne po potozeniu.
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Zadanie MK10
Wyznacz prad prawdopodobienstwa (zadanie MK9) dla funkcji falowej:

\I/(x t) — Ae:l:i/ex—iwt

Odpowiedz: j(x,t) = ﬂ:% |Al*

Zadanie MK11
Wyznacz prad prawdopodobienstwa (zadanie MK9) dla czastki w nieskonczonej stud-
ni potencjatu o szerokosci a (zadanie MK3), jezeli czastka znajduje si¢ w 7-tym stanie

stacjonarnym:
2, nim _iEyt
W (x,t)=4/—sin| —x )e 7
a a
gdzie
n*rth’
ﬂ:
2ma’

Jaki bedzie prad prawdopodobienstwa w przypadku czastki znajdujacej si¢ w stanie
bedacym nastepujaca liniowa kombinacja 7-tego i m-tego stanu stacjonarnego:

W, (x,1)= % [, (x, )+ T, (x,1)]

Odpowiedz: ] (x,t) = o,
]'n)m(x’ t) — "7_772 [(n + m)sin (n—m)mx

2ma

—(n—m)sin (”+;”)m]

Zadanie MK12

Wyznacz, korzystajac z pradu prawdopodobienstwa, wspétczynnik odbicia R i trans-
misji T dla ,stopnia” potencjatu o wysokosci V, w przypadku kiedy energia £ > V,
1E€o, V.

ods L (k—k) __4kk, _ amE _ yam(E-V)
Odpowiedz:dlaE > V: R = ETE) T= TR k=L b, =Y dla
Ee€[oV[:R=1,T=0
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Zadanie MK13

- -

Wyznacz wspotezynnik odbicia R 1 transmisji 7" dla odwrdconego ,stopnia” poten-
cjatu o glebokosci V, w przypadku, kiedy energia £ > o.

s Rk akik, _ A 2m(E+V,) _ vamE
Odpowiedz: R = BTy T = R k, = > o, =

Zadanie MK14

-V
-a a 0

Wyznacz parzyste i nieparzyste unormowane rozwiazania niezaleznego od czasu
réwnania Schrédingera dla czastki o energii E €] — V., o[ znajdujacej si¢ w skonczo-
nej studni potencjatu o glebokosci V, i szerokosci 24. Znajdz, w obu przypadkach,
réwnania na dopuszczalne wartosci energii (uwaga: réwnan tych nie daje si¢ anali-
tycznie rozwiktaé). Dla energii E > o znajdz wspdtczynnik transmisji. Dla jakich
wartosci energii fala catkowicie przejdzie przez bariere (studnie)?

Odpowiedz:
ke
e coskzaek‘x ngJCE]—OO,—ﬂ[
a+i
R . . ¢( ) cosk,x gdy xe [ 4 ﬂ]
ozwijgzania parZyste: X)= /ﬁ —ds
kl
ek coska  _p x
—e™"  ody x €]a,00[

ok

Warunek dla energii stanéw parzystych: k, =k, tgk. a
eFresink a ek‘x

gdy x €] — 00, —a[
a+ﬁ
sink,x

Rozwigzania nieparzyste: (x) = gdy x € [~a,—a]

e ™*  gdy x €]a,o0]

T = |:1+%ivo)sinz (%\/zm(E+VO)>i|_I

_ n*h'n?
E,+V ==—-

gma
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Zadanie MK1

0 a
Wyznacz wspotczynnik transmisji dla prostokatnej bariery potencjatu o szerokosci
a 1 wysokosci V, w przypadku, kiedy energia czastki E> V,E=V_ io<E<V,.

Odpowiedz:

E>V:T= |:I+</i‘;_:;> sin’kza] R, = '2;;’5,/62: zm;f_m
E=V:T= [1—|—<k7“>2]

S
O<E<V;:T= [I+<kk+f> Sinhzkzﬂ] Sk, =k g = D)

0

vamE
B

2 5?

Zadanie MK16
Czastka o masie m porusza si¢ w potencjale:

00 gdy x €] — 00,0[
V(x)= —3;;—? gdy x € [0,4]
) gdy x €]a, 0o[
325°

W ilu stanach o energii £ € [—22,0] moze znalez¢ si¢ czastka. Podpowiedz: kon-

ma®

4 . . . ’ .
céwke zadania nalezy rozwiazac graficznie.

. /. o . . . h?
Odpowiedz: Istniejg 3 stany stacjonarne o energii £ € [—37;7,0].
Zadanie MK17
Dla operatora pedu p = —ih% rozwiaz zagadnienie wlasne:

puy(x)=pu,(x)

to znaczy znajdz taki zbidr funkeji (funkcji whasnych) {# , : R — C} dla ktorych,
w wyniku dziatania operatora pedu na jedna z nich, dostaniemy t¢ sama funkeje po-
mnozona przez pewna stata p € R (wartos¢ wlasna; cho¢ weale nie musimy, to dla
spokoju ducha ograniczymy si¢ do rzeczywistych wartosci wlasnych).

Odpowiedz: n,(x) = Ce T
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Zadanie MK1g
Delta Diraca 8(x) to funkcja uogdlniona (dystrybucja) zdefiniowana w nastepujacy
sposob (tu nastepuje drobne ktamstwo):

s=] T gdy x =0
1o gdy x #o

f S(x)=1

dla dowolnego ¢ > o (w tym dla ¢ = oo; czy potraficie po tym warunku stwierdzi¢
dlaczego & nie jest funkcja?). Delta Diraca jest wigc unormowana. Delta Diraca jest
réwniez parzysta:

dla ktérej

8(—x)=8(x)
Bardzo uzyteczng cecha & jest ,wycinanie” wartosci funkeji pod catka:
“+00
f(x) 8(x —x,) dx = f(x,)

Warto réwniez pamigtaé o nastgpujacej rownosci:
Lot

— e dle = 8 (x)

27 J o

Korzystajac z powyzszych zaleznosci wyznacz wartosc catki

+o00 27T
I :J cos <?x> 8(x —nT)dx

—00

dla dowolnego 7 € Z, oraz

Odpowiedz: I, = 1,1, = 208 (x — x')

Zadanie MK19
Ciagta baza ortonormalna nazywamy zbiér funkeji {#,(x)} (#, : R — C, p €R), po-
miedzy ktdrymi zachodzi, miedzy innymi, nastepujaca zaleznos¢ (ortonormalnosc
w sensie Diraca):

(”w”#) =3(p =1
Wykaz, ze funkcje wlasne operatora pedu (zadanie MK 17) spelniaja ten warunek przy
odpowiednim doborze stalej C. Wyznacz te stala.

Odpowiedz: C = -2

amh
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Zadanie MK20

Kazda ,przyzwoicie” zachowujaca si¢ funkcja (w naszym przypadku catkowalna z
kwadratem modutu) daje si¢ wyrazi¢ w bazie funkcji wtasnych operatora pedu (zada-
nie MK17)

+o0
%)= dp e(p) o

Réwnanie to jest analogiczne do tego w zadaniu MK7, gdzie przedstawialismy funk-
cje falowa w bazie standw stacjonarnych czastki w nieskonczonej studni potencjatu.
Roéznica polega na tym, ze teraz mamy do czynienia z baza ciagta i musimy catkowac
po ciaglym indeksie p, numerujacym poszczegélne funkcje whasne. Funkcja c(p) pet-
ni analogiczna role do statych ¢, w MK7. Dla funkcji ¥(x) zdefiniowanej jako

_| A gdyx€[—a,a]
Y(x)= { o gdyx ¢ [—a,a]

wyznacz stala A tak, aby ¥(x) byla unormowana. Nastepnie wyznacz dla niej funkcje
c(p). Podpowiedz: nalezy skorzystac z ortogonalnosci funkeji #,, (zadanie MK19) i z
whasnosci delty Diraca (zadanie MK1g).

b sin p—;

na  p

Odpowiedz: A = = o(p)=

Zadanie MK21
Zatbézmy, ze rozwiazanie niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera ma nastepu-
jaca postac
d(x)= ¢i(x) gdyx €] —o0,x,[
¢, (x) gdy x €[x,,+oo]

Udowodnij, ze dla dowolnego potencjatu bedacego funkcja V:R — R (|V(x)| < 00),
pierwsza pochodna ¢/(x) musi byc ciagta. Wykaz réwniez, ze mozemy dokladnie
okresli¢ jak zachowuje si¢ nieciaglos¢ pochodnej ¢(x) w przypadku deltoidalnego
potencjatu V(x) = —cS8(x — x,). Podpowiedz: w obu przypadkach nalezy obustron-
nie scatkowa¢ niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera w najblizszym otoczeniu
punktu x,.

Odpowiedz:
dy, dyg, [ o gdy V(x) zachowuje si¢ ,przyzwoicie”
dx T dx T\ % ¢(x,) nieciaglos dla potencjatu deltoidalnego

o o
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Zadanie MK22

Wyznacz stany stacjonarne i dopuszczalne wartosci energii dla czastki w potencjale
deltoidalnym V(x) = —cd(x), ktérej energia £ < o. Dla energii £ > o wyznacz
wspOlczynnik transmisji 1 odbicia. Pamietaj, ze w punkcie x = o pierwsza pochodna
funkgji falowej nie bedzie ciagta z uwagi na deltoidalny potencjat (zadanie MK21).
Odpowiedz: ¥(x,y) = @e_%lxl_%t, E=- 72”; (istnieje tylko jeden stan stacjonar-
ny!)

R= [I+%]_I,T: I:I+;;f;:_:|_I




